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إلى الطالب 


تغطي هذه المجموعة. المتكوّنة من آلاف الأسئلة المحلولة. كل أنواع المسائل تقريباً التي قد تظهر في أي مقزر للجبر الخطي. كما أنها 
تضم مسائل حسابية ومسائل نظرية (تقتضي براهين). 

يُستهلٌ كل قسم بمسائلٍ ابتدائية تزداد صعوبتها مع التقدم في القسم. وتظهر المسائل النظرية التي تقتضي براهين بعد المسائل 
الحسابية, التي قد تسلّط الضوء على النظرية (فمعظم الطلاب يجدون صعوبة في البراهين) 

يكون لدى الطلاب عادة كتاب مدرسي مخصص لمقرر الجبر الخطي. ولذلك يتبع تسلسِلُ الفصول الترتيب المعتاد في معظم الكتب 
المدرسية (رغم أنه قد يكون هناك بعض التفاوت). غير أن فصولنا واقسامنا كتبت بحيث يمكن تغيير ترتيبهاء كلما كان ذلك محتملاًء دون 
صعوبة أو دون انقطاع التواصل. 

يتبع حل كل مسألة بيان المسالة على الفور. لكنك قد ترغب في حل المسألة بنفسك قبل أن تقرا الحل المعطى. بل ينبغي عليك في 
الواقع أن تحاول حل المسالة دون الرجوع إلى الكتاب بعد أن تقرا الحلّ. وهكذا فإن كتاب :3000 مسالة محلولة في الجبر الخطي» هو 
بمثابة تكملة لاي مقرر في الجبر الخطي, اى بمثابة مقرّر مذاكرة مستقل». 
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الفصل 1 
المتجهاتك في “8 و0 


1 المتجهات في 25 


1.1 


21 


3.1 


4.1 


5.1 


6.1 


51 


يعرّف متجه فا في الفضاء المتجهي "8 بأنه مجموعة مرتبة من 8 عدد حقيقي: ‏ (ي8....,ية,,ة) > لا يسمى العدد الحقيقي ,8 
بالمركبة إى الاحداثية الكائيه ل ل. قارن هذا بتعريف متجه في الفيزياء 

تعرّف الفيزياء متجهها بانه كمية ذات مقدار وإتجاه, ممثلة بواسطة سهم أو قطعة مستقيمة موجهة تبدأ من نقطة مرجعية 
0. الشكل 1-1 يعرّف متجه مستي نا بواسطة إحدائيي نقطته الطرفية (5)4,2. أي أن (4,2) > كا وذلك وفق التعريف المذكور 
لمتجه في 22. 


(4,2)م 


أذكر الفرق بين متجه صقي ومتجه عمودي. 


8غ المتجه العمودي نا هو متجه رتبت مركباته راسياً: 


أما المتجه الصفّي فهى متجه رتبت مركباته آفقياً كما في المسألة 1.1. [في هذا الفصلء تكتب المتجهات عادة كمتجهات صفية], 
إلى أي فضاء متجهي "2 ينتمي كل متجه؟ 

() 2,5,8-,3) (ب) (2+م,ة) (ج) (257,؟) 
8 () “18 لوجود أربع مركبات. (ب) لا يوجد, نظراً لوجود مركبات غير حقيقية.. (ج) 85 [7 او 5# عددان حقيقيان]. 
ليكن المتجهان نا ى ١‏ في "2, متى يكون ١‏ > نا؟ 
0ه يتساوى المتجهان لاو لا إذا وفقط إذا تساوت المركبات المتقابلة. 
لتكن  )1,2,3(‏ ,نا (2,3,1) - رلاء (1,3,2) > رلاء (2,3,1) > رنا. متجهات في 87. أذكر المتجهات المتساوية (إن وجدت). 
8 المتجهان رلا ى بلا فقط متساويا المركبات. 
أوجد « و لا إذا (تر+ 2 2) > (3,). 
8 بما أن المتجهين متساويان, فإن المركبات المتقابلة تكون متساوية: 2 >« + <> 3. بالطرح. ١‏ - ل. 


عرّف المتجه الصفرى في *8. 
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8 8 المتجهات في "8 و09 


00,0 0 
5 مركبة 


3 أوجد » وال إذا كان (3- « ,لا+ ») لا المتجه الصفرى. 
أولاً. نساوي مركبتي نا بالصفر لنحصل على المعادلتين: 9-0+ *. 8-3-0. المعادلة الأولى تعطينا 23 حا 
إذن: تعطى المعادلة الأولى ‏ 3- - بر 
9.1 عرّف السالبء ا - , للمتجه (ي2...ريهرة) > نا في *8. 
00 
1 أرجد السوالب ل () (8,4-,5-,3) د نا (ب) (4,2,0ف-) د م (ج) (0,0,4,0) 0-2 
() 4ب ,8 ركرق-) ع رف ,(8-)ب ,(5-)- ,ق-) حم (ب) (28,0- ي4)ع ودر 
9 9 > (0,0,0,0) ه (0- ,0- ,0 ,0-) ع و 
1 اثبت أن فاع (ن-)- من أجل أي متجه في ١‏ 
#8 ليكن (ي2,..ريهرية) - نا. بما أن 8 > (2-)- من أجل أي سلمى 2 في 28 إذن: 
نا > ليق 


عرقررة) > ليه كي وده عو 


1 جمع المتجهات وضريها في سلميات 


1 0 ليكن (ل0..سررل,ن) > نا ى (7....ررلاء,0) © 7 متجهين في "8. إذن؛ المجموع “7 + نا هى المتجه 
17 + بقار مدن وثارر/ا + رلا دالا 
بين أن هذا التعريف يتوافق مع جمع المتجهات في الفيز 
ا في الفيزياء, المتجه “+ فا هى قطر متوازي الأضلاع المكون من المتجهين فا و ؟, كما يوضحه الشكل 2-1 (أ). الآنء * 
لتكن © نقملة الأصل لمنظومة إحداثية (في 8). ولنفترض أن (8,5) و (6,0) نقطتا الطرف للمتجهين نا و 7 على الترتيب» كما 
في الشكل 2-1 (ب). إذن؛ وباستخدام الهندسة. يمكن أن نبين أن (0 + 8 ,6 + 8) هي نقطة الطرف للمتجه + لا. من جهة 
أخرى. بجمع المركبات المتقابلة. نحصل على 


(ل + طرء + 8) > (قرء) + (طرة) 
تعريفا الجمع يعطيان كلاهما نفس النتيجة. 


(ه جه +م) 


6.6) 


0) 5 


- شكل 2-1 
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14.1 


16.1 


10.1 


18.1 


الفصل 1 © 8 


إحصسب (1) (2,4-,1,1) + (6- ,5 ,4- ,03 (ب) (5- ,4) + (3-,1,2). 
8 () نجمع المركبات المتقابلة: 

(2-,3,3-,4) ع (4+ هب ,5-2 ,[+ 4- ,1 :+ 3) ع (2,4-,1,1) + (6- ,45-,3) 
(ب) إن المجموع غير معرّف, لأن المتجهين ليس لهما نفس عدد المركبات. 


1 مقن 


() نجمع المركبات المتقابلة: 
4 7-3 ( 9 1 ( 
1 
7 2+5 3 23 


(ب) إن المجموع ليس محدداً. إذ أنَّ عدد مركبات المتجهين مختلف. 
ليكن (,ل....,رنار,نا) > نا أي متجه في "8 وليكن ‏ أي سلمى [عدد حقيقي] في 8. إذن, الجداء [السلمى] اط هو المتجه 

املاط ,ب رقططى نا ع نكا 
بين كيف يتوافق هذا التعريف مع الضرب السلمي للمتجهات في الفيزياء. 
8 تعرّف الفيزياء جداء عدد حقيقي ! ومتجه [سهم] ه. مثلاً بنقطة مرجعية 0, بأنه المتجه () الذي يكون مقداره مساويا 
لمقدار نا مضروبا في || ؛ (11) واتجاهه هى اتجاه نا إذا 0<ك#. ومضاد له إذا 0> ا. شكل 3-1 (1) لإيضاح ذلك. نختار الآن 
© كنقطة الاصل لمنظومة إحدائية [ل82]: ولنفترض أن (3,0) النقطة الطرفية ل «, كما هى موضح في شكل 3-1 (ب). إذن, 
باستخدام الهندسة, يمكن ان نبين بسهولة أن قاط هى (68,0). من جهة أخرى, يعطى تعريفنا (طابة) > (8,6)!: نفس النتيجة. 


ذه ,من) 5 


(6,ه) - 


ب( )0 
شكل 3-1 
لحسب: (1) -(6ت,5-, 3)4‏ (ب) (8-,6,7)-. 


8 (أ) إضرب كل مركبة في العدد السلمي: (12,15,18-) 2 (6-,5-,3)4-. (ب) إما أن تضرب كل مركبة في 1 أى 
تاخذ سالب كل مركبة؛ في الحالتين تحصل على (7,8-,6). 


2- 
أحسب: () 3 0 )2 
88 إضرب كل مركبة في العدد السلمي: 


1-0 21- 
4-) 712 
)0 :1 )3 0 بم - 2- 
20 7 10 ( 7 
عرّف الفرق. --ناء للمتجهين نا ى لا في "8. 
18 نحصل على الفرق بإضافة السالب: (9-) + نا ع ديد 
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19,1 


20,1 


211 


22.1 


24.1 


إحسب: (1) (2,9-,4,1) - (5,6,8-,3) (ب) لك ( 5 ) 


8 أوجد أولاً سالب المتجه الثاني ثم إجمع: 
() (1-,6,13-,1-) د (وب,1,7-,4-) + (5,6,8-,3) > (7,9-, 4,1) - (6,8, 5-,3). 
6١ /-21 4‏ 2 6 5 
5 20-0 )+9)-2)-9) / 
لتكن (7,1-,2) دنه (3,0,4-) د ل (8-,0,5) >« أوجد (1) باه - لاق (ب) 39-59 +20 
8 أنجز الضرب السلمي آولاً ثم الجمع المتجهي. 
(0 (13-,21-,18) - 16-,12,0) + (21,3-,6) > (4,م قس)4ف- (7,1-,3)2 د به - ي3. 
لب (8-,5)0,5- (3,0,4-)3 + (7,1-,2)2 > بوك - 39 + د2 
(25,40-,0) + (9,0,12-)+ (4,214,2) د 
(39,54-,5-) (2+12+40, 1[4+4-0-25-,0+ 4-9) - 

لتكن (2,1,4-,3) > نا إلى (3,6-,7,1) - 0 في *8. أوجد (أ) ا+لاء (ب) ناهر (ج) 20-39 

ليما () (2,10-,1-,10)ه(2+1,1-3,4+6-,3+7) سوب يد (ب) (8,4,16-,12) (2(,4.1,4.4-).4.3,4) د ياف 

(ج) (7,11-10-,15-) > (18ت,ف,3-,21-) + (4,2,8ت,6)ك 30 - 20 
أوجد عدى لا إذا (2,3): ع (بر,4). 

88 () نضرب في العدد السلمي * للحصول على (2,35) > (2,3) > (ل,4). . (1) نشاوي بين المركبات. المتقابلة: 

2 عد 4 «3 ع لإ. (111) نحل المعادلتين الخطيتين من أجل * و لاد 2<« و26 ل. 
اكتب (1,9) - ٠8‏ كتركيبة خطية للمتجهين (1,2) > لا و (1-,3) 2 »0 

88 نريد إيجاد عددين سلميين * و لا بحيث أن لالا+ نا« > 78 أي أن 

زلا «2,لا3 + ع > (لرسرنرة) + (20,») > (1-,3)لر + (1,2)» > (19) 
المساوأة بين المركبثين المتقابلتين تعطي المعادلتين 
9ر2 لع برق+ب» 

لحل منظومة المعادلتين» نضرب المعادلة الأولى في 2- ثم نضيفها إلى المعادلة الثانية لنحصل على 7-<بر7- أى 


1- د لا. ثم نعوض با[- لا في المعادلة الأولى للحصول على 3-1-*,. أى 4-*. وبذلك يكون لدينا 
الح يبك د بو 

اكتب (3,4-,2) > 7 كتركيبة خطية للمتجهات (1,1,1) > بغ (1,0,!) > يلاد (1,0,0) > إلا 

8# إتبع خطوات المسالة 23.1. مستخدما الترميزات الحمودية هذه المرة. 


م + برعي 2 0 3 1 1 1 2 
1 )دزة) ةلم« لمات اده مدأ 
0 06 0 3 0 0 1 4 
الآن. ساي بين المركبات المتقابلة كل منها للأخرى: 
4.ر 3- د برجع 2ع مرجع 

لحل منظومة المعادلات؛ نعوض ب 4-* في المعادلة الثانية لنحصل على 3- - لإ+ 4, أى 7- - ل, ثم نعوض في 
المعادلة الأولى لنجد 5 -2. وبذلك تكون إلا + ,70 - بد > ١‏ 
أكتب (5-,1,2) - 8 كتركيبة خطية للمتجهات (1-,1-,1) > لاد (2,1,4) > ينا ى (1,1,3) > ولاء 


أولاً. نضمرب في السلميات 2ل ثم نجمع: 
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29.1 


30,1 


31.1 
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2 + بر جع 1 7 3 1 
اج + برجي -(1) زان )زه 
0 0 4 1- 3 


ثم نساوي بين المركبات المتقابئة لنحصل على المنظومة: 

5- > 3 + بره + عر 2ع يرج يوج بت 1ع + ربع 
نضيف المعادلة الأولى إلى المعادئة الثانية تتنحصل على (0 3ع ع2 + نرة. الآن, آضف المعادكة الاولى إلى المعادلة الثالثة 
نحصل على 4 - > 42 + [6, أو (1) 2 - 22 + 38. من الواضح أن المعادلتين (1) و (611) غير متوافقتين. يعني هذا١‏ أن 
* ليست تركيبة خطية ل بلا رناء رلا 
أثبت أن (7 + 07+ يدع براه زبد+ ن). 
88 من التعريف [المسألة 12.1] تكون ,7+ بنا المركبة رقم 1 ل“ + نا وبذلك تكون ,+ (7 + رلا) المركبة رقم 1 
ل + (0+7). من جهة أخرى, تكون ,+ ؟ المركية 1ل +0 وبذلك تكون 0+ )+ إنا. المركبة 1 
ل 7س مم عاباى ولكن ,ناء ,0 ,8 أعداد حقيقية يتحقق من أجلها قانون التجميع: أي أن 

(مبسسرا د ) 0ك 

وبالتالي» (* + ) + ن > + (« + 0). لأن مركباتها المتقابلة متساوية. 


أثبت أن باك 0+ ب 


.قار لا > ليلاء...,0 + رقار0 + بقه) > (0,0,...,0) + (رلار 


أثبت أن 0 (نت) ابر 


0 0 > (20,0,....0) عت زرلا بقار...ررنا قار لاح رقا جه ف لاحمو لات قات ) + (.نس لان ه) ع زنا-) انا 


اثبت أن نا باع با + نا 
8 وفق التعريف [المسالة :.12]. تكون 7+ ,نا المركبة 1 ل ١‏ + لا وتكون ,نا + ,37 المركبة 1 ل ناخ ". ولكن رلا إلا 
أعداد حقيقية يتحقق من أجلها قانون التبديل» أي أن 
(صيرك )0 0100000000 
وبالتالي» نا + ؛ > »+ ا نظراً لتساوي مركباتهما المتقابلة 
أثبت أن + نلك (ا+ ناكل 
18 بما أن ,“+ إنا المركبة ذل 7+ لء تكون (7+ ,ن)ا المركبة 1 ل (0 + ن)ط. بما أن ينال ى 160 المركبتين 1 ل كا 
و 0 على الترتيب. تكون ,“1 + ,ناا المركبة 1 ل 67 + لاك. ولكن , ,لء ب“ أعداد حقيقية؛ إذن 
لصا عن بلا ل نات لدج بلعل 


وبذلك,. »اط + داط > (0 + 0). نظراً لتساوي المركبات المتقابلة. 


أثبت أن انعا + نطلاع ينراز + 06 


18 وفق التعريف [المسالة 15.1]» تكون ,نا( + خ) المركبة 1 للمتجه نا(" + 6). بما أن ,لكل ى رلا'ء! المركبتان 1 ل ناكا 


إذن 


ى لا/! على الترتيبء تكون ,نالع + ناا المركبة ذل 10+ ناط. ولكن عل “عل. بنا أعداد 
(صسر ةك 4 ١‏ باع بساك بس ع0 


وبالتالي 10+ دا > 0(" + 06 نظراً لتساوي المركبات المتقابلة. 


أثبت أن (0)ء! - 066 
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341 


331 


361 


8 بما أن ,10 المركبة 1 ل ل"ك. تكون (10600 المركبة 1 ل (00). ولكن ,6#'(0) المركبة 1 ل00(0. ويما أن )1 
'للء ,نا أعداد حقيقية. إذن 


ال فك 
وبالتالي (1)0 > 1(5). نظراً لتساوي المركبات المتقابلة. 


أثبث أن لات 104 
برع لوقام روقاررلة) ا اليتالى..ررنا1, رنا1) - الرلاى...ى 1 - 1 


أثبت أن 0 04 من أجل أي متجه ناد 


18 طريقة 1: 0 > (0,0,....0) > (يلا0ب..ررنا00,.0) 2 ليلاى.. بيولا 0)0 > 5ا0. 
طريقة 2: من التعريف 31.1. 08 + د0 - (0 + 0) > 0. بإضافة (08)- 2 للطرفين نحصل على 
((0) -) + (م0 + +0) > ززج0)-) + 09 
(((0)-) + (00) + 0-00 [بواسطة المسالتين 28.1 و 26.1)] 
0 +00 > 0 [بواسطة المسالة 28.1] 
:0 > 0 [بواسطة المسألة 27.1] 


[لاحظ أن الطريقة 22 رغم طولهاء لا تستخدم الإحدائيات صراحة). 
أثبت أن 0 80 من أجل أي سلمى ا. 
طريقة 1: 0ع (0,0,...,0) > (0ل..,60,0) > (0,0,....0)! - فيل 
طريقة 2: من المسالة 34.1, 0 > 0 + 0. إذن؛ وبواسطة المسالة 31.1, 10+ 10 (0 + 0)خ > 10. نضيف (060 -- 
إلى الطرفين, فنجد النتيجة المطلوبة. كما في المسالة 134. 


بيّن أن با > .(1-). 
2# من الخواص التي سبق إثباتهاء نجد 
ن(1 -) + ن > ن(1 -) + ن1 ع نززا -) + 1) ع بن ع 0 ع زن -) + نا 


وهذا يقود إلى النتيجة بإضافة لا إلى الطرفين. 


1 رمز التجميع 


3”1 


32.1 


ليكن 100 تعبيراً جبرياً يتضمن عدداً صحيحاً متغيراً. عرّف التعبير 
2060 2 عارك 
2-5-5 
حيث 1< 2. [هناء يسمى 1 النهاية الدنياء 8 النهاية العلياء والحرف الإغريقي سيغما يعمل كرمز للتجميع]. 


8 (م)» + (1-م)1....+ (1)2 + (2)1 ح رق يتضح من هذا التعريف أنه من أجل 2 < ها (800+ ,_,5 * ,3. 


1 
لنفترض أن ,8 ى رة عددان صحيحان بحيث أن ,5 > ,1 عرّف (6)/ يل ٠‏ 


© (يساتر+ +٠٠١‏ (2 + يمار + (1 يمار + زبم)ارء وار 3 من أجل ,8> ,5 يعرّف المجموع عادة بأنه صفر. 
8 
إحسب م 
2 


4 
1+8+27+64-100 ع 43ب 23433 11د م رح ١‏ 


كت 
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41.1 


22.1 


43.1 
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1 
إحسب “7 ب . 


6 
0 
88 54» 25 + 16 + 9 + 4 د 52 + 42 +32 22د 2 3 ١‏ 


00 
2 0 
أعد الكتابة بدون استخدام رمز التجميع: 

وهدق ٠‏ معدق 2 واضمم 
1# ([) رطيه+ ...+ رطية + رطبرة (ب) "عه +..+ كيه عليه + و (ع) يرظيية + سل روطيية + روظيية + ررتأربة. 
اقبت أن وم إل + هار يقر - رصم دمر قر . 
18 يكون البرهان باستقراء من أجل «. لدينا من أجل 1 > ه, 

صا بذ مار 8 - طم + صر رمم د هاا جر 
لنفترض أن 7<1, وأن المبرهنة تتحقق من آجل 8-1 أي أن 

مه 5+ مر 5 -رم» + مي ا 
إذن (انظر المسالة 37.1), 
هام + هار + هام إل + مالظ - ردم جها) + احم حهها كط - رمم ميا 
مم + مرا - زم +مه ]+ زه + م ك]- 


وبذلك يتم إثبات المبرهنة. 


ثبت أن 200 لز - هاه ور 


8 البرهان يتبع مباشرة من قانون التوزيع للأعداد الحقيقية, ...+ عه + (ه ع ل.. + + 5)ه 


1 الجداء النقطي (الداخلي) 


45.1 


لنفترض أن ليلاء...ررلابلا) - 0 وى لللا....ررا.,) > 7 متجهان في "580 يعرّف الجداء النقطي [أو الداخلي أو السلّمي] ل نء 
والذي يرمز له ب ".لاه بأنه العدد السلّمي المتحصل عليه بضرب المركبات المتقابلة وجمع الجداءات الناتجة: 


2000000 
- 


بين كيف يتوافق هذا التعريف مع ذلك المستخدم في الفيزياء. 
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08 لنفترض أن عاى « متجهان (سهمان) في *8 يبدءان من نقطة الاصل 0, كما موضح في الشكل 4-1. بالإضافة إلى ذلك 
نفترض أن (رقدية.,7)8 او (رطررط.,0)5 ثقطتا الطرف ل 8 ى * على الترتيب. ولتكن 8 الزاوية بين 8 ى 7. تعرف الفيزياء 


الجداء النقطي بأنه 
6ه إ«! إسأ دجنع 


(رة برطررة)2 


شكل 4-1 


الآن تم + تم + تمد لس , وم + وت + أة > ةما 
5 اوم + يه) + زوك - يه) + *(رط - ره) > 507 


(رطيه + يطره + رظرع)2 - (رّط + و5 + 7م) + (يّه + يه + أه) - 


5 
مب /2 2- تإو+ *إساد 
2 


5 
ولكن. بواسطة قانون الجيوب؛ 6 وم إو| إس|2 - 2إو| + 2إس| - 707 ؛ وبالتاليء يسيم 2 ع مومه ١|‏ | زا «ويتوافق التعريفان. 


1 إحسب #للار حيث (3,6-,2) 2 اي (3-,08,2 2 
إضرب المركبات المتقابلة ثم إجمع: 8- - (3-)(6) + (3()2-) + (2()8) > لابلاء 


61 إحسب اللا حيث (8,0,5-,1) > نا ا (كرق,ة) عن 
8 الجداء النقطي غير معرّفٌ بين متجهين مختفين في عدد المركبات. 
1 إحسب ا.نا حيث (5,2,1-,3) دنا الى (2,5ت,لر,4) حابن 
ا نضرب المركبات المتقابلة ثم نجمم: 8 > (1()5) + (2-)2) + (5()1-) + (3()4) > لادناد 


41 إحسب لذلا حيث (4-,2,3-,1) عند اي (2-.6,3,1) عار 
8 نضرب المركبات المتقابلة ثم نجمع: 3 - (2-)(4-) + (3()1) + (2()7-) + (1()6) > اننا 


1 لتكن (3,2,1) عب (4ر3ك,5) ص ب (7-,1,6) ع سد أوجد: (1) بازلا+ ن) ‏ (ب) لانلا+ لاقت 


1 (ا) نحسب 0 + لا أولاًء بجمع المركبات المتقابلة: (1,5-,8) - (5,2-3,1+4 + 3) > +٠‏ لا. ثم نحسب الجداء النقطي 
«.(؛ + 0 ١‏ بضرب المركبات المتقابلة والجمع: 33- - (7-)(5) + (1()6-) + (8()1) > 0( +4). (ب) نحسب أولاً 
12-7-8+ 3ع ور و41- ع 5-18-28- سم إذن 412-33 8ح بد + هاءنا. [أنظر مسألة 52.1, من 


أجل توضيح للتوافق بين (1) ى (ب)]- 


01 التكن ‏ 4ث,1,2,3) حد (67,8-,5) صب إلى 3ع ل أوجد () ناك (ب) النع). (ج) ليد 
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(0 نوجد.وولاً 18--5-12+21-32- بون قم 54 - (18-)3 - (0.0)ظ. (ب) نوجس أولاً 
(12-,3,6,98) > ((4-)3)1(,302(,303(,3) - نأ ثم نحسب. 
54- - 96 - 63 + 36 - 15 - (12()8-) + (9()7) + (6-)(6) + (3()5) ك .زيم 
(ج) نحسب أولاً (18,21,24-,15) > 89 ثم نحسب 
4 - - 96 - 63 + 36 - 15 > (4()24-) + (3()21) + (18-)(2) + (1()15) - (زم).ن 


[أنظر مسالتي 53.1 ى 54.1]., 

آثبت أن دل + بدن > بزب + 0). 

8 نجد. باستخدام مسالة 43.1 أن 
جد. باستخدام 


اجن + باع ع وارلا 2 + رع ير - سرد + سوير > ر#لازرن + بن 2 ع بر (م + ين) 
ل 2 لض ع 


أثبت أن (7ا.نا)كا > بالز(نا). 
8 نستخدم المسالة 44.1, إذن 


ذم سسا د يعد بل - رسع لت رسزرس) بر سنن( 


أثبت أن نالا > لالاء 


زا ماما > بارت بق > نرم رق - سدم 


6 
أثبت أن 0< لاءناء وأن 20> ناءنا إذا وفقط إذا 0 > ند 

كا بما أن 2لا غير سالب من أجل كل 1 إذن 0 <خن + ... + من + ثن > نلا. كما أن 0خ ددن إذا وففط إذا 0 ,نا من 
أجل كل 4 أي أن 0 > د 

في المسألتين 56.1 و 57.1: ,لا ترمز للمتجه رقم 1 في مجموعة متجهات (وليست المركبة رقم 1 لمتجه د). 
لتكن ,لاء...ررلاء ,نا و 7 متجهات في "2 ولتكن ,2,...ررة,ره سلميات في 8. اثبت أن 


0 هسه عه لس 8) لب مسدمه ي - زه )نه 


2 
نعبر عن ذلك بالقول أن حساب الجداء النقطي بالنسبة إلى متجه ثابت ١‏ يمثل تحويلاً خطياً في "10. 
88 () يكون البرهان بالاستقراء من أجل م. الحالة >1١‏ م صحيحة, بواسطة المسالة 53.1. لنفترض أن 1< م وأن 
المبرهنة صحيحة من أجل 1 - م؛ أي أن 
م 1م 
دم 
إذن' باستخدام المسائل 37.1 و 52.1 و 53.1 والفرضية الاستقرائية أعلاهء بكون لدينا 
7 م ا 7 
(نانطاايه 2 >( حمناره + (ناحينايه ب جنا ءزيلاية) + لينفية 2- 8 لكيه إدم 


(ب) نستخدم ل.” > “.لا [المسألة 54.1] والجزء (1): نجد أن 


بح ١‏ دموي اساي ءام 


موقع الفريد في الفيزياء 


| 6 18 المتجهات في "8 و "0 

ا 1 0 لتكن بلالسسررلان لا لاد ارين متجهات في 28 ولتكن ,برط طية فيه أي سلميات في 8. اثبت أن 
0 0 0 

1 

ْ مسح ع لسدخ) (سدة) 

ا (خطائية الجداء الداخلي) 

1 / 

28 باستخدام المسالة 56.1: 


ده عمف بر ير - ده امه ره 


1 النظيم( (الطول) في 8 
1 إذا كان (رلار...ررلا,رنا) نا متجهاً في 2 فإن نظيم أى طول له والذي نرمز له ب انالا» هو الجذر التربيعي غير السالب 
إكرلقة 
ع د + لك وجب > إإبنزا 
بين أن تعريف النظيم أعلاه يتوافق مع تعريف الطول لمتجه [سهم] في الفيزياء. 
08 ليكن فا متجهاً [سهما] في 87 بنقطة طرفية (8)3,8, كما موضح في شكل 5-1. إذن» |8] و |6! هما طولا ضلعي 


المثلث قائم ‏ الزاوية المكون من ا والاتجاهين الراسي والافقي. نجد, باستخدام مبرهنة فيثاغوراس أن طول ا هق 
2م + تو/ د إن ؛ وهذه القيمة هي نفسها نظيم 8. 


(ؤرهم 


إن "2, مزوداً بتعريفات الجمع المتجهي والضرب السلمي والجداء الداخلي؛ يسمى الفضاء -< الاقليدي. لماذا؟ 
8 وفقاً للمسالة 45.1, نصطلح على أن متجهين ناو في فضاء الجداء الداخلي "2 يكونان متعامدين إذا 0 > 0.نا. لديناء 
من أجل مثل هذين المتجهينء, من مسألة 57.1: أن 
#لاسلا+ خاس] حم٠ه‏ جوج مع مرمرع زه جوم (١‏ + بم د تززد هلا 
وهي مبرهئة فيثاغوراس. ونظراً لأن النظرية نتيجة للهندسة الاقليدية؛ فإننا نسمي "8 فضاءاً «إقليدياه. 
601 أوجد إإم| إذا (4-,12-,3)د». 


انا نوجد أولاا 0 > *]|»|]| بتربيع مركبات لا ثم جمعها: 162169 + 44ا + 9 د تزى-) + 12(7-) + 32- *إ[سل] ٠.‏ 
إذن 18513/ > إإما|. 


63-1 أوجد 91( إذا(5- ,3,8-,5)2. 


قا ريّع كل مركبة ل ؟ ثم إجمع لتحصل على سس ةملز : 102 - 25 + جو + وجه ع تك + ته+ ت”زق-) + *2- “لزه . 
إذنء 157/ > |إهزا . 


موقع الفريد في الفيزياء 


621 


53.1 


641 


651 


621 


6821 


291 


الفصل 1 © 17 
أوجد ||| إذا (5- ,2,4-,3,1-) مس 
8 55 25 + 16 + 4 + + وح 7(ى) + *4 + 2(2-) +:1 + *(3) - ||| ؟ وبالتالي 5ك - إزس|| 
حذد # بحيث أن 7/39 - إ[»| حيث (2,5-,1,4) دم . 
8 30 + تيز 52 +22 + تز+ :1 > ةد . الآن, حل 30-39+ 82 لتحصل على 35-,3- 6. 
اعلا تمريقا المثاجة الوعدة 
8 يكون متجه لا متجه وحدة إذا [ خ نما أوء بشكل مكافىء, إذا 1[ > لا.نا. 


ليكن ” متجها غير صفري. أثبت أن 


متجه وحدة له نفس إتجاه ؟. [أن أسلوب إيجاد 26 يسمى مناظمة 0]. 


ا المتجه © متجه وحدة؛ لآن 


- 1 


00 امم 


كما أن 7 له نفس إتجاه » لأنه مضاعف سلمي موجب ل7. 
ناظم (4-,3-,12) ع بن 


أولاًء نوجد ‏ 169 - 16 + 9+ 144 2 تفع + 3(2) + 122 د ورد غلبيل , تسم نقسم كل مركبسة ل 7 علسى 
3 - 17/189 > |إه11 للحصول على 


ناظم (3,8-,2-,4) ابر 
لها أولاً, نوجد 3- 64 + 9 + 4 + 16 > 2ق + 3(2-) + 2(2-) + 42 > بون ع 2« . نقسم كل مسركبة ل ”ا على 
53 - ]10 للحصول على 


050 
0 5/93 ” 1/93١ 0/935 3 


عم (1.4-1)-. 


الاحظ أن “ وأي مضاعف موجب ل ١‏ لهما نفس الشكل المناظم [أنظر المسألة 72.1]. وبالتالي» نضرب ١‏ في 12 أولاً 
للتخلص من الكسور: (3-,6,8) - 120 إذن, 109 9 + 64 + 36> 112012 . نتيجة لذلك؛ يكون متجه الوحدة المطلوب 


تاكن 0 مد رج 
57109710909 


2ه - 8-120 


بين أن 20 إإسلاء 'ى 0- إإ#ا|ا إذا وفقط إذا 20 د 


18 ينتج ذلك مباشرة من المسالة 55.1. 


أثبت متباينة كوشي - شفارتن: 1 لنالا> [».ن| » من أجل « و7 إختياريين في *8. 


موقع الفريد في الفيزياء 


18 


711 


221 


731 


1 المتجهات في ”8 و 05 
08 سنبرهن القضية الاقوى التألية: إإه|| |[:!| > إردرهد| /2 ع إه ٠د‏ . أولاء إذا 0 ع أى 0 له فإن المتباينة تختزل إلى 


0 > 60> 0 وتكون بالتالي صحيحة. نحتاج إذن أن ننظر فقط في الحالة 0عودن و0 *اى أي أن 0 لإنا ى 
0 !ا . إضافة إلى ذلك: ولأن 


إرسبه] (2 > إرمه (8| - إسعهن| 
نحتاج فقط أن نثبت المتباينة الثانية. 
الآن» ومن أجل أي عددين حقيقيين ‏ 2ع 2+ و2 س 2ك 2(ن-ع)> 0 أو بشكل مكافىء 


00 
توج 2ع > و2 - 
نضع الدا/|بنا -» ى 001/| "| > بز في (1) لنحصلء من أجل أي 1, على 
2 9 
أيسل, ذانها اك كله 5 
*[امزا ” “لاس لسلا اعلا 


ولكن. ومن تعريف النظيم لمتجه. ‏ #إرهه| (8 - 2ه :2 - |إءلا ى *إرس| 2 - س8 + ]إد| . لذلك, لجمع (2) من أجل [ 
واستخدام أرط أره| - إراكه|ء يكرن لدينا 


على تاس _ تساك اام ا 


22 
101 “1 ل ا ل 


أي أن 

5 سا به 

نا 
بضرب الطرفين في ||«[|||*]] ٠‏ تحصل على المتباينة المطلوبة. 
أثبت متباينة منكوفسكي/ فلة«هءلدا31: ١|‏ + ان > !+ نازاء من أجل نا و إختياريتين في 8 
8 نستخدم متبايئة كوشي ‏ شفارتز (المسالة 70.1) والخواض الأخرى للجداء الداخلي: 
ابر ع )2 + دمن ع زبرج )زج نم عد لبر + نالا 
تراس + اسل ح تادز + ادل أسل2 + خزسا » 

بأخذ الجذور التربيعية نحصل على المتبايئة المرغوبة. 
أثبت أن النظيم في "2 يحقق القوانين التالية: 
[,]: من أجل اي متجه له 0< لادلا؛ ى 0- دلا إذا وفقط إذا 20 . 
رلا من أجل أي متجه 0 وأي سلمى . لان |ءذ| > لاسا . 
[ي]]: من أجل أي متجهين نء اد لإلالا + انالا > 91+ دلا . 
هط بُرهنت []ا] فسي المسالة 69.1 ,و [,]2] في المسالة 71.1. إذنء نحتاج فقط إلى أن نبسرهن [,]2]. لنفترض أن 


(لاى.. روناي نا ند وبذلك ‏ (رتاطر... بنط نعط > ناء إذنء 


#إإساتا ع زين...+ 0 22 > نمل ...+ تزرسل) + 2 مهل د #لاسكلا 
أخذ الجذور التربيعية يعطينا [ي31آ]. 


بِيّن أن دلا - إن-|, من أجل أي متجه في *8. 
باستخدام الخاصية [,لة] في المسألة [.72, يكون لدينا انالا ع اد |1- |- لانازل-)] > لاسأ . 


موقع الفريد في الفيزياء 


القصل 1 0 49 


1 التكن (2-,1,2) عه 12,4-,3) ىاو 3- 
الملا فى فبلا+ لعا > لإسع سل 


() اوجد #«ارلاعة, ى النطة. (ب) تحقق أن |غا| > لانهاا 


8 () ددوبد جد زم ٠‏ قرع وها/ - م 3ه هيد زد ١‏ زم رود وعديو , 
81-9/ - 36+36 جه - إزممالا . 
(ب) بماأن 3-إ3--| - اا يكون لدينا لاعلا > و 33- قدا |!. ايضاً (10,2-,4) دس إذن 


لأداا+ لأسا - 13+ 3ع 6 ع 120 - 4+ 100 + 16 - إإن + مز 


1 المسافة, الزواياء المساقط 


1 0 ليكن ناى 7 أي متجهين في "28. المسافة بين نا و 7, ويرمز لها ب (4)0,7, تعرّف بأنها 
نال د اكاك 
بين أن هذا التعريف يقابل المفهوم المعتاد للمسافة الاقليدية في 52 
ا ليكن (ية) 0 وى «(8,) - 0" فى #22. كما يوضح الشكل 6.1. فإن المسافة بين النقطتين (9,6)” و (0)6,0 تكون 
“(4 - 5) + 7( -1/)6 >-4. من جهة أخرى؛ وبواسطة التعريف أعلاه. لدينا 
“زه سم + تن د م)/حد إإجه ف - ملا إإس-م| - (سمم)ك 


وكلاهما يعطي نفس القيمة. 


(ذ بهم 


| 
ا 
1 
ل 
1 
ا 1 
١‏ / 0 
6 1 شكل 6-1 


أمبء - وإسم| ا 


1 أوجسسد (7,ل)ل. حيث () (17) لا (5-,6) ع 0 (ب) زشركت,3) عع (لست,6) ع3 (ج) (ارقرقت,ا) عر 
(0كت,ل,ة) عر 
8 في كل حالة استخدم الصيغة 
“لمن يسع ++ زوه > ول > إإه - بل - زه مناه 
 0(‏ 1/169-13- 1/257+144- *(5 + 7) + *(6 -1/)1- زد بساك 
(ب) ‏ 0/83 25 +49+ 21/9 :(1 + 4) + 2(2 - ك-) + زم - 3)/ا- زه بماك 
(ع) ‏ 95/د (0 - 1) + 7 (5 + 4) + *(1- 2-) + :(3 -1/)1 - زه ,عاك 
1 أوجد ‏ بحيث أن 6 > (0)0,0, إذا (4-,[,,2) يد ىو (3-,1,6-,6 دان 
8 + 1 + تزع تروجىك) + 6(2- 1ع + ترز + عل + 2-3(2) د لاسن > “((,ن0). الآن, نحل 28-62+ مدق 
لتحصل على 4-,2 ع ع 


1 استخدم المسألة [.72 لإثبات أن دالة المسافة (0,نا)0 تحقق: 
11 6<(م)ل. وى 0 (00) إذا وفقط إذا وحن 


موقع الفريد في الفيزياء 


0 1 المتجهات في "8 و 5© 


7521 


50.1 


81.1 


لم34 (نار)ق ع (لارنا)0. 
3071 ,جف + («ردهك > (,3)0 (متباينة المثلث). 
8 [,86] تنتج مباشرة من [,20]. من [رل9]: نجد أن 
(ه0)ق د لأمدرل ع لإسبل | اد| ك إزبدن(1-)] ع لامدسلاع يؤل 
وهي [,84]. من [,20]: نجد أن 
(رهل + (سردمل ع لأسو + لاسو > لخديو + رسيم د اسم د (ورن)ل 
وهي [,31]. 


ليكن ذا و متجهين في *88. تعرّف الزاوية 0 . بين لا و ١‏ بواسطة 
0ه 
حر 2 8 ووه 
ا 


(1) بيّن أن 6 عدد حقيقي وحيد في [0,7]. (ب) بِيّن أن هذا التعريف يقابل ذلك التعريف المستخدم في الفيزياء. 
88 () لديناء من متباينة كوشي ‏ شفارتن أن |[ه|| ||»|| > إه .»| . إذن» 1>0096>1- ٠‏ وهي تعرّف بشكل وحيذ 
ازاوية حقيقية 67> 0. (ب) تعرّف الفيزياء الجداء النقطي بأنه 58م |؟|إس| »٠ط‏ ؛ بالقسمة على |"||ن| 
نحصل على القاعدة أعلاه في 6096. 
أوجد 6056 حيث 0 الزاوية بين (2,3-,1) > 4ن ى (تسركك,3) > 1 
8 نوجد اولا 

8--00-21+ قوع ون 14 - و+ 4 + 1د ةنا 3 - و + 25 + ود رز 


إذن: باستخدام الصيفة في المسألة 79.1, 


أوجد 0056: حيث © الزاوية بين (3,1,5-,4) دنا او (1,4-,2,6) در 
ا 9» 8-18-1420 2 بدن 51ع 1+25+و+6] - يا 7 - 16 + ا+6ق4+3 د 2ن 
إذن 
00 
2/5157 
ليكن نا ىو##0؟ متجهين في *8. إن المسقط [المتجهي] ل ذا على ٠‏ هو المتجه 
0 0 - زه به) زم 0 
بين أن هذا التعريف يتوافق مع مفهوم المسقط المتجهي في الفيزياء. 
ا في الصورة الفيزيائية. شكل 7-1 يكون المسقط [العمودي] ل : على ١‏ هو المتجه * نا الذي مقداره 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 1 0 21 


والذي يقابل (1) أعلاه. 


1 أوجد مسقط (0,د)ز0:م حيث (2,3-,1)- نا و 2,542) << 
1# نوجد أولاً 2-10+12-4 - بن و 45 - 16 + 25 + 4 ع 1012 . إذن. بواسطة (1) للمسآلة 82.1, يكون لدينا 


14 4 8غ _ 1١‏ 20 8غ قنك 5 
ا )كمي ور - زه بهة) زمكم 


1 أوجد مسقط (9,نا)زه50م حيث (3,1,5-,4) > ناو (4,1-,3,6) در 
9 نوجد أولاً 5ت ب 5+ 4- 12-18 - دنا اى 621 - 6+1ا+36 لو 2د إذن, 


كد 4 كل كلت)_ لكت 22 فتن كلت) دن و عي 5 اذى لا ا 
لي) - (ج .يليد تليت) دده ا ا ل نا 


[لاحظ أنه عندما 0 > 0.7 يكون المسقط في الاتجاه المعاكس ل 7]. 


1 التعامد 
851 ليكن نا و /ا متجهين في ١‏ نقول؛ عندئذ, أن نا متعامد/ 0218080081 مع 7 (أوى عمودي/ هأنء001مممهم عليه) إذا 0 > لاا 
بين أن هذا التعريف يتوافق مع تعامد المتجهات (الاسهم) في الفيزياء. 
ل يكون سهمان متعامدين إذا وفقط إذا كانت الزاوية بينهما *8-90. ولكنء عندئذ وفقط عندئذ؛ يكون 0 2 ".نار وذلك 
من المسالة 45,1. 
1 لتكن المتجهات (5,4,1) » ناء (4,1-,3) < ٠‏ و (2,3-,1) - . أي هذه المتجهات؛ إن وجدت, متعامدة؟ 
18 أوجد الجداء النقطي لكل زوج من هذه المتجهات: 
1-0 +15-16 ع رن 3+8+3-4 ع بور 58+30 عد بان 
وبالتالي» يكون المتجهان ناى ؛ متعامدين. وكذلك المتجهان نا و , ولكن ١‏ و ٠‏ ليسا متعامدين. 
1 حدد ع لكي يكون المتجهان (3-,,1) > نا او (5,4-,2) > ٠١‏ متعامدين. 
8 حل 12-0-ماك-2 - زفيرق-) + (5-)00 + (1()2) > .نا من أجل 8! تحصل على 2- 2 يل 
5.1 حدد 12 لكي يكون المتجهان (4,1,5-,2,31) - نا و (1,3,7,21-,6) > 17 متعامدين. 
8 بحل 7-0 + 76 > 1026 + 7+ 12 - 316 - 12 - 210)ز5) + (1()7) + (ق)(ف-) + (ز-)واق) + 2(6) > انا تحصيل 
على 1د دير 
1 0 بين أن المتجه الصفري 0 متعامد مع كل متجه في *8. 
بما أن 60-8 0ع زنده)0 د بدزن0) د نرق 


موقع الفريد في الفيزياء 


2 28 المتجهات في 859 و 65 


520, 


00 


1ؤ*52 


53,1 


24.1 


55.1 


نكن 


بيّن أن المتجه الصفري هو المتجه الوحيد المتعامد مع كل متجه في *8. 
8 لنفترض أن ا متعامد مع كل متجه في *2. إذن, لا متعامد مع نفسه؛ أي أن 0 > ن.نا. نجدء من المسآلة 55.1, أن 
0ع با 

بين أن تعامد المتجهات علاقة متناظرة ولكنها ليست متعدية. 

من المسألة 54.1, د > لا.نا. وبذلك, يكون نا متعامداً مع * إذا وفقط إذا 0 «.8, إذا وفقط إذا 0ع ه.م, إذة 
وفقط إذا كان ؟ متعامداً مع ناء وبالتالى, تكون العلاقة متناظرة. من جهة آخرىء أنظر في متجهات المسألة 86.1. هناء /ا متعامد 
مع لاءى فا متعامد مع #, ولكن * ليس متعامداً مع 8؛ فالعلاقة ليس إذن متعدية. 


إذا كان با * متعامدين مع « بين أن * + لا متعامد مع . 

00+ 0ع سبرج سرباك سرج ب) 

إذا كان نا متعامداً مع , بين أن كل مضاعف سلمي )ا متعامد مع «. 

10 0ع (0 لك (سنما د بزنم) 

لتكن ناء ولاء ولا متجهات غير صفرية ومتعامدة ثناثياء ولنفترض أن ا تركيبة خطية ولاك + رثالا + ناكد ع بو أثبت أن 


000 5 
و كدي 8 
م بكي 0 


لا خذ الجداء النقطي ل "ا ى إلاء تتحصل على 
(يعا *مل)2 + زرلا * يقاأبر + (يها * رغة )بد حت يعد + (وفاة + يلال + ماتت) حت يها “ث3 
“لاض إأعد »جيه ٠‏ رمم > (2)0 + (0)ير + زرف * يماج ع 

إمنها 2 نا/ز.ن.») ع ». بالمثل خذ الجداء النقطي ل ا و ينا لتحصل على *اارناةا/(ينا.0) > لا وخذ الجداء النقطي ل 8 
0 لامر النقلي 3 الل النقطي 
ى ولا فتحصل على *|أرلالا/ارنا./9) > 2. 
بين أن (2,3-,1) > بل (1,2,1) يس (8.2,4-) 
قا نحسب الجداء النقطي لكل زوج من المتجهات: 

0 4+3- 1ع رسيس 4+12-0- 8- ع يايند 0س 4 +4 + 2-8 رايم 
وبذلك, تكون المتجهات متعامدة ثنائيا. 


متعامدة كل منها مع الآخر. 


اكتب  )13,-4,7(‏ 8 كتسركيبسة خطية للمتجهات ناه رناء ونا في المسالسة 95.1؛ أي أوجد < باء 2 بحيث أن 
ولق + رتالا 4 لاطا عه بلا 


لكا طريقة 1: إضرب في السلميات ». له 2 ثم أجمع: 
82 - برجي 8- 1 1 13 
22 + بو2 عه يروت 2 زد ) 
42 + برج ع3 4 1 3 7 


ثم سا المركبات المتقابلة كل منها للآخر لنحصل على المنظومة: 

7 + ربدعوة 4- ج22 + 2 + :2 عم 3ج - ل + وير 
حل المنظومة لتحصل على 3< 2< ل. 1- د 
طريقة 2: بما أن بلاء وناء ونا متعامدة كل منها للآخر, نستخدم صيغ المسالة 41 


3 42/14 - عر ١‏ جوع 4+9 + ]ع ]رن 21-420 +8+ 13ح ندع 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 1 2 23 


2ع 12/6 - و 1-6 + 4 + 1- ةلارد 8+7-120- 213 ردب 
1 - ع 8484 - 2 جوع وز + 4 + 64 - تايس 4- > 28 + هس 104 سات ينانب 
(الطريقة 2 التي تستخدم التعامد, أبسط كثيراً من الطريقة (]. 


1 فوق المستويات والمستقيمات في 25 
يميز هذا القسم بين النونية (,206 >5 (,0,. .. ريه ,,6)م منظوراً إليها كنقطة في "8. والنونية [ي6,..يرء.رع] > ٠»‏ منظوراً إليها 
على أنها متجه (سهم) من نقطة الأاصل 0 إلى النقطة ‏ (يعريعر)©. 

1 لتككن (9)/ و (0)0 نقطتين في "8. تُعَرّف القطعة المستقيمة الموجهة من ١‏ إلى ©, والتسي كدب ؛ يانها المتمة 


لية- 8 - وطءرة - ,8] > ».بين هندسياً أن 750 ا 7 لهما نفس المقدار والاتجاه. 


9 


4غ شنظن في النقطتين (ره.,2)2 ى لوطررط) © في مستوى بنقطة أصل 0, كما هي موضح في شكل .8-١‏ لتكن 5 النقطة بحيث 
أن 0805 يشكل متوازي اضلاع. لتكن ناء ٠‏ و7 المتجهات من 0 إلى النقط « و © ى 5 على الترتيب. باستخدام قانون 
متوازي الاضلاع لجمع المتجهات, يكون لدينا '* > 7 + ناء أى 
ليه - يطررة > رط] > ليقرية] - (رطررة] دن - برع و 
ولكن؛ وبما ان 0505 متوازي أضلاع, فإن المتجه ؛ الذي حصلنا عليه يتطابق مع 70 مقداراً واتجاهاً. 
1 أوجد المتجه ١‏ المتطابق مع 270 من أجل النقطتين (5)2,5 و (3,4-)0. 
8 ([سرك-ع س (3-2,4-5ك] سان 
1 أوجد المتجه ؛ المتطابق مع ©7250 من أجل النقطتين (2,4-,7)1 و (3-,0)6,0. 
8 [7-,5,2] ع زج ق- ,2 + 6-1,9)] دار 
1 لتكن النقطتان (2-,5)3,8 و (0)5,3,4 في *8. أوجد ! بحيث يكون 70 متعامداً مع المتجه [3,2-,4] - نا 
8 نوجد أولاً [6,6 -2,3]-[6,4+2 -3,3- 5] - 59 دن ؛ ثم ن 2 
1+ 31 - 12 + ع3 + 9- 8 > (2()6) + (1- 3(03) - (4()2) ع +.نا. أخيراً نضع 0- 0.نا ونحلٌ من أجل ط, لنحصل 
على 118- 2غ 


1 يعرّف فوق مستي 11 في "2 بأنه مجموعة النقط (,5.....ر.,© التي تحقق معادلة خطية: 


> والميةط .. + يالية + ركرة الل 


موقع الفريد في الفيزياء 


4 © المتجهات في "8 و 65 


102.1 


103.1 


1041 


105.1 


106.1 


1071 


حيت يُسَمّى 40 [ره , . . . ,رمع به ناظما على 55. بزر هذا الاصطلاح بأن تبين أن كل قطعه مستقيمة موجهة 20, حيت 


8,011 متعامدة مع )0. 

8# ليكسن 4-87 48-800 وبالتالي ,70 -ه-وردن. من (0) عع 0ه وؤدس». إذن, 
ديرنو مره عرد وو دونه 

إرجسع إلسى المسالة 101.1. أثبت أن المسافة من نقطة الأصل 0 إلى فوق - المستوى (1) معطساة بسواسطة 
2+ ته +7 // اها . 

0# ليكن [,د, .. . ,ري ,رنا] - 66 - 4ه متجها من 0 إلى النقطة ري*.....ر*,,*)م على المستوى؛ نريد أن نجعل لاءنا أصغريا 
[وهو نفس الشيء كجعل إإنال| أصخريا] فوق 2016-5 :]5 . نستخدم المسألة 94.1 فنمثل لا بواسطة تركيبة خطية للمتجهين 
ه ىل حيث 7 متعامدة مع © (ويمكن لذلك اعتباره كسهم واقع في فوق ‏ المستوى): 


11 لكا 
1 تم تس “ »زا 


55 


حيث 0-*ن٠»‏ . إذن, وباستخدام المسألة 57.1 
2 اما 6 لذن 
5 اقل اعقو ميقت نودو نوع ووه مكيو وه 
"+ 0 وده ور و كلو خدج مده ووم سلادن 
من الواضح أن القيمة الصغرى تحدث من أجل 0>-*ن , وتكون المسافة المرغوبة: 
فلي - الل عفان 
م +...+1/02 لا 
أوجد معادلة المستوى 14 في 787 الذي يمر ب (7,1-,8)2 وعمودي على [11-,3,1]+ »© 
0 إن معادلة 14 تكون في الشكل 16 0-112 + *3, حيث أن » عمودي على 88. نعوض ب (7,1-,7)2 في هذه 
المعادلة لنحصل على 
> (11()1) - (7-)(1) + (3()2) أى 2-2غم 
وبذلك تكون معادلة 81 في الشكل 12 - - 112 - بر + «3. 
أوجد معادلة لفوق . المستوى 11 في *3 الذي يمر عبر (4-,2,1-,8)3 ويكون عمودياً على [2- ,6- ,2,5] < » . 
18 إن معادلة ل !1 تكون في الشكل - 28 - 62 - لز5 + 26. عوض ب 8 في هذه المعادلة, فتحصل على 2 - > غ, 
أوجد معادلةٌ للمستوى 11 في *8 الذي يحتوي (5,2-,8)1 ويكون موازياً للمستوى '81 المحدد بواسطة 5ع بيغ + 3-5 
8 يكون 11 و '11 متوازيين إذا وفقط إذا كان ناظماهما متوازيين أ لا- متوازيين (متضادي الاتجاه). وبالتالي, تكون معادلة 
ل ]1 في الشكل ع > 48+ (7- 38. نعوض ب (5,2-,801 في هذه المعادلة فنمصل على 46 - كل 
أوجد معادلة فوق بالمستوى :11 في "2 الذي يقطع المحور -< في 0 * ب (الس.12 > 4. 
28 بما أن 11 لا يمر عبر نقطة الاصلء فإن معادلة ل 14 تكون في الشكل 
ا 


من أجل «....,1,2 >1 نعوض ب (85)0,...8,...0 في المعادلة لنحصل على 1/8 > . وبالتالي, تكون المعادلة 


1 يقي جح + ةليه + يقل 

أوجد الناظم (العمود) على المستوى 15 في 87 الذي يقطع محاور الإحداثيات عند 2-3 + - ل« 6د 

8 من المسالة 106.1, تكون معادلة 14 في الشكل 1 -6/ + 4إ/-3/», أو 28-12 +نزة - »4. بالتالي» يكون 
[3:2-,4] > »> ناظما ل 11. [لاحظ أن أي مضاعف سلّمي لناظم يكون ناظماً آيضاً]. 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 1 60 25 


.)1 وفي اتجاه المتجه غير الصفري ‏ [لا.....رلا.ك] - 0 يتكون من النقط 


108.1 إن المستقيم .]ا في "2 ألمار بالنقطة ‏ (ي3, 
لل*....ري».,»10 التي تحقق 


عم + م د ير أى نلك 


حيث الوسيط : يأخذ كل الأعداد العقدية. [أنظر شكل 9-1]. أوجد تمثيلا وسيطياً (1) للمستقيم في *8 الذي يمر 
ب (2,3,1-,8)4 في الاتجاه [7,11-,2,5] > ناء 
+4 عبر 
54 +2- - بر أي (5,3-71+11+ 2-2 +4) 
223-77 
1+17-سس 


1 أوجد التمثيل الوسيطي للمستقيم في 22 المار بالنقطة (8)2,5 وفي الاتجاه [3,4-] > ن. 
18 استخدم (1) في المسألة 108.1 لتحصل على 2-31 »م )4 + 25 بر 


1 أوجد تمثيلاً وسيطياً للمستقيم في ”8 الذي يمر عبر النقطتين (3-,5)5,4 وى (3,2-,1)©. 


8 نحسب أولاً [7,5- ,4-] - [(3س) 2 ,4 - 3- ,5 - 1] - 4-50 ؛ ثم نستخدم (1) في المسالة [,5-4]:108 2 ير 
اسه د بن يوق 


04 

1 اعط معادلات غير وسيطية للمستقيمات في (1) المسالة 109.1 (ب) المسالة 110.1. 
08 نحل كل معادلة إحداثية من أجل : ثم نساوي بين النتائج: 
0 كج قحة الى ووجيرة- ههه أي 23حبرقجعه 
) 


أى زوج المعادلتين الخطيتين 219 نإ4 - »7 ى '13 ع بف + »52. 


1 أوجد المعادلة الوسيطية للمستقيم في *# العمودي على المستوى 4- 72+ 38 - 2 ويقطع هذا المستوى في النقطة 
(1,ك,5)6 . 
88 بما أن المستقيم عمودي على المستوى» فلا بد أن يكون في اتجاه المتجه الناظم. [3,7-,2] > » . إذنء 76+ 1 + 
+5-3 ع برل 66+20 د« 


:موفع الفريد في الفيزياء 


6 © المتجهات في ”87 و 605 


1 الأعداد العقدية 


113.1 


1101 


115.1 


116.1 


110.1 


111 


115.1 


120.1 


121.1 


في مجموعة المسائل التالية ترمز © إلى مجموعة الأعداد العقدية؛ 2 ى ‏ يرمزان لعددين عقديين (عنصرين في ©)؛ 4 
(١ ,*‏ أعداد حقيقية (عناصر في 2)؛ و 1-/2-1 (بمعنى أن 1- - 62 

إذا 2+31-ج او كعمس أرجد () دجت (ب)«-2 (ج) بم 

8 استخدام قواعد الجبر العادية بالإضافة إلى 1--12 للحصول على نتيجة في الشكل النمطي 1ط ++ 
() 21 + 6 - زو + 4 + ز3- 2 د سر+ م (ب) 3451 -2+31-5+20 - (5-23)-(2+3) - ود بز 

(ج) 23-21 - 1512-ز8-121+10 ع (ز2-3()4+5) - عم 


بسّط () 38131 (ب) “كلك 


ا« (10ع-"ز 0( -) ع رنةزك تن 1ع رإرديرفكت) د رتورتن د خلز 
(ب) >1١‏ (1(0) > (0(ثن د كل 1د ص شزه تن( د تورثو ع كل سدتز 


بسَط () 3002-71 + 5), (ب) 4-31(2), (ج) 207 + 1) 
© () 7-241 :زو + زوج - 16 - 4-3(2)؛ (ب) 31-291 > 2112- زكة-ز6 +10 > (2-11)(زة+5)؟ 
(ع) 11-21- ك ز12-8- زم + 1 د 3ز8 +22 جزمب - 3( + 0 


ا 0 


"تل (ب) ا ستز» *317 (ج) لس ثزك *12 إن زه أزه ”اث 


بسَط: () ”3 (ب 


ل إل د تزع تزلل د تزتكن د 3+قه 


ليكن أط+2-8. إذن, 2-862 وى 1ع 6 يسميان على الترتيب الجزئين الحقيقي والتخيلي ل 2. يعرّف المرافق 
العقدي ل 2 ويرمز له بواسطة 


سلطا - معهس زط - معت ١‏ أل ع سل ع 2 مآ عد ت ع8 
أوجد المرافقات العقدية ل (1) 6+4, (ب) [7-5, (ج) 4+4, (د) 3-1-. 
هل () ن6-4؛ (ب) 27+51 (ج) ن-4 (ن) وسوس 
أثبت أن 2 عدد حقيقي إذا وفقط إذا 2-2 


8 ( دم بعد ها يتلاشى إذا فقط إذا 2-2 . 


أثبث أن 22 عدد حقيقي غير سالب. 

هط معتزع صل) + *( عه) ك 2 صا  -‏ ع8)(ه سل +ع ع8) - 22 

تعرّف القيمة المطلقة لعدد عقدي 2 بواسطة 7/22 - || . إحسب قيمة [2|عندما(1) 3+41 > , (ب) 5-21 > 2ه (ج) 741- دام 
إن تقس مدع 

هه 0 1191 

() 5 
(ب) 35لا 0 ,29 ع 2(2-) + 52 د 22 , 
(ج) 5/2 - ةقلاع زم ,50» 17+ :(7-) دهم 
0 7د م ,17ع ت(4-) + (1س) د 2ج . 


١ 22-32 + 42 د‎ 


أثبت أن إعا- ]ةا ٠‏ 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 1 8 27 


© ينضح من المسلة 117.1 أن 2ع 2 . إذن, 


|| - 1/5 1/5 - 


122.4 عيّر في الشكل 1ط+ة عن: 


2-7 
ويم 


8 التبسيط كسر 2/8 لعددين عقديبن, نضرب البسط والمقام معاً في 18 . وهى مرافق المقام. 
0 4 ة-نفية. 2249 _ 1 
27 25 25 (ل6+4)(ره- 6 7 ,3-4 


4 _ 114 نتفجلتتر (ة- 2005 جع :2-3 


34-347 34 (/05+3:(1-3 7 5+3/7 
إحسب 
تققد لحب ا(ولج) مر 
كي 5 _ نتتدكدر ‏ «12+كت) نة لي 
7 16 7 169 1 (5+12-(5-12-) 5-1240 2-317 
ذلك 
0 5 )م 
12-37" 


1 صف التمثيل الهندسي لمنظومة الأعداد العقدبة ©. [يسمى مثل هذا التمثيل المستوى العقدي]. 
9 يطابق كل عدد عقدي ذم + 2-82 على النقطة (2)3,6 في المستوى الديكارتي. وبالعكس. [أنظر شكل .]10-١‏ المهور 
-* [المحور الأفقي] يسمى المحور الحقيقي. لأن نقطه تقابل الأعداد العقدية 8 - 01 + 8 2 وهي أعداد حقيقية؛ أما محور 
-/ا (المحور الراسي) فيسمى المحور التخيلي لأن نقطهٌ تقابل تلك الأعداد العقدية 1< أن + 0 > 2, والتي هي تخيلية بحتة. 
ايضاً, 522 + 2ه) > 12|1. يساوي المسافة من نقطة الأصل إلى النقطة (طرة)5 - 2 


نا 


ذه جم > (ط رمام كوه ماع شاط بو راد ده 


شكل 10-1 


1:1 صف العلاقة الهندسية بين النقطتين * و 2 للمستوى العقدي. 
هما صورتا مرآة كل منهما للآخرى. 
1 أعد المسالة 125.1 من أجل النقطتين 2 ى 2 . 


8 إذا غم +مدج.: فإن ‏ +م - :زم -غز - (زط - م)ز ح 2م ٠.‏ وبذلك, فإن النقطتين الممثلتين, (طبه)ظ و (0),2). هما 
صورتا مرآة في المستقيم 2 1 - 882 الذي زاويه ميله 45. 


موقع الفريد في الفيزياء 


8 83 المتجهات في "8 و58© 
1 لنفترض أن 2*0. بين أن 2-273 إذا وفقط إذا كانت 2 تقع على دائرة الوحدة في المستوى العقدي ©. 


© 2-2-0 إذاوفقط 22-1 إذا وفقط إذ1 1 - |2|ء وهذا يعطي النتيجة المعطاة. 
في المسائل 130.1-128.1, 1+ 2-8 اى لل جع د هن 


128.1 أثبت أن جر 2 270 . 
0 ن(ك + 5) - ن +م) - أ(ك + 5) +0 +ع )- (زق +ع ) + (إط + م) - و + 2 
+ 2 > (زل -ع) + (زط - ع) ع إل سؤخ سم + ع - 


291 اثبت أن 218 235 . 


ل 50 + 04) + (54 -0) - (47 +0 )((5 + 6) < 35 
قاع - زنك -ع)(نة -») - نط + هه) - (هة -عه) - 
اثبت ان م -# . 
0 ج عاط جم د ا(ة-) - ع د زج -ع د إ +6 د 2 
بين أن |*| > || . 
« “دادع دم - 2# - :|2] ؛ وبالتالي» || > |2| ٠‏ 
061 اثبت أن |«<ا |#ا > |8دا. 
08 من المسالة 129.1, نجد أن 
*إس] تإع| دره مم( م) د ره ق)زمم) د وج)(مد) - *زهدا 
خذ الآن الجذور التربيعية لطرفي المعادلة. 
1 اثبت أن 0ه 20 إذا وفقط إذ!ا #0 أى 0- 8. [يعني هذا أنه ليس ل © قواسم للصفر]. 
8 استخدم المسالة 132.1 [وحقيقة أن 0 > مه إذا وفقط إذا 0ه و 0 > 5 في 8]: 
0 - »2# إذا وفقط إذا 0 |“«2] إذا وفقط إذا 0-|2| أو 0 || إذا وفقط إذا 2-0 أي 0 خط 
1 اثبت أنه من أجل أي عددين عقديين || + |2| > ١|‏ + 2| ,2,860 


ل ن +ع ع2 'ى ذلك +ع «, حيث 2# ل,ع,ط,. أنظر في المتجهين (0,ه)- نا و(8ن) > في *8. 
. في في 


لاحظ أن 


م 0 
00 اسع مز - إإك + فى + »)|| - “ل + م) + تل جم )/1- إن(ك + 5) +ن + م)| - إم + مز 
نستخدم متباينة منكوفسكي (المسالة 71.1) |إس|| + !»|| > إإد + ||[ وبالتالي؛ يكون لدينا 
إس + امزح إإسلا+ لسك زأس+س ]| - اس + عا 
1 المتجهات 08 
في المسائل 138.1-115.1, 692+ 1,زه ,3-23) عن فى (2-33,5 ,1+ 5) ع ا في ا 
31 أوجد 7لا 


8 اجمع المركبات المتقابلة: (8-1,2+1,6+61) - باج نا. 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 1 83 29 


1 أوجد نانك 

8 نضرب كل مركبة ل لا في العدد السلمي 43 (24+41-,16-,121 + 8) > يأ4. 
1 أوجد 19+ 1) 

18 إضرب كل مركبة ل ” في العدد السلمي 1+ 1: 

(5+53 ,5-4 ,6+ 4)> (ز5 +5 ,3ز3--2 ,نج زوم 5) د وزز+ 1) 

1 أرجد +(3+4) + 1-2(0). 

88 ننجز أولاً عمليات الضرب السلمية ثم الجمع المتجهي: 

(33,28+91--13,17) > (ز71,15+5- فرز8 +14) + (ز4+ 13 ,زهج 8,8 - لك) د بزنب 3 + ب( 1) 
المسائل 142.1-139.1 ترجعان إلى المتجهين (7-21,2+51) > 4ه ى (3-6-,1+|) - 0 في 62 


1 أوجد 0+ نا. 
1-8 سرك 8)ع(61- 3-أك+ 2 ,اج 2+1 7) د بجر 
1, أوجد 210 
(ز10+4-ئ141 +4 ع (2ز10ج زه 3ز4- زه14) د و2 


1 أوجد «(ز-6). 


(15 21-15 +4) ع (تأم+ ات بيع -و9-,13--3+31) د و(-3), 


1 أوجد 0(-2)+بزن+1). 
(زقج+كلك,ز12+6) ع ززة-2 1س رن 3)+ مقت ,زك و د رفك 2) + زنب [). 


1 الجداء النقطي (الداخلي) في "© 


1 لنفترض أن ررقن 2) - وى (را..سمللا,9) ع 7 متجهان في *©. يعزف الجداء النقطي أو الداخلي ال ناي 7 بأنه 


بِيّن أن هذا التعريف يختزل إلى ذلك التعريف في "8 عندما تكون كل المركبات حقيقية. 
18 من المسألة 118.1 تكون ي" حقيقية إذا وفقط إذا ."> .85 . وبالتالي, وعندما تكون كل الي2 و ,8 حقيقية, يكون 
الدينا 


وميه 2 دونه 
م 
وهو نفس العدد الحقيقي المعطى في المسالة 45.1 
144.1 ليكن (.5,....رة,,2) > لا متجهان في "©. يعرّف نظيم أو طول نا بواسطة 


قر +00 + وقوة + رقرة نك ميدع إإعداا 
اثبت أن 1لا عدد حقيقي غير سالب. 
018 من المسالة 119.1. يكون كل ,2 حقيقيا وغير سائب. وبالتالي يكون المجموع حقيقياً وغير سالب. وكذلك الجذر 
التربيعي يكون حقيقياً وغير سالب. 


موقع الفريد في الفيزياء 


0 © المتجهات في "8 و "© 


1451 


146,1 


11آ1 


148,1 


145.1 


1501 


1511 


152.1 


أوجد ا.تاى ناءلاء حيث ‏ (1-23,3+1) ح بد إلى (4+21.5-61) - 7 متجهي في *0. 
8 تذكر أن مرافقات مركبات المتجه الثاني تظهر في الجداء النقطي. 


(2)5-7( + ةج + ((ة +4)(نة -1) اهمه 

13 + و + 10- - (زم + 5)(ز + 3) + (21 --21()4 -1) - 
تمزه - 5) + (27 - آ)(21 +4) داس 

13 -9- 231 - 9+ 101 > (ز - 62()3 - 5) + (2 + 21()1 +4) - 


لاحظ أن 0٠14-7325‏ وهذا صحيح بوجه عام, كما تبينه المسألة 152.1. 
أرجد علد ى ماءن , إذا كان (61 +2],4,1- 3) د ا (5+1.2-31,7+21) هن متجهين في 07. 


(:62()7+2 + 1) + (ز3 -4()2) + (21()5+1 - 3) دن هم 
35 +20 > (/2 - 61()7 + 1) + (31 + 41()2) + (ذ - 22()5 -3) - 


(67+آ2()1 + 7) + (3()31 -2) + (3-31)( + 5) عم ١م‏ 
و - زؤ3 - 20 - (ز6 -21()1 + 7) + (ز4-)(ف3 - 2) + (21 + 1()3 + 5) - 


أوجد ||»!| من أجل (21,1-31- 4,5 +3) -» في 67 
وود رتزفك) + ]+ [تز) + تزق)] +[تزه) + #(3)]ك وقره وقوه ا رقرة عه *[لمد|| ؛ وبذلك 8- لم . 


اوجد (|»|| من أجل (زْ5 -20,1 + 21,3 ,1 -4) -» في *©. 


سا 60- [”(ك-) + ت1] + نم + 3] + ثم + [ترل-) + *4] د ”إزمز لي 20/15 -606/ة- |إمز| . 


من أجل (/5 +21,2 - 7) عي وى ([6 - 3- ,1 +1)ع م في 2©), أوجد () مع بلاسلا (ج) إاسلاء 


* 00 ( > تح)رزو + ح) + (1+])(ة- ) عدن 

121 -31- سزق - 36 - ز9 - 5 - (ز6 + 3-)(51 + 2) + (1 -21()1 - 7) - 
5 د 52 + 22 + 2(7-) + 1/7 - إأعنا 
( 7- 6(7-) + ترقت شد 1/13 > إزمزا 
أوجد #٠0‏ من أجل 1,2 -4,نة + 2) عع الى (21,5,4-61 -3) 0-2 في ©. 


هنا رتمحمريق + رقن -4) + (31()3-21 +2) ع معي 
16 + 8 د زع + 2ز - زو ب 20 + ز13 - (/6 + 2()4) + (1()5 -4) + (ن2 + 31()3 + 2) < 


أوجد 6٠لا‏ ي لاناا إذا كان (/1,2 -4,ز2+3)-» في 00. 


ل )0 + رتعز -م) + رزة +3)(ن3 + 2) ععم» 
4 - 4 + 17 + 13 - ((2-)(21) + (ز + 4)(؛ - 4) + (3 - 31()2 + 2) - 


وبذلك 1/33 د وي - [[ن|| . 
اثبت أن 277 - نت ٠‏ , من أجل لاء ٠‏ إختياريين في "0. 
88 طبق المسائل 130.1-128.1 على تعريف المسالة 143.1: 
7 001 


الآن» بادل بين ذا وى 7 [أى خذ مرافقي الطرفين]. 
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الفصل 1 © 31 
153.1 أثبت أن (2)008 - 8 0)200١‏ من أجل لا ى " إختياريين في “0). ى 2 عدد إختياري في 0. 


8 ابماأن 220١‏ و ميشه ررجع) ميج 
(معماع حرج ++ قلي + لظرم)ج ع ممع + + ريم + رقبرعع ع و١‏ زه) 
أى في ترميز المسألة 143.1, 
(سحساه - (يقية (3 )م د مقعم سه ١س‏ 
61 اثبت أن (2)600 > (نع) :ه. 
لقنا نجد. من المساآلتين 152.1 و 153.1 أن 
(م ١سمة‏ > (2)05537 - (ند *م)ع د ب ١‏ (مع) - (مس) *ه 
1ص ليكن (,2,ا اج ررت) تنا 2 يتؤت رأة) حون الى لابين بره) عه أثبت أن: 


معي جسن 


ليم + مع 


الأن (2 مارو يري +4 2) عدون + رن 
عوك + مح رمدت رقية يق + رقم بق - لوقي + رقية) ل يقري جيم يق عه رس رمم 


1 من أجل فاو ,لاو رلا في "© أثيت أن يد« مدع رن حم ليه + رن) لا 


2 6*0 + و0 'ها خ 14ر2 + 834 > هادي © ما ء رضخ ها ١(زين‏ + رس) عد زيب جا رن) دع 
1 النفترض أن و0 ...ونا ورلا + ...د" .»ا ينتمون إلى © وأن رلا 1# مك ,0..,ج2 20 ينتمون إلى ©. اثبت أن! 


ديد يقر ب 8 - زمه  )2‏ (سء ) 
(خطائية الجداء الداخلي). 
لقا لديناء في ”#, أن (نا- )6 م6 4١‏ ؛ في حين أنه في ”© يكون لدينا (0 6)0 - 60 40د. القانونان التوزيعيان متطابقان 
في الفضائين. ينتج عن ذلك أن صيغة الخطائية في المسألة 57.1 تتحقق في "0 إذا استبدلنا ,6 في المجموع المزدوج 
بمرافقاتها ,8 . 


1 الجداء التقاطعي (الخارجي أو المتجهي): 
يعرّف الجداء المتجهي من أجل متجهات في “2 فقط. 
1 أاحسب قيمة محددات المرتبة الثانية التالية: 
وما هال م هاي 


0 | 2) 23--15- هدع 


ه 0 7-هك» - وه ]و | () محموة- |1 3 


1 احسب سالب محددات المرتبة الثانية التالية: 1 

5- 7 4 4ت 

9 | ساق يا هائ عا ماك | 

[إرشاد: فمدءة - وذ - هم)- - | | يسمى ناتج طرح الجداء 80 للعنصرين القطريين من الجداء 56 للعنصريين غير 
القطريين ب «أخذ المحددة إرتدادياء]. 
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2 لا المتجهات في “8 و "© 


100.1 


1611 


162.1 


163,1 


164,1 


165.1 


1661 


اق 5|- 


م سيف إل وإ ف ممسم م2 7د 


3 (0 18د رمن - 4 - | 3< (ب) وو ده ك- 


ليكن (يه ريه ,ره) > ها ى (رق,ية,رش) >0 متجهين في 87. عرّف الجداء المتجهي (التقاطعي) ل نا و “. والذي يرمز له 


ب لكالا 


الجداء المتجهي (أو التقاطعي أى الخارجي) هى المتجه(رطيه.- وش 4 ,رطره - وقره ,وطوه - وطرم) ع ن > ».ويمكن التعبير 
عن مركبات #اكانا كمحددات. وذلك كما يلي. ضع المتجه (وة روط ررط) > 0 تحت المتجه (,ه ,م6 ,,6) لتكوين الصفيفة 


يه يه ره 
و5 و6 رطف 
به يه 3 2 ده يه 
إذن 3 ل ان - 'أره يط 


أيء غطّ العمود الأول في الصفيفة واحسب المحددة لتحصل على المركبة الاولى ل 'الالا؛ وغطٌ العمود الثاني واحسب المحددة 
إرتدادياً للحصول علئ المركية الثانية؛ ثم غط العمود الثالث واحسب المحددة لتحصل على المركبة الثالثة. 


5 


) ع عام 


أوجد “لالد حيث (1,2,3) > نا او 45,60 كان 

له مور ووم دراة] 2 1 بز 23 1|- ]3 2 [آأل- 
س0 (3-,3,6-) ع (12-15,12-6,5-8) ل 4 2 اعد 
أوجد انار حيث ‏ (7,3,1) حلا اق (لرارا) كان 

5 27 5 م 953 1 17 351 35 
5 لا ا ما ]ا : 21١ - | 03 1١‏ عه 


أوجد اكاناى حيث (4,12,2-) 2 نا اي  )6,-18,-3(‏ ان 

12 2-0 
18- [6 
0ه (0,0,0) - 


(36(,12-12,72-72-) -36-) 2( ]سوه 


لاحظ هنا أن 4- -ن ؛ إرجع إلى المسالة 171.1. 
في المساشل 1691-1641 تكسون (ي4 بوك6 ,,4) > + «(وظ روط ررظ) > نادي زوع ررك ,,6) >1 متجهسات في *8: ويكون 
ع 


أثبث أن: (ناكار) - د بكدي. 
0 الرطيه- يط رقروطبة- ,رط رشرفيه-رطرة) ع بركانا 
إذن ادها ع (ية رطا يقرا قوتاحية رطريشيا- يقرة)- ل فرط حرش رطريفرط- هرتريقرط- يشرط)- * (نا»9)- 
اثبث أن: ‏ (9)عا ناد زبكان)عا ك بكا(دم). 
ذيهاريفطاى هع - نط: وبائتالي» 

(اكاد)ء! - وريه بوط رقروطرة- رطيهى طية- وطرة)ز - (رطريهعا- رط هروط هل" رطيفعلى طرق رطارهع1) د بازيم 


وبالمثل» يكون لديناء (97ن)طا ع (1)؟انا. 


أثبت أن (#اكان)+ ( كانم ع (بيجس كاتا 

88 ينتج البرهان مباشرة من تعريف الجمع المتجهي وحقيقة أن مركبات جداء متجهي خطية بالنسبة لمركبات أي واحد من 
ينتج محجهي 5 

المتجهين. 
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1 أثبت أن (ناكايج) + (باكاقيم عد بم (بسج 0 
من المسالتين 164.1 و 166.1, نجد أن 
ناا بع) + زنع ن) ح (بوكان)- (باعا نع > [زبووكان)- (لاعد و1 ع [ليوج )يان ]عه يرع ربو ب 
1 أثبت أن لازنا زم ن) ع بع زباكدن). 
لك لدينا هنا يعية + رعية + رعرة > 8ل فى يقيرط + رعرط + رعره > #. ليكن ‏ (راريار 0 ع وله ر)- لزسن)؛ إذن 
ب#لوعيط + وعر) > رطلوعية + رعية) > 21لرعيط + رعرط + بعره) > رطليعية + رفية + رعرة)ك رع 
وبالمثل» 
وه(عرط + رعرط) > وطليعية + رعبة) 
نكتب ١‏ (ولاررلاء,/ا) ع بكا(9كان)؛ إذن 


يعرطية + يعيوطرة > يعوطبة - يعرطية > يء(رطية - رطرة) - رء(وطبة - رطرة) 2 رلا 


والوعرط + بعر - وطليعية + رعرة) > يد 


الوعرط + يعوط)رة > (رعية + رعية)رط) > 
وبذلك» يكون لدينا ,*» ,ل وبالمل» ‏ ي< > ولا و ,<> إلا 


أن لكالا متعأمد مع لاي 0. 
ل (بطية - وأرقاية + لوطبة - بأيقاية *« لوطية - وطيقابة ع (لالان).نا 
0 *ت رطرقية > رايةرة + وطيقرة 2 رطوقية + وطيقرة > وطيقرة -< 
إذن» 'الالا متعامد مع نا وبالمثل, لاكالا متعامد مع 9. 
170.1 بين أن 0 2ت داكالا من أجل أي متجه 11. 


لقا نجد من المسألة 164.1 أن (ناكانا) - > دكانا. وبالتالي. 0 > ياكان 


1 بين أن متجهين في 77 يكونان مرتبطين خطياً إذا وفقط إذا كان الجداء المتجهي لهما متجها صفرياً. 
0 أن الارتباط الخطي بين متجهين ناو 7 يعني إما “لح نا من أجل عدد سلمي #2 أو ناه ١‏ من أجل عدد سلمي ل, 
لنفترض» إذن» أن “6 ع ن. لديناء من المسالتين 165.1 ى 170,1, أن 0 - 0 ت (ركام)لات بلازو) ت انار وتحصل على 
نتيجة مماثلة إذا 10 “. وبالعكسء لنفترض أن 0 - كان إذا 0-ل. إذن عدن من أجل 0 دي إذا 0 ##اناء 
انضع ‏ نا 2 إلا في المسألة 01 لتحصل على 

الم )ل مؤي «ن) عه أي عه مس دنا 

1 أوجد متجه وحدة نا يكون متعامداً مع (1,3,4) > 7 ا (6,5-,2) > بن 

88 تأسيسا على المسالة [.169, احسب أولاً «الا/ا, الصقيفة 


4 1003 8 5 لفقم 55 
جك 3 1( تعطي ‏ (12-,9,13) 2 (6-6-,15+24,84+5ك) س رين 
الأن, ناظم ‏ « ا 0 يعطي ‏ (12/0/393-- ,13/1/3938 ,9/1/3934) - يا 

المسائل [.176.1-173 تستخدم النقط (5,)1,2,3. (1-,2.5)رط ىو (5,3,1)ر٠‏ في 0 


أوجد القطعة المستقيمة المرجهة (المتجه) نا من ,8 إلى ي. 


(كسرق,1) > (1,2,3)ب سكيم د بطسرم دن 
1 أوجد القطعة المستقيمة الموجهة (المتجه) ١‏ من ,8 إلى ,8. 


8 (2-,4,1) ك (1,2,3) - (لرقرق) ع طحيم على 
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4 ] المتجهات في "8 و 05 


1 أوجد متجها « يكون نأظميا على المستوى 11 الذي يحتوي النقط ,2 ى روطو 


18 يحتوي ]1 على المتجهين ناى 7 المحددين أعلاه. وبالتالي. يكون 027 نأظميا على 11. الصفيفة 
مج 13 
1-2 4 


( تعطي ١‏ (14,11شبت) - (16+2,1-12ه يهجرق-) د عدي د و 
1 أعط معادلةٌ للمستوى 15 في المسالة 175.1. 
8 استخدم النقطة (8,)1,2,3 والاتجاه الناظمي ** للحصول على 
-0 2 (3-)11-(2--140-(2)2-1 أى 3 - 11 + 14 + 2 
1 اثبت متطابقة لاجرانج/ لإانادهة1 فاع مسيعمك 2(,.ن)- (جل)لسي د ادعام ١‏ 
إذا (يهريشرية) ع لااى (رطبيطى,6) - 2 إذن 
تلرطيه- رطرة) + 2لرطبه - رطية) + “(رطيه- رطية) > /بعانالا 50 
ثلوطية + رطية + رطره) - وه + 2 + 0 ليه يه + 02) - دنم د (ال)زيدم) 09 
يفك الطرف الايمن لكل من (1) و (2). نحصل على المتطابقة المطلوبة. 
1 بين أن 0 مك |أس|| ||»دا| - إإد٠‏ || حيث 6 الزاوية بين ناو ١‏ 
8# لديناء من المسالة 68,79.1 5ه إإه|| ]||| > ن٠*:.‏ إذنء وبواسطة المسألة 177.1, يكون لدينا 
م من ززم[ #إاسلا عر تممه - 1) #لزمل تلاس حم تدم “للملا لاسا - “لها *لاسالك *لاه دعلا 


نآخذ الجذور التربيعية» فنحصل على نتيجتنا. 
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1.2 


1.2 


22 


32 


42 


52 


52 


72 


١ جمد‎ 


يستخدم هذا الفصل الحروف 8/ 8, ©.... لترمز للمصفوفات, والحروف الصغيرة 8. 0,  »‏ لز.... لترمز للأعداد السلمية 
وستكون الاعداد السلمية حقيقية, إلا إذا ذكر غير ذلك, بمعنى أن المصفوفات تكون معرّفة فوق 8. 


المصفوفات 
أوجد صفوف وأعمدة وحجم المصفوفة )2 8 )عه 
8 الصفوف هي السطور الأفقية للاعداد؛ يوجد صفان: (23 1) و (6 5 4). والأعمدة هي الخطوط الراسية للاعداد؛ 
يوجد ثلاثة أعمدة: 
3 3 1 
7 )0 
أما حجم 8 فهو 23 [تقرا: 2 في 3 أي عدد الصفوف في عدد الأعمدة. 
يستخدم الترميز ,,,لية) 8 [أى ببساطة (رره) - 8] لترمز للمصفوفة 7#<. ما الذي يعنيه الدليل السفلي الأول 1, 
والدليل السفلي الثاني [5 
للا السلمي .ة هو عنصر 5 الذي يقع في الصف 1 والعمود [. وبذلك, يخبرنا الدليل الأول عن صف العنصر, والدليل 
الثاني عن عموده. 
إذا أعطينا المصفوفة (يه) >لذء أوجد موضع ([) ويه (ب) درية (ع) ررم8 (ن) ورورف 
4ه (أ) ورة تقع في الصف الثالث والعمود الخامس. (ب) ,,,3, يظهر في الصف 4 والحمود 12. [لاحظ أثنا نحتاج هنا إلى 
فاصلة للتمييز بين الدليلين]. (ج) و (د): العددان السلميان لا يمكن أن يكونا عنصريين في 8, لأن الأدلة في مصفوفة يجب أن 
تكون: بالاتفاق أعداداً صحيحة موجبة 
إذا أعطينا مصفوفتين 4 و 8, متى يكون 8 - 8؟ 
8 تكون مصفوفتان متساويتين إذا وفقط إذا كان لهما نفس الحجم, وكانت المداخل المتقابلة متساوية. 
3 ب #١‏ +22 برجير 
أوجد » لاء 2, ٠‏ إذا " 1( اعد 6 
لق ساو بين المداخل المتقابلة: 
3ع بر بير 
1لبردع 
5 حدمو + 22 
4 سرع 
إن حل منظومة المعادلات هر 2ع« اصديل 23ج ادص ون 
أي المصفوفات التالية متساوية (إن وجدت)؟ 
1 2 4)ر 23 0/41 
3 ة( 9 98 6-1 1 )8 3 ل 
8 بالرغم من أن كل المصفوفات الأربع 222 وتحتوي السلميات 1. 2, 3 4, إلا آنه لا يتساوى فيها عتصرا عنصرا 
المصفوفة الصفرية 00 التي يرمز لها ب , ,,0 أو ببساطة 0, هي المصغوفة التي كل عناصرها أصفار. أوجد « لل, 2 ؛ إذا 
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6 0 جبر المصقوفات 


2 6 
سجع 4جير 


8 ساو كل المداخل للصفر, لتحصل على المنتظومة 
معسيهم العهسيبر 0-دقبم الس برجم 


ويكون حلّها 4- دم 4د بن 3--دت 3دير 
أوجد سالب كل مصفوفة من 


52 يعرّف سالب مصفوفة 9اه, 
المصفوفات التالية: 
5-019 5 )2م 5ه 


8 لخد سالب كل عتضيرء 


0-4153 5 9 قاعم 
ال ع اك 0 


92 بِيّن أن 8 ع (8-)--, من أجل أي مصفوفة 4. 
بلية) تا رير(لية-)”) ع ررليه-) - د رم-)- 


دنا 6 كل 
2 نقول عن مصفوفة 4 ذات صف واحد فقط بأنها «مصفوفة صفية» أى «متجه صفيء ويرمز لها غالباً بواسطة .بره ,0) > 4 
(0؛ ونحذف الدليل السفلي الأول لها لانه يجب أن يكون واحداً. بالمثل» نقول عن مصفوفة 8 ذات عمود واحد فقط بأنها 
«مصفوفة عمودية» أى «متجه عمودي» ونرمز لها غالبا بواسطة 
4 
2 ده 
5 


ناقش الفرق, إن وجدء بين الشيثين التاليين: 


1 
(123) د نا 3 56 
3 


18 إذا نظرنا إلى المتجهين بأنها في 87, لا ى 8 يمكن اعتبارهما متساوبين. ولكنهماء بصفتهما مصفوفتين, لا يمكن أن 


يتساوياء لأآن لهما حجمين مختلفين. 


2 جمع المصفوقات والضرب السلمي 

2 إذا كانت ,(رة) - هم وى ,,(ر0) 8 مصفوفتين لهما نفس الحجم؛ فإن مجموعهما يعرّف ب ى لراخية) 2 8+ى. 

أوجد مجموع 
3 ني ا 
5-6 )حم ده )سم 

88 أجمع المداخل المتقابلة: 

5 2- 4م 3+2 2+0- 1+3 

ل 1 ايل 


4-7 5+1 رو+قت‎ ١-3 63 


2 أوجد 8+ إذا 5 2 )مه 6 )2م 
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المجموع ليس معرّفاء لآن حجمي المصفوفتين مختلفان 


2 ل نون 
152 أوجد 8م إذا 90 َ )2ه 7 كك 3 )دم 
إجمع المداخل المتقابلة: 


1 )>( 2 5 ووي)عقعه 


4 2-53 1 1- 3-56 
42 إجبع (1 ا لس ا عل 
3 3 3 4م_١‏ (ل)جه وبجرهم (قمع+2 وبر 
8 ف 1 م 6)- لور لت 11)-من 


2 0 عرّف من جديد سالب مصفوفة [المسألة 8.2] بدلالة الجمع المصفوفي. 
8 أن سالب مصفوفة معطاة 8 هو المصفوفة [الوحيدة] الني يكون مجموعها مع 8 يساوي المصفوفة الصفرية, أي أن 
0 - (8-)+ق. [لاحظ أن النعريف بهذه الطريقة ل 8- يتفادى الإشارة إلى عناصر 8]. 

62 إذا ,راية) ل وط عدد سلمي, فإن العصفوفة ,ىر (يه:) د 4غ تسمى «جداء» 4 بالحدد السلمي . أوجد 38 ون 58- , 


حيث 


اا نضرب كل مدخل في العدد السلمي المعطى 


بسع ع نه الس لعل 
ف وو)ء(وت ية اق)عدى 


اه 2 ل 
2 احسب: (1(0 5-)3 1 م 
0ك )3:0 و0 قاد 


4ت :3 0-7 1-2-1 7 1 
5 3 “)|1 0 30 
0 0100 1- 0 


0-1 
2 يعرّف «الفرق». 8-8: بين مصفوفتين 4 و 8 لهما حجم واحد, بواسطة (8 -) +4 ع8 - 4. أوجد 4-8 إذا 


9 5 )حم . م 3 )عم 
8 لعا يل ل ا 00 
2 أوجد 224-38 حيث كك 2 )عه 5 2 1 )عه 


8 ننجز أولاً عمليات الضرب السلمي؛ ثم نجمع مصفوفياً 
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م اهس وم _ هد هو وسم رهم 2-4 
)و اس الت 1 م )-ققدمة 
[لاحظ أننا نضرب 8 في 3- ثم تجمع, بدلاً من ضرب 8 في 3 ثم نطرح. يجعلنا هنا نتفادى الأخطاء عادة] 


اد ل 35 4-5 : 3-5 2 )-ه 2 1 9)ده ارد ع2-هه هق 


ل ن أولا عمليات الضرب السلميء ثم نجمع مصقوفياً: 


5 4 2 0*4 4 6)+(و 15 26-6 محمد 


ابجد »رد انا (نو* )ل( 5)- م 35: 
أولاء نكتب كل طرف كمصفوفة وأحدة: 

الخفتت ال فد 0 
ثم نساوي بين المداخل المتقابلة لنحصل على منظومة من أربع معادلات: 


4+ دع3 


الحل هي 2م 4د بن 


لتكن 35 8-1 ) - ي: بحيث أن 20-38-26 


8 طريقة 1: نحسب اولاً 38-26: 


2 025 )+( 5)-26-مة 


ثم نضع ‏ 24-38-20 505 5 

18 5 

20-0 

نساوي بين المداخل المتقابلة: 13- «2, 10--ز2, 22-0, 27- 2#8. وبالتالي 13/2 -», 5- ل 2-0 
ى 27/2 ت ب« أي أن» 


5- 13/2 
)2 0 )- 4 
طريقة 2: طبق المبرهنة 1.2 [برهنت في المسائل 31.2-24.2] للحصول مباشرة على ©-3/2(8) < 4. 


أوجد 58+ 28, حيك (3 1)- 6د ونه كاري 

9< يت( )م + 7 -م 

8 رغم أن 24و 58 معرفتان, إلا أن المجموع 28+51 ليس معرّفا لآن 24 ى 58 لهما حجمان مختلفان. 

المبرهنة 2: لتكن مجموعة كل المصفوفات 70*08 فوق حقل 1 من السلّميات. إذن» من اجل أي مصفوفات (يه) > ل, 
(ره) - 8 ى ليه - ©, وأي عددين سلميين ,ك1 ,1 في 5, يكون لدينا 

م +8 دهم جم و ودزم جم (ش) المعهج+م  )(‏ (8+0)+محسن +(8+م) ) 
م عه 6 برهي - مرينيم) ‏ زم شيا + شي - شه( + )60 شط + شط (ظ خفاكظ ‏ 6 
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24.2 


282 


2522 


312 


322 


33.2 


الفصل 2 © 398 


اثبت () في المبرهنة 1.2. 
إن المدخل -ؤا في 8+8 هو يط + رية؛ وبالتالي. يكون يع + (8 + ي) المدخل -[ ل ©+(8+8). آما المدخل للا 
ل 8+0 فهو يه + ي8: وبذلك يكون (رء + ي6) + يه المدخل -زة ل (©+ 8:88 ولكن. وتاسيسا على القانون التوزيعي 


للجمع فوق 76, يكون لدينا 
لع+ م جود و رط + 64 
00 


وبالتالي. يكون ل ©+(8+8) إى (©+8)+8. نفس المداخل -[ إذن. (©+8) جم دع + روج 
أثبت (11) في المبرهنة 1.2. 

9 المدخل -ز1 ل 0+م هو ريح 0 + ره. وبذلك يكون ل 8+0 ى 4 نفس المداخل -ز1, وبالتالي 4 - 8+0 

أثبت (11) في المبرهنة 1.2. 

88 انظر المسالة 15.2. 

أثبت (10) في المبرهنة 1.2. 

ل إن المدخل -[ة ل 8+8 هى رط + يه والمدخل -زة ل 8+8 هو يه + ر. ولكنناء بواسطة القانون التوزيعي في >1, 
نجد أن بيه + رطع رط + ية. وبذلك, يكون ل 8+8 او 8 + 8 نفس المداخل -زا. وبالتالي 8 + 8 > 18 + 8, 

اثبت (1) في المبرهنة 1.2. 

2 ان المدخل -زا ل 4+7 هو رط + بيه وبالتالي. فيط + ر1,)8 يكون المدخل -زذ ل (6,)8+8. أما المدخلان -زا 


ل شرا ى قرا فهما يشر و رط,؛ على الترتيب؛ وبالتالي. يكون تارك + إيد,6٠‏ المدخل -زز ل 18+ شرع ولكن لديناء 


من القانون التوزيعي في ك3 بطر + يقرا > زرط + رية),!. وبذلك. يكون ل 8 + 1,8 ى (8 + 1,)8 نفس المداخل -زا؛ 
وبالتالي ظبا+ هراك زظ+ هار 

اثبت (01) في المبرهنة 1.2. 

لكا يتم البرهان كما في المسالة 28.2, باستخدام القانون التوزيعي في 16. 

أثبت (011) في المبرهنة 1.2 

ل المدخل -زا ل 8لرك,) هو إبليا,). والمدخل -زا لهر؟ هق يشر وبذلك يكون (رةي6), المدخل -زة 
ل (8*),. ولكن لديناء من القانون التجميعي للضرب في 26 أن (يشي,؟ > يةليكل). وبذلك, يكون ال ه(يك) 
و لشي نفس المداخل -زف وبالتالي (ي),؟ ك ليك )). 

اثبت (0111) في المبرهنة 1.2. 


المدخل -زة ل 4.! هو بما أن 1.8 و 8 لهما نفس المداخل -[ف, فهما إذن متساويان 


علق على الفرق؛ إن وجد, بين العلامات + في (01) من المبرهنة 1:2. 
8 تدل علامة + . في الطرف الأيسر. على جمع الاعداد السلمية في 56؛ أما في الطرف الأيمن. فتدل على جمع المصفوفات 
في 1ل9. 
اثبت أن 0 04 من أجل آي مصفوفة 8. 
8ه من (011) و (91)ى (11), في المبرهنة 1.2, نجد أن 

- ذف 1ع مز + 1) ع م0 + ؤاع م0 دم 
ويتبع البرهان من إضافة 48- إلى الطرفين. 
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02 بيّن أن 8-- ه(1-). 
08 لدينا 08-0 ع ه((1-) + 1) > ه(1-) + ها > 1(4-) + 8 حيث _تنتج الخطوة الأخيرة من المسالة 33.2. الآن, 
أضف 8 إلى الطرفين. 
62 بين أن 28 - خ+خ اوخة3ع مجهجم 
18 نستخدم (01)ى (0111) في المبرهنة 32 8+ ه - 18+ 1 - هرا + 1) - 28. بالمثل, 
معخجم ع 14 + 24 د ؤزا + 2) د م3 
2 اثبت أن 4رير - ير + ...+ هر + هر ع يمر !2 من أجل أي عدد موجب 8" 
0 
08 يتم البرهان بالاستقراء. تظهر الحالة 2-1 في المبرهنة 151(1.2؟). نفترض أن 8<1/ وأن المبرهنة تتحقق من أجل 
1-ه. إذن 


هم - 1[4 + (1 -م)] ع 14 + 4( - م) عم 2 
000 


1 


2 الضرب المصفوفي 
2 إن «جداء» مصفوفة صفية ومصفوفة عمودية, لهما نفس العدد من العناصر, هى الجداء الداخلي لهما كما هى معرّف في المسالة 
45.1 
4 
رقره ل سرشيه جنت جيظيه + رقره > | شل ليه ر .روه برهم 
ُ 


03 


3 3 5 
)0 1 كيم (ه |ك أكج- 6‏ © ممه 
1- 


2 


إحسب: 


ى (د) (5,ق-,!,1,8,3,4()6). 


8 () نضرب المداخل المتقابلة ثم نجمعها 
3 
ند قد هيه ررسرى رمرم زمره - |2 )5م 


(ب) نضرب المداخل المتقابلة ثم نجمعها: 
4 
سمه ممهة إّ إقتد» 
2 
(ج) لا يكون الجداء معرّفا عندما لا يكون للمصفوفتين الصفية والعمودية نفس العدد من العناصر. (د) جداء مصفوفتين 
صفيتين ليس معزفا. 
2 لترمن ب (6©8 إلى مصفوفة حجمها 6ل6. أوجد حجم كل جداء, عندما يكون الجداء معرّفا: 
(0) #««تازة»«ة) ‏ (ج) (1»اة)(2»« )4 (ه) (4<اة)زك»«3) 
0 ماك © العضضك 85 التكاضت 
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40.2 


42.2 


القصل 2 8 414 
إن مصفوفة 08 تكون قابلة للضرب من أآليمين في مصفوفة 80 عندما يكون 4-م فقط. ويكون الجداء 
عندتذ مصفوفة ه»ا. (1) 264؛ (ب) 4422 (ج) غير معرّف؛ (د) 523؛ (ه) غير معرّف؛ (و) 24. 


لنفترض أن ل8) - 8 مصفوفة م<م: و (ن0) - 8 مصفوفة «لام. نعرّف الجداء (ر©) د 88 بأنه المصفوفة 
68 بحيث أن 
بحيث أن 


2 
بوظييه 2 > برظيه + ٠٠١‏ + روظوره + روظبرة حبرت 

آي أن المدخل -زة ل 48 هو جداء المتجه الصفي 1 في 8 والمتجه العمودي ز في 8. أوجد الجداء 428 من أجل 
3 فى 4- 20060 
)عه د 6 5 دم 

8 بما أن 8 تكون 22. و 8 تكون 223 فإن الجداء 48 يعرّف بأنه مصفوفة 23. للحصول على المداخل في الصف 


الأول ل 88 نضرب الصف الأول (13) في 8 بالأعمدة 0( )2 د ع )في #طى الترنييه 


الك الل (2-)(ة) + (0)0) هه + 0ه - (ي] )31 ِ) 


0 0-6 1 -6 8 


وللحصول على المداخل في الصف الثاني ل 88, نضرب الصف الثاني (1-,2) ل في أعمدة 8, على الترتيب: 


زروت مس ور )+ مارت ود رمن) - ال) جم 


وبذلك؛ يكون لدينا 


14 6و- 1م 
14 1002 
أوجد الجداء 848 للمصفوفتين 8 و 8 في المسالة 39.2. 

الاحظ أن 8 تكون 23 ىل تكون 2<2. بما أن العددين الداخليين 3 وى 2 غير متساويين فإن الجداء 84 لا يكون 
معرّفاً. 

أوجد الجداء 8: حيث (2,1) < لم 0 2- )ل 

ارجد الجداء قد جية (2:1) نكنم ز)-8 


لقا بما أن 4 تكون 12 وى 8 تكون 23, فإن الجداء 48 معرّف على أنه مصفوفة 2,13 أى مصفوفة صفية ذات 3 
مركبات. للحصول على مركبات 88؛: نضرب صف 4 في كل عمود ل 8: 


ل لك اك نك اك أ لاسن ان 
أرجد الجداء 248 إذا 
(3 2 )د 20-6 
06م 4 3 عق ا" 5 4م 
8 بما أن 4 مصفوفة 32 و8 مصفوفة 223 فإن الجداء 8ه معرّف بأنه مصفوفة 33. للحصول على الصف 
الأول ل 88 نضرب الصف الأول في 4 في كل عمود ل 8 على الترتيب: 
1 2 
1 
0 1 
11 ؟) 


5 8ه ( اا 4-4- 0 
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2452 


وللحصول على صف 88 الثاني» نضرب صف 8 الثاني في كل عمود ل 8 على الترتيب: 
0 8- 1- 0-0 ه- 17س ب 
1-2 -[0ه 2+0- 0 
ولكي نحصل على الصف الثالث في 88, نضرب الصف الثالث ل ث في كل عمود ل 8 على الترتيبة 
سم ا 01 8- - 7 1- 2 
عاك ]دك جام 0 
15 22 9 15+60 6+16 3+12- 


10- 8- 1 
وبذلكء يكون لدينا 3 1-2 )-هه 
15 2 9 


أوجد الجداء 84, حيث 8 ى 8 المصفوفتين في المسالة 42.2. 
18 بما أن 8 مصفوفة 223 ى 4 مصفوفة 3<2, فإن الجداء 84 يعرّف بأنه مصفرفة 22. للحصول على صف 84 
الاول؛ نضرب صف 8 الآول في كل واحد من أعمدة 6 على الترتيب:ة 


ا ا 0م الانحين 


آما الحصول على الصف الثاني ل 84 فنضرب الصف الثاني ل 8 في كل عمود من أعمدة 6 على الترتيبة 
2 15) -( 21- 15 )- كت 3- 26 
1ل ونا 7رو+م+ت3- مل+و+» 


وبذلك, يكون لدينا 65)عمه 


1 0 4- 1 
1 ات )سم 
0 2- 0 4 


8 بما أن 4 مصفوفة 23 و8 مصفوفة 3*4 فإن الجداء 88 يكون مصفوفة 4لا2. 


أوجد حجم الجداه 88: حيث 


7 5 جه 


لنفترض أن ذي»» > 48 من أجل المصفوفتين 4 و 8 في المسألة 44.2. أوجد () وي» (ب) وب (ج) رر» (ه) يره. 
إن العنصر , في المدخل -ز: ل 88, هو جداء الصف 1 ل 4 في العمود [ ل 8. 


0و 
)0( 6-6 +0+0-(2-)(3-) + (0()3) + (1()0) - |3 أد- ,1,0) > يكت 
2- 
1 
5 0-3 +1 +2- (0()0) + (1-)(1-) + (2()1) -(1- )هيد ,2) يك» 
0 
1/ 
>( 11--1+0-12 - (3()4-) + (0()2) + (1(01) 0 ,1,0) تك 


(د) العنصر ريه ليس موجوداً؛ لآن 4 وكذلك 48 لهما صفان إثنان فقط. 
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46.2 


473.2 


482 


49.2 


50.2 


51.2 


52.2 


53.2 


الفصل 2 0 43 
أوجد قلق احيث 
6١‏ 6 1- 2 
1د 3 2 
3 5- 3 82-11 فر 
اسن 


8 بما أن 8 مصفوفة 23 و 8 مصفوفة 324 فإن الجداء يكون مصفوفة 24. نضرب صفوف 8 في أعمدة ق, 


التعصيل علي: 
5 13 6 )2+2 0-15+2 2+9-1- 04م )دهم 
2 6 ك أ /24-2+16 10-مزجهة 5+جم-ه موبج-ها > 

إرجع إلى المسالة 46.2. لنفترض أن العمود الثالث وحده في الجداء 88 هو الذي يهمنا فقط. كيف يمكن حسابه بشكل مستقلٌ؟ 


8 إن قاعدة. ضرب المصفوفات تخبرنا بأن العمود رقم [ في الجداء يساوي العامل الأول مضروباً في المتجه العمودي [ 
للثاني. وبذلك. يكون لدينا 


)نج( : 6 
وبالمثل» يكون الصف 1 للجداء مساوياً للمتجه الصفي 1 للعامل الأول مضروباً في العامل الثاني. 
الى ()(9 4). 
قلا إن العامل الأول يكون 22, والثاني يكون 21, وبذلك يكون الجداء مصفوفة 21: 
)> (م) )9 4) 
اس رق ,5)(). 


8 الجداء ليس معرّفا لآن العامل الأول مصفوفة 2<1 والعامل الثاني مصفوفة 2<2. 


ادج (؟ )6,0 . 
العامل الأول 1<2 والعامل الثاني 2<2, فيكون الجداء مصفوفة (صفية) 1<2. 


0 7 8 5 - )2 + 21,12- 35( - )23, -23( 


6 1 
ابجد (7-,0(؟ 1-)- 
18 الجداء ليس معرّفا لان العامل الأول 222 والعامل الثاني 1<2. 
لتكن 4 مصفوفة حيث 288<1 او 2<1 بافتراض أن لا وى" متجهان» ناقش الشروط التي تعرّف وفقها () نألا, 
(ب) هد 


() يكون الجداء دالذ معرّفاً فقط عندما يكون نا متجها عمودياً ب « من المركبات؛ أي مصفوفة [“2. وفى هذه الحالة, 
يكون الى متجها عمودياً له 80 من المركبات. (ب) آما الجداء 8 فيكون معرّفاً فقط عندما يكون 7 متجياً صفياً له 7 من 
المركبات؛ أي مصفوفة 1<7. وفي حالة مثل هذه. يكون 74 متجها صفياً ب 8 مركبة. 


2 
إحسب (5 4- 1 . 
1- 


8 العامل الأول هى 31 والعامل الثاني هى 1“3, فيكون الجداء مصفوفة 3<3. 
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542 


552 


56.2 


10 8- 120 (2()5) (4-)(2) (2(06) 2 
| 2 18 -( (3()5) (4-)(3) (3(06) |-9 4 16 ا 
ك 4 هأ إركازت (1()4) 16 1 


2 
إحسب 1 6-5 . 
1- 


© العامل الأول 123 والعامل الثاني 1, فيكون الجداء مصفوفة 1<1, والتي نكتبها غالباً كعدد سلمي: 
2 
م دوو - روسجد هن [ة 6-45 
ىت 


المسائل 58.2-55.2 تثبت المبرهنة التالية. حيث نفترض أن الجداءات معرّفة. 


المبرهنة 2.2: لنفترض أن 8, 8, © مصفوفات وأن ‏ عدداً سلمياً إذن: 


6 (©8)م - ©(48) 2 القانون التجميعي 
6 حم + قم - (4)8+0 2 قانون التوزيع من اليسار 


ل لم + حظ م(+8) 2 قائون التوزيع من اليمين 
07 (طعلى ع ظزمن د رظم)ر 


اثبت (0 في المبرهنة 2.2. 
لها التكن ذية) ده نظ وى ليه) > ©. ليكنء إضافة إلى ذلك ن5) - 5- هلة او ((ا) - 27 > 80 


إذن 5 5 


الآن» نضرب 5 في ©. أي (88) في © فيكون العنصر في الصف 1 والعمود ! للمصفوفة ©(88): 
ب للمرظره) ب 2 دبعي بر 
م ا 
من جهة أخرى, نضرب 4 في 21 أي 4 في (80), فيكون العنصر في الصف : والعمود 1 في المصفوفة (©4)8: 
(برعيرظارة ني بق دراه 8 
0-1 0 
وينتج عن القانون التجميغي في حقل السلميات. أن المجموعين المزدوجين متساويان؛ وهذا يثبت (0. 
اثبت (11) في المبرهنة 2.20. 


18 التكن المصفوفات (يه)- ه, (ي٠)-‏ 8, و (ريه) - ©. [بما أن 48 ى 80 معرّفتان, فإنه يمكننا استخدام نفس 
الدليل * من أجل أعمدة 4 وصفوف 8 و ©]. لتكن (ن4) > © + 8 - 8, (ي») - قشع ظ, ى (ك) > 46 - 5 إذن 


5 6 
بركيره 2 حرق ررظيرة ب درء ين + ررط - بر 
. امع 58 مدا 


وبالتالي» يكون المدخل -11 للمصفوفة ©86+ 48 هو 


06 2 0 
(يرعيه + برظيرة) 2 ع بوعيرة 2 + ررظيره 2 جره 0 


من جهة أخرىء يكون المدخل -[1 للمصقوفة (8)8+0 > 42 


1 :5 
(ية + يوظ ابه يق - عه بثر © 
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الطرفان الأيمنان في (1) و (2) متساويان» تآأسيسا على القانون التوزيعي في الحقل السلمي؛ وهذا يكبت (01. 
2 اثبت (11) في المبرهنة 2.2. 
8 البرهان كما في المسالة 2. [ليس هناك تميبز بين الضرب من اليمين أو من اليسار في حقل السلّميات]. 
2 اكثبت (17) في المبرهنة 2.2. 


35 (رظاكيه :8 > رطزرع) « - (رهيه :3) 


2 أعط مثالاً لمصفوفتين 4 و 8 بحيث أن 48 وى 84 تكونان معرفتين, ولهما نفس الحجم, ولكن 84 * 88 


يعن (؟ !)م .9 5)-ه.اإنن 


3 2-925 متنية) 9 905 )عمد 
5 2-7-4 7-45 015 )حدم 
إن ضرب العصفوفات لا يخضع لقانون التجميع. 
2 بين آن 08-0 [إذا لم تكن 4 مصفوفة مربعة فإن للمصفوفتين الصفريتين حجمين مختلفين]. 


ل كل مدخل في 08 يكون الجداء الداخلي لصف صفري ل0 وعمود في 8؛ ويكون بالتالي العدد السلمي 0. وبذلك, 
عمو 


2 بيّن أن 20 نخ. 
8 كل مدخل ل 80 جداء داخلي لصف في 4 وعمرد صفري في 0 ويكون بالتالي العدد السلمي 0. وبذلك, 0 - 80. 


أنه يمكن أن يكون 0 48, حيث 80 لم و8*0, 


622 
21 خرن 2 2 م ان 
8# لتكن 5 0 9 -- )م إذن 
0 0م 2-2 6-6/ 21 200/6 1 
93 2-06 >0 5( إ)«قه 
[بتعبير آخرء يكون للضرب المصفوفي قواسم للصفر]. 
2 بيّن أن 85 + ©8 + هم + عم ع (طجع)زهجم). 
لا طريقة 1: نستخدم قانوني التوزيع الايسر ثم الأيمن, 
ط8 + ع8 + صم+ عم ع 85 + هم + 82 + عم ع مرق + م) + عر8 + ح)ع زط + ©)(8 + ى) 
طريقة 2: نستخدم قائوني التوزيع الأيمن ثم الأيسر, 


80+ 86 + مم + مم ع زم + )8 + (ط + عام ع (0 + ع)ز8 + م) 


2 منقول مصفوفة 

2 يُعرف «منقول» مصفرفة 8, ونرمز له ب 85, بأنه مصفوفة يتحصل عليها بكتابة صفوف ق, على الترتيب» كاعمدة. بتعبير 
آخرء إذا كانت (ية) الى مصفوفة ©<ام إذن تكون (يّ) - 7م مصفوفة 0م حيث برق > ركم من أجل كل ذو ل 
أوجد ”4 من أجل 
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6262 


622 


229.2 


702 


ف 9 لان 
5 ده 
2 الصفان الاول والثاني في 4 يصبحان العمودين الأول والثاني في ”8: 
4 1 
5- لتم 
6- 3 
أو بشكل مكافىء, الأعمدة الأول والثاني والثالث في 4 تصبح الصفوف الأول والثاني والثالث للمصفوفة 87. 


أوجد منقول المصفوفات: 


مج 2 6 هل ة 4؛) 


5 65 5 
ل بيدا 5 1-4 
: 418 


اوجد آله 07, "8 من المتجهات الصفية (2,4) دن (1,3,5) > ا (6,6,6) - «. 


لق يكون منقول متجه صفي متجهاً عمودياً: 


أوجد المنقول المصفوفي للمتجهات العمودية التالية: 
5- 2 
(-)-» )سه 
7 6 
88 إن منقول متجه عمودي سيكون متجهاً صفياً (1,1) > آنا (2,4,6) > 5 (6,7,رك-) ه كور 
اق - 4 1 000 
إذا أعطيت 8 3 000 أوجد تاو 47(5). 
ل أعد كتابة صفوف 4 كاعمدة لتحصل على '87, ثم أعد كتابه صفوف 87 كاعمدة لتحصل على '(47): 
0 1 
1 
ل 5 4)-”77تهم) 9 0 
م ل 
لاحظ ان ت 87(7)؛ أنظر المسألة 76.2. 
بيّن أن المصفوفتين 487 و 4758 معرّفتان من أجل أي مصفوفة 4. 
8 إذا ى مصفرفة 8<ام, فإن 87 تكون مصفوفة 128ا2. وبالتالي» تعرّف 887 مصفرفة ‏ م وتعرّف 4آلهم 
مصفوفة دكات 
2 1-2 
أوجد 847,: حيث 3 4 )عم 
8 تحصل على 45 بإعادة كتابة صفوفه 4 كأعمدة: 


3 2 
3 42م 
4 0 


47م 


موقع الفريد في الفيزياء 
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73.2 


212 


232 


الفصل 2 0 47 
أوجد 8”8, حيث 4 المصفوفة في المسالة 70.2. 


12 1- 10/ 126+ 2-3 1+9 103 
0 #2 1 
3 3 5 --/ 5-2 [جه 0 - 0 26 
كد 4- جوأ 16/7+م 0-4 60+12 


”سمه 2 0م 1( )ده 


5 ل زايا لبرادقد ويناق 


15+ 24 0-8 39 -6 


أرجد 8787 من أجل المصفوفتين في المسالة 72.2 


ان ا 
: 0 


لاحظ من المسالة 72.2 أن 7587م عه 8(7م). 
أوجد 8787, من أجل المصفوفتين في المسالة 72.2. 
- ا ارو سن ال باس 0 
من المسألة 72.2 نجد أن 8587 - 48(7)؛ أنظر المسالة 78.2 
المبرهنة 3.2: إن عملية إيجاد المنقول المصفوفي تحقق 
00 "هعكم د "زوجم طن كهاك ترمين (8 عدد سلمي) 
كك 24 كرتم 0 كمتمه ”رهم 
اثبت المبرهنة 3.2 (). 
إذا نيعم د (و8) > 8 إذن يكرن رط + ره المدخل -زة ل 8+8؛ وبالتالي يكون رط + بيه المدخل -ذز 
(بترتيب معكوس) ل 8+8(7). من جهة أخرى» يكون ررة المدخل -أز ل 87 و يرط المدخل -أز ل 87؛ وبذلك يكون يط + يه 
المدخل -ثز ل 87+ آم ينتج عن ذلك أن 7+87ثى > 8+8(5), لآن المداخل المتقابلة متساوية. 
اثبث المبرهنة 3.2 (01. 
8 من الواضح أن تبادلاً لا مزدوجا للصفوف والأعمدة يكافىء عدم وجود تبادل. 
اثبت المبرهنة 3.2 (11). 


88 إذا ثرية) >2 فإن يها يكون المدخل -زذ ل هك, وبذلك يكون ,ره المدخل -11[ [بترتيب معكوس] ل *(1648). من جهة 
أخرى؛ يكون .8 المدخل -نز ل "له, وبالتالي يكون 8 المدخل -از ل 87 ينتج عن ذلك أن ته - ”(8), لآن المداخل 
المتقابلة متساوية. 


اثبت المبرهنة 3.2 (60. 
8 إذا (ية) ع ث وى (ي6)- 8. فإن المدخل -زا ل 8ه يكون 
ريق ...ل روظيبة © ررثررة 02 


د 
وبذلك» يكون (1) المدخل -أل (بترتيب معكوس) ل 88(5). 
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من جية أخرى, العمود [ ل 8 يصبح الصف ؤ ل 87. والصف 1 ل-4 يصبح العمود 1 ل ”8 نتيجة لذلك, فإن المدخل -أز 
ل 8*8 يكون 
61 
ك2 
قرط + خيرقروط + عوط > | 07 لير 2< روظ ررظ) 
5 


م 


ينتج عن ذلك أن 8787 - 88(7), لآن المداخل المتقابلة متساوية. 


2 العمئيات الصفية الأولية, مرتكزات 

2 بين أن كل واحدة من العمليات الصفية الأوئية التالية لها عملية عكسية من نفس النوع: 
[/8]: تبادل الصفين فى[ ,8 جه ,8 
ليا ضرب الصف ١‏ في سلمى غير صفري ط: ‏ ,11 ح-ب2, 0توكلل 
[,:5]: نبدل بالصف 1 إلصف [ بعد ضربه في 1 مضافا إليه الصف 8:1 + يلط < ,8 
8 (1) تبادل الصفين 1 و [ نفسهما مرتينء يعطينا المصفوفة الاصلية؛ أي أن هذه العملية تكون معكوس نفسها. (ب) ضرب 
الصف 1 في ثم ضرب الناتج في !7 أى في 1 ثم في 1. يعطينا المصفوفة الأصلية. بتعبير آخرء العمليتان ,618 <- 1 
والعملية 8,12 أى نطبق العملية ,8 + ,8ط ,1 ثم العملية ,8 + 8ط 8 فنتحصل على المصفوفة الأصلية. 
بتعبير آخر, تكون العمليتان ,8+ /8,<18 ا ,8 + /18- <-,8 عكسيتين. 

2 عبر عن العملية الصفية التالية بدلالة العمليات الصفية الأؤلية في المسالة 79.2: 
[58]: نستبدل بالصف 1 الصف [ مضروباً في ' مضافاً إليه الصف 1 مضروباً في ٠‏ (غير صفري)د ‏ 10+ 8ح 
عمل 
8 مكافثة ل 8 [بوسيط 1] متبوعة ب ,8 [بوسيط '6]. 


2 طبق العملية ,8 جه ي8 على 


8 67 5 
2 طبق العملية ,8-38 على المصفوفة في المسالة 81.2. 
12 69 3 
5 0 0 
32 طبق العملية .8 + ,38- ج-ي8 على المصفوفة في المسائة 81.2. 
4 102020030 
0 78 6 ( 
8- 4- 10- 0 


2 نقول عن مصفوفة ه أنها «مكافئة صفياء لمصفوفة 8, ونكتبها 8-8, إذا أمكن الحصول على 8 بإجراء متتالية من العمليات 
الصفية الأولية على 4. بيّن أن التكافق الصفي هو علاقة تكافق. أيه بيّن أن (1) لهمحه؛ (ب) إذا حذء إذن 8-4 (ع) إذا 
اسم ى عسل إذن عمسم 
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86,2 


572 


552 


ص89 


الفصل 2 © 49 


8 () يمكن الحصول على 4 من 8 بتطبيق ير مع 1>-6. (ب) إذا أمكن الحصول على 8 بتطبيق متتالية من العمليات 
الصفية الآولية على 8» فإن تطبيق العمليات العكسية. بترتيب معكوسء على 8 يعطينا 4. [نعرف؛ من مسالة 79.2 أن عكس 
عملية صفية أولية يكون عملية صفية أولية]. (ج) إذا كان يمكن الحصول على 8 بتطبيق متتالية من العمليات الصفية الأولية 
على 8 ويمكن الحصول على © بتطبيق متتالية من العملية الصذية الأولية على 8, فإن تطبيق المتتاليتين, الواحدة بعد الأخرى, 
على + يغطينا © 
لنفترض أن بره عنصر غير صفري في 4 بِيّن أن كل واحدة من العمليتين الصفيتين الأوليتين» واللتين تغيران الصف ٠‏ في 8 
تعطيان 0 في الموضع -ز1 ل 4: 

(0 8+ ةيه حم (ج) يليه ل بيه مسيم 
[العنصر نه أعلاه, والذي استخدم للحصول على الأصفار فوق و/ أو تحت هذا العنصر, يسمى «مرتكز/ أى محورء العمليتين] 
8 إن السلمى الجديد في الموضع -ز! ل 4 هو 


(0) 0 بيه + بزب ةأير2-) (ب) 0خ 02 


ية) + ةليه -) 


8 
ارجع إلى المسالة 85.2. ناقش الميزات. إن وجدت الناتجة عن استخدام (ب) بدلاً من (0. 


8 رغم أن (1) تتضمن عمليات حسابية أقل (المسالة 91.2).: إلا أنه قد ينتج عنها كسور حتى إذا كانت كل ال يك أعداداً 


صحيحة. 
العملية (ب) والتي تتضمن ععليات الجمع والضرب فقط لن ينتج عنها كسور إذا كانت كل المداخل ره أعدااً صحيحة. 
ناقش فائدة استخدام 1 > ريه كمرتكز. 
8 في هذه الحالة, تكون العمليتان (1) و (ب) متماثلتين» ولن تنتج كسور إذا كانت كل ال به اعداداً صحيحة. 
أوجد أصغاراً فوق وتحت المرتكز [داخل المربع]: 

1 3-4 5 

21 


بما أن الصف الثاني 8 [الذي يحتوي المرتكن] لن يتغيرء فنكتب ,1 أولا 


للحصول على 0 في ,8 فوق المرتكزء نضرب الصف الثاني ,8 في 3- ثم نضيفه إلى ,8؛ أي. نطبق العملية 
8 يق مسيع 
0 1 


1 3+5 6-4- 3+3- 0+1 
1ه 2 1 0 ان 2 1 0 


وللحصول على 0 في ,8 تحت المرتكزء نضرب ,8 في 2 ونضيفه إلى ,8؛ أي؛ نطيق العملية يق+ 28 حي 
8 10- 186 8 239 7 6 1 
4 10-2 - 1- 2 13 09 
2 7 ومأ 2+4 4+3 2-2 و+ه 


أوجد أصفاراً تحت المركز [داخل المربع]: 


وهذه هي المصفوفة المطلوبة. 
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902 


912 


4 3- 1 [2] 
1-2 304 
8 3 2ك 5 


01 


للحصول على 0 في ,8# تحت المرتكن, طبق العملية ي22 + ,38- <سر: أي إحسب: 
4 1-3 2 4 3- 1 3 
| 11 5 )هقد 9+2 و+ق 6+مه- 
وللحصول على 0 في ,2 تحت المرتكز. طبق العملية 22 + ,58 - حسر©: 


4 201-30 4 3- 1 2 
11-16 5 م 1100-16 5 0 ( 


2ه 1د و١‏ مأ /2+6- 6 +15 +4-ك 10+10- 
وهي المصفرفة المطلوبة. 
أوجد أصفاراً تحت المرتكز [داخل المربع]: 
4 2- 1 [0] 
3001-6 5( 
7 1-105 


8 بما أن العنصر المذكور [داخل المربع] صفريء فإنه لا يمكن استخدامه كمرتكن. 

لنفترض أن 8 مصفوفة 718. أوجد عدد عمليات الضرب في (ي8+ كلذ بريه -) +ع (ب) كأربة + بكليية- جا 
[في التطبيقات الحاسوبية نعد فقط عمليات الضربء ولا نعد عمليات الجمعء وذلك عند تحديد مدى تعقيد أسلوب ما]. 

1# () بعد حساب المضروب فيه يفيه » سوف نجد عند 2 فقط من عمليات الضرب. [كل صف يحتوي عدد « من 
العناصر]. (ب) سيكون هنا عدد 20 من عمليات الضرب. 


2 المصفوفات الدرجية, الاختزال الصفيء الارتكاز (التمحور) 


522.2 


53.2 


آوجد المداخل غير الصفرية الأمامية في المصفوفات التالية: 
2 2 2 2 0 0 60 060090 6 4 3- 01 
63155 |5 4 123 3- 205 40 
0 0 0060 7 4- 0605 ه 2- 7 0600 
8 المداخل غير الصفرية الأمامية هي المداخل غير الصفرية الأولى في صفوف المصفوفة: 
2 6131232 80 60 00 0 6 4ه 3- [كا 
ل فاناة 5 4 23 ( 3 5 20 0 
0 0 0 6 0 7 4- [قإه 6 8 2- [7] 060 


ما هى عدد المداخل غير الصغرية الأمامية ألتي يمكن أن تحتويها مصفوفة 5:0 


0 


8 يتراوجح العدد بين 0 و : بحيث يوجد مدخل غير صفري أمامي واحد لكل صف غير صفري. 

نقول عن مصفوفة 4 انها «مصفوفة درجية», أو نقول أنها في «شكل درجي»», إذا () كانت كل الصفوف الصفرية في نهاية 
المصفوفة؛ (1) وكان كل مدخل غير صفري أمامي في صف معين على يمين المدخل غير الصفري الأمامي للصف السابق له. 
اذكر أي المصفوفات في المسألة 92.2 إن وجدت, تكون في شكل درجي. 
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8 المصفوفات الثلاث يست في شكل درجي. [في المصفوفة الثالثة, ال 3 ئيست على يمين ال 2]. 


2 أعط خوارزمية تختزل صفياً مصفوفة إختيارية (,8) - 8 إلى الشكل الدرجي. [نقصد بالمصطلح «يختزل صفياه أو «يختزل» 
فقط تحويل مصفوفة بواسطة عمليات صفية]. 


0 اخطوة 1 أوجد العمود الأول الذي به مدخل غير صفري؛ سمه العمود -رل 
خطوة 2: بادل بين الصفوف بحيت تجعل مدخلا غير صفري يظهر في الصف الأول للعمود. ,ل أيه بحيث يكون 
0 ريه 


خطوة 3: استخدم ,© كمرتكز للحصول على أصفار تحت ,,»؛ أي» طبق من أجل كل 1 < [ العملية الصفية 
قير + اريريه - جر فق ,38 جرال ررك 1 يرهت) جد رج . 

خطوة 4: اعد الخطوات 1, 2, 3 على المصفوفة الجزئية المكونة من كل الصفوف باستثناء الأول. 

خطوة 5:, واصل الأسلوب السابق حتي تصبح العصفوفة في شكل درجي. 


اله 8د 2 4 
2 2- 000 


38 4 3 


2 إختزل صفياً 


إلى الشكل الدرجي. 
ل استخدم 21 ,رة كمرتكز للحصول على أصفار تحت هذا العنصر؛ أي, طبق العمليتين الصفيتين كن يي 
و ,2 + 38 - 8 للحصول على المصفوفة 

12 -3 0 

0 0 4 2 


0 0 5 3 


الآن استخسدم 4 ورة كمسرتكز للحصول على أصفار تحت هسذا المدغل ؛ أي , طبق العمليسة 
و48 + ي58 - حدري8 لتحصل على المصفوفة 

80 3ك 2 1 

0 0 2 


2 60 0600 
وهي في شكل درجي. 
2 إختزل صفياً 


إلى شكل درجي. 

18 طبق العطيتين ,8 + ,28 - حسر*8 ىا ي8 + ,38 جسر2 ثم العملية 31 + ي782 د حسر 
1 1-2003 1-- 1-2003 
4ن 0 4- 3 4-6 4- 3 1ه 
0- 7 60 060 6 7- 0007 

الآ تكون المصفوفة في شكل درجي. 


2 إختزل صفياً 


إلى شكل درجي. 
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8 نبادل أولاً بين ,8 ى ,8 لتحصل على مرتكز غير صفري في الصف الأول ثم نطبق ١‏ 2+ ,8- حسر»: وآخيراً 


5 4ب 4 2 3 4- 1 2 3 #-ت 14 2 
3 3 1 0]-[2- 3 1 0-([2- 3 1 4-10 
068 0 0600 4 6 20 0 1- 2 2-3 


2 +ي28 تيه 


وتكون المصفوفة الآن في شكل درجي. 


2 إختزل صفياً 


-4 1 

12 اسه 

63 
إلى شكل درجي. 


8 إن الحسابات اليدوية تكون عادة أسهل عندما يكون العنصر المرتكز يساوي 1. لذلك. نبادل أولاً ,8 و ي8: ثم نطبق 
بي 0 لي وك فى يك ثم 
+ ,8ه مسرم وى ي8 + ,62 جسي8؛ ثم تطبق بعد ذلك ر2 + ي8 ححرة 


ا له 2 1 ات 12 
[ 5 0)-[مد 5 61-060 1 4 إد-يم 
0 0 0 6 9- 0 4- 3 6 

ويذلك تصبح المصفوفة في شكل درجي. 

2 إن الخوارزمية في المسالة 95.2 تصبح «خوارزمية تمركزية» إذا اخترناء في الخطوة 2, المدخل في العمود [ الذي له أكبر قيمة 
مطلقة كمرتكز ,ر,©» وإذا حددنا في الخطوة 3 العملية يال + ولزن © أيه -) سير . استخدم الخوارزمية التمركزية لاختزال 
المصفرفة التالية 8 إلى شكل درجي: 

0 1ح نب 
3 60 306-|-ى 


1-7 0 2 

01 نبادل أولاً بين 8 ى ,8 بحيث يمكن استخدام 3- كمرتكن, ثم طيق ١‏ يظ8 + /2/3(8) حدر ى يظ + 1/3(8) سر 
3ت 86 8 كدر 2-11 620 للع 
2 2 5 )-(! 2 2 2 اسم 
3 10 5- 0 2 6 1-7 

الآن» نبادل بين 82 وى ,8. بحيث يمكن استخدام 5- كمرتكن ثم طبق ‏ 1+ ي2/5(5) جر 
1- 6060 3-/ 1- 60060 3- 
3 10 5- 0 |-[5/3 10 5- 0 سم 
1 0060065 13 2 2 0 

وهكذاء تم وضع المصفوفة في شكل درجي. 

2 صف الفوائد. إن وجدتء لاستخدام الخوارزمية التمركزية. 


18 تتضمن العملية ,8 + ,#(,,ء/,ر»-)ج# القسمة على المرتكز (الحالي) ,,»ه. ولكن الأخطاء التدويرية: على 
الحاسوبء يمكن إختزالها بشكل كبير عندما تكون القسمة على عدد تكون قيمته المطلقة أكبر ما يمكن 


102.2 إذا كانت 48 و 8 مصفوفتين درجيتين» لهما نفس الحجم., بيّن أن 8+ لك الااضرورة لأن تكون مصفوفة درجية. 
6 11/0680 هس قد 5 4 3 
9 3 0615-65 )+12 3 8 


2 بين أنه إذا كانت 4 مصفوفة درجية, فإن شط تكون أيضاً مصقوفة درجية؛ من أجل أي عدد سلمي . 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 2 6 53 


8 إذا 60>-ك, تكون 8 المصفوفة الصفرية. وهي في شكل درجي. إذا #0 فإن ضرب مداخل ه في ع لا يقر من 
مواضع الصفوف الصفريةء ولا يغيّر من مواضع المداخل غير الصفرية الآمامية. 


2 الشكل الصفي القائوني» حذف جاوس 


104.2 نقول عن مصفوفة 8 أنها في الشكل الصفي القانر إذا (1) كانت لل في شكل درجي؛ (11) كل مدخل غير صفري أمامي يساوي 
1 (11) كل مدخل غير صفري أمامي يكون المدخل غير الصفري الوحيد في عموده. أي المصفوفات التالية. والتي وضعت 
مداخلها غير الصفرية الأمامية داخل مربعات. تكون في الشكل الصفي القانوني؟ 


4- 5 4 00 2 3 [2 3 2 [ن) 
010 و ؛ ؟ش ١‏ كا رب) إلنا ٠5‏ 65 
2 [كإ 0ه 0 0 00 80 00060 
0 60 0060096960960 0060 

0 30 0 4 0 

وا ؛ 5 م 1لا 

0 2 [[ن] 6 0 0 ه60 

لنا 6ه 8 © 0 0 6 


88 (1) المصفوفة ليست في الشكل الصفي القانوني لان المداخل غير الصفرية الأمامية لا تساوي 1. (ب) المدخل غير 
الصفري الأمامي في الصف الثاني ليس المدخل غير الصفري الوحيد في عموده. (ج) المصفوفة تكون في الشكل الصفي 
القانوني. 

32 اي المصفوفات, في المسألة 92.2. تكون في الشكل الصفي القانوني؟ 


2 أي المصفوفات تكون في الشكل الصفي القانوني؟ 
2 0 105 0 5- 17 0 1 30- 12 
000 0 6 06 4- 2 5 00 
1-7 0 00 6 60 000 3 07 00 
ألا المصفوفتان الثانية والثالثة 
2 اعمط «خوارزمية حذف جاوس» من أجل إختزال مصفوفة إختيارية 4 إلى شكل صفي قانوني 
تتكون الخوارزمية من خطوتين رئيسيتين: 
الخطوة 1: إختزل المصفوفة 4 إلى شكل درجي [المسالة 95.2]؛ ارمز للمداخل غير الصفرية الامامية ب ررك , ٠.١‏ برزد4 مور» 
خطوة 2: إذا #1 .ررم إضرب آخر صف غير صفري, في رره/1. ثم استخدم 1ت ,رم كمرتكن للحصول على 
أصفار فوق المرتكز. كرر العملية مع ي#,.ري ,#در_,8. أخيراً وإذا كان ذلك ضرورياً إضرب 12 في ,ر,1/6 
لكي تجعل 11> ,ريه . 
المصفوفة الآن في الشكل الصفي القانوني. الخطوة 2 تسمى أحياناً «التعويض المرتده. لأن المداخل غير الصفرية الامامية 
تستخدم كمرتكزات في ترتيب عكسيء من أسفل إلى أعلى. 
2 ضع المصفوفة الدرجية التالية في شكل صفي قانوني: 
6 5 4 23 
3 2 3 6 ملعم 
4 6 0 00 
لا نضرب ,8 في 1/4 بحيث يصبح المدخل غير الصفري الأماميء ,,0: يساوي 1. نوجد اصفاراً فوق ريه بتطبيق العمليتين 
8+ يهكه جيه إلى 8+ يهم حسيع: 


موقع الفريد في الفيزياء 


4 1 جبر المصفوفات 
6١ /23 4+4 5 0'‏ 45 23 
25 624-(5325-م 
01 0080 006061 
نضرب 82 في 1/3 بحيث نجعل المدخل غير الصفري الأمامي. ررة, يساوي 1. نوجد أصفاراً فوق يرة بواسطة العملية 
8 عه مع ١‏ 
0١ /2 3 0 7/3 0‏ 5 4 23 
01 0ه ده 1 6 سم 
1 0 6660أ 17 6 60060 
آخيراً, نضرب ,8 في 1/2 لنحصل على الشكل الصفي القانوني: 


0 7/6 0 3/2 1 
0 3 1 0 0ألدمى 


32 اختزل المصفوفة 


إلى الشكل الصفي القانوني. 
8 أولاًء نختزل 8 إلى شكل درجي بتطبيق ‏ 22+ ,28- حسي#. و 2+ ,3 - مي ثم رو + 8 - جيه 
'4 6 12- 2 2/ 48 106- 2 2 
5 2- 3 0 0م 
2 4 © 66 ث5 2 3 0ه 
نطبق الآن خطوة 2 في خوارزمية جاوس. نضرب ,8 في 4/! لكي يصبح المرتكن 1 > ,را. ثم نطبق ‏ ي8 + 281 ميا 
ا 
1 10- 22 4 106-- 22 
4 380 0 5 2- 8-0003 
د 6ه 1/2/6060 1 0 
الآن؛ نضرب ,1 في 1/3 لنجعل المرتكز 1> ريط ونطيق ‏ ,2+ يظح 2ه 
8 و 38 هك 4 2 
3 21000 106 8-100 
٠600 1 12‏ /1/2 1 0 00 


أخيراً. نضرب ,8 في 1/2 لنحصل على الشكل الصفي القانوني: 


2 إختزل إلى الشكل الصفي القانوني: 
3-5 3 + 
33ت 4 1 م 
8- 2059 
8 نختزل أولاً 4 إلى شكل درجي بتطبيق 22 + ب8- جسي8 او 82+ /28- جسره: ثم نطبق ١ر8‏ + ي38- حي 


4 32 1 8 3-4 2م 4 
1 2< + 9--|1 2- 1 3 0 امد )و 
1 2 0 


2_- 
3 
6 وأ آله 4- 3 9 0 
نستخدم الآن التعويض السرتد. نضرب ,8 في 1/2 لنحصل على المرتكز 1< يرةء شم نطبق 8+ ي28 جسر8 
يس مس ا 
1 3 0 
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111.2 


1122 


113.2 


1142 


115.2 


الفصل 2 © 55* 


40 32 2ع 4 2 1 
ا ل 1 1 اسه 
1 0890 


3 1-2 
+ 3 10-يم 
12 1 


ل ك0 

الآن» نضرب ,2 في 1/3 لنحصل على المرتكز اءترية, ثم نطيق ‏ ,8+ ي28 ج82 
6 0 11/3 90 1/ 3/20 0 3 1-2 
| 0 13 1 2-5 60 113 0 
1 8 همأ /1/2 1 0 0 060 

بما أن 1 ,,8, فإن المصفوفة الأخيرة تكون الشكل الصفي القانوني المطلوب. 

صف «خوارزمية الحذف لجاوس ‏ جوردان», والتي تختزل مصغوفة إختيارية 4 إلى شكلها الصفي القانوني. 

8 إن هذه الخوارزمية مشابهة لخوارزمية المسألة 95.2 باستثناء أن الخوارزمية هنا تناظم أولا أحد الصفوف للحصول على 

مرتكز وحدة, ثم نستخدم هذا المرتكز لوضع أصفار تحت وفوق' المرتكز قبل الحصول على المرتكز التالي. 

نتكلم عن «شكل درجي/ بدون (أل) التعريف» لمصفوفة 8 وعن «الشكل الصفي القانون/ب (آل) التعريف» للمصفرنة 8. 

لمأذ!؟ 

لظ أن مصفوفة إختيارية 8 يمكن أن تكون مكافتة صفياً لمصفوفات درجية عديدة. من جية أخرى, وبغض النظر عن 

الخوارزمية المستخدمة. فإن مصفوفة ‏ تكون مكافثة صفياً لمصفوفة وحيدة تكون في شكل صفي قائون. [إن المصطلع 

«قانوني» يوحي عادة بالوحدانية]. 

استخدم حذف جاوس ‏ جوردان للحصول على الشكل الصفي القانوني للمصفوفة في المسالة 110.2. 

88 نستخدم المدخل غير الصفري الأما إتكز لوضسع أصفار تحته؛ بتطبييق 

ى 8+ 28- حر8: يقود هذا إلى: 


اع 3 


نضرب ,1 في 1/3 نحصل على المرتكز ١‏ > رره. ثم نوجد أصفاراً تحت وفوق ريه بتطبييق ,8 + يف مسرا 
و ب + 28 جس عاد 


3 1/3- 11/3 10 2 1 1-23 
م 3- 1/3 1 0-ه 3- 1/3 1 030 
1 2 0 600 4 4- 3 9 0 


آخيراً تضرب ,8# في 1/2 للحصول على المرتكز ! < رره. ثم نوجد أصفاراً فوقه بتطبيق 82 + 2/3(1) مسرم 


فرغ1 + ي1/3(14) حم لاد 
13 10 
3 1 م 


0 0 


-23 3 0 1 1/33 0 3 


-3 | 0 0 11/3 0 5 
0 1 1/2 00 0 1 42 


اكتب كل الأشكال الصفية القانرني للمصفوفات 2»2. 

06 م 1 
9 0( ث6( 
حيث 6 عدد سلمي اختياري. 


إختزل المصفوفة الدرجية 


إلى الشكل الصفي القانوني. 
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6 © جير المصفوفات 
8 انستخدم التعويض المرتد للحصول على: 


60 186 5-0 0 هد 5 0 9- 5 ل مس 0ح 
160 00 1 5-6 1 01-6 2 06 |3 2 - 
1 0 06 1 0 0 1 60 06 1 0 6 1 60 6 


حيث كل ال 0 * ,8. أوجد الشكل الصفي القانوني ل 8 (تعميم المسألة 115.2). 
8 بضرب ,8 في ,21/4 ثم استخدام 1 > ,8 الجديد كمرتكز. نتحصل على المصفوفة 
© 2ك ديه 
دده م42 

ووه 0 0 


0 
0 
0 


1 
نلاحظ أن العمود الأخير ل 4 تم تحويله إلى متجه وحده. كل تعويض - مرتد لاحق يعطينا متجه وحدة عمودياً جديداً. فتكون 
النتيجة النهائية 


أي أن المصفوفة 4 يكون شكلها الصفي القانوني «المصفوفة المتطابقة» 1 


2 المصفوفات المركبة 
2 يمكن تجزئة مصفوفة 4 إلى منظومة من مصفوفات أصغر, تسمى مصفوفات جزثية؛ بواسطة مجموعة من الخطوط الآفقة 
والراسية. تسمى المصفوفة 4 عندثذ «مصفوفة مركبة». أعط حجم كل واحدة من المصفوفات المركبة التالية: 


(وهما جزءان لمصفوفة واحدة). 
8 () يكون للمصفوفة المركبة صفين (و_ | ! 


0 ف 3م 


2*1 1*2 ى1<اة]. (ب)3*2. 


0 
5 !) و 99[ 1|4 )2 وثلاثة أعمدة 


لذلك؛: فإن حجم المصفوفة 3. [هناك أربعة أحجام مركبة: 222 
2 النفترض أن المصفوفتين 4 و 8 جُرْنًا إلى مصفوفتين مركبتين. مثلا (47) >8 و(ر8) > 8, حيث يكون للمصفوفات 
الجزثية المتقابلة ,ا ى ي8 نفس الأحجام. أوجب المجموع ‏ 1+ 8. 
© يمكن الحصول على المجموع 8+8 بجمع المصفوفات الجزئية المتقابلة: 
مرك يه ويك 8 خبريك 
موق + بوك يوق + ويه و3 خ بدك |د و بير 


بره 08 يرق + ورك رمق + برك 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 2 6 57 


بتلخص التبرير في أن جمع المصفوفات الجزثية المتقابلة يجمع العناصر المتقابلة في هاو 8 


2 لتكن 4 مصفوفة مجزاة في مصفوفات جزتية؛ مثلاًء أوجد المضاعف السلمي 14 


لآن ضرب كل مصفوفة جزئية في ينتج عنه ضرب كل عنصر ل في . 


2 لنجزىء المصفوفتين لآ و / إلى مصفوفات جزتية كما يلي: 


كي ع لبا انا 
ل اا ع ب دير 
# اث 


حيث يكون عدد أعمدة كل مصفوفة جزثية ,لآ مساي لعدد صفوف كل مصفوفة جزئية ي/1. أوجد الجداء /ال1. 


8 يمكن الحصول على الجداء لاا بضرب المصفوفات الجزئية المتقابلة؛ أي أن 


يولألورلا + لآررلا > رآ 


لكي تقنع نفسك بصلاحية الضرب المركب, انظر في العملية التالية لحساب العنصر ‏ (1,1) ل /الا: 
العنصر -(1,1) في ,يلا ورلا العنصر )1.1(١‏ في ,رلا رلا 


مسر ومسس سم وك 
لدت 5064 + وورورظ رمي يك + رييرلا + ررتاييكة + 06 روناىيكا © يولكجركة + ووتظبيكة عت وروا 


وبذلك. فإن تجزئة [] و لا يعني تجزثة المجاميع المعرّفة لعناصر /الآ. 
2 احسب 88 باستخدام الضرب المركب. حيث 


121 12 
2030م 5 30 5 )س2 


9 مني اد )2 حيث . "5, 6. 8. 5, '1 المصفوفات الجزئية المعطاة. وبالتالي. 


© و9 7 عد 
1 إقم/ ١5ل‏ 12 و 
4 كذ 2ط 5)_|(ن)*(0) (ود مد و) كتمع مه عه 
7 33 26 وذأع ع( ع وا«قه 
02 00 5ه 0600م 
3 الحم :60 بامعداء الشرب المركية حية 
0/1 109 00 
2 1 وعم اف و8 
13 60 060 لل 
5 6 45 
6 5 5غ) 66م 5 4 60 160 1 0 80 6/1 160 
0 | 1 5-5 1 8 ]اج 5 1 #-مكملة + |0 1 0[0 1 مه 
19 15 12 /18 15 12 1 0 0 3 1ه مأ 66 


2 احسب 85 باستخدام الضرب المركب» حيث 
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8 68 جير المصفوفات 


ع وي ف ا ع هن 
6 0 ا 


10-3+2 5+2-8 
0 3- 2 ]20 1 5 
6-12+1 000 22 -143 4 عع 06 
0 78680 
60 1226 17]ي 
9 1- 0 580 
5- 7 60 0 
12 اضرب 
1 8 
0 
١ 0600 2‏ 
3- 00 _- 
1 2 2 الا 5 سن 
0 500 17- 2( و كث/ه 2 


2 كم عدد الطرق التي يمكن أن تجزا بها مصفوفة 548 إلى مصفوفة مركبة . 34؟ 
1# يتطلب الامر عدد 3-1-2 خطوط مقسمة آفقية, وعدد 4-1-3 خطوط مقسمة رأسية. الآن, لدينا 5-١-4‏ 
موضعاً لوضع الخطوط الافقية, وعدد 8-1-7 موضعاً من آجل الخطوط الراسية. يمكن وضع الخطين الافقيين في 4 أماكن 


يعدن 0-6 من الطرق ويمكن وضمع الخطوط الراسية الثلاثة في.7 أماكن بعدد كد (ة) من الطرق. وبالتالي, هناك 
0 - 6.35 طريقة لإنجاز التجزئة. 
62 كم عدد الطرق التي يمكن أن تجزا بها مصفوفة «*<0: إلى مصفرفة مركبة وم 


(5-1)(/-7) طريقة (تعميم للمسالة 252!). 


موقع الفريد في الفيزياء 


3 الخطية, الحلول 
0053 متى يقال عن معادلة, في عدد 8 من المجاهيل ,؟.....ي*., أنها «خطية,؟ 
88 عندما يكون لها الشكل النمطي التالي: 
7 > ايها يكلية + رالية 3 
في (1): يسمى الثابت يه «معامل» ي». أما © فيسمى ثابت المعادلة. سنفترض أن كل الثوابت, في مسائل هذا الفصل, تنتمي إلى 
1 
203 حدّد عما إذا كانت المعادلة 16-#و8-بر7+*5 خطية. 
اا لاء لان الجداء 2لا لمجهولين يكون من الدرجة الثانية. 
33 هل المعادلة 5 ع0! > ع+لإ7 ++ خطية؟ 


فا نعم, لآن 3 , ©, 5 108 ثوابت. 
43 حدّد عما إذا كانث المعادلة كسم مكافتة لمعادلة خطية. 


الا افترض * * «*. وتخلص من الكسر 
12 امسجتيرك (6+ع)(2-ي) د وجر 3 0 - بردعروبوتر 
لاء لآن ** من الدرجة الثانية. 
2553 حدّد عما إذا كانت المعادلة التالية خطية: 16 > +8 - برط + 3 
8 المعادلة في وضعها الحالي لها أربعة مجاهيل: ». لاء 2, 6. والمعادلة لبست خطية بسبب الحد. لإ6. ولكن, إذا افترضنا أنْ 
غ٠‏ عدد ثابت: فإن المعادلة تكون خطية في المجاهيل *. لز. 2 
63 هل 3<». 2 على 2-1 حل للمعادلة الخطية: 4 » 32-ئنر2+»؟ 
ل عموصاً. تكون النوئية [متجه في "8] ليلانتتتولان 0ا) > لا جلا للمعادلة 20 لي 
0 > (رلاء....رناء )8 وبذلك؛ نعوض في المعادلة المعطاة لنحصل على: 
3+20-30024 الى ل4شت-4ه+3 ار 0 


ب (أى نحققها) إذا 


نعم. هي حل للمعادلة 
3 هل ادن 2ظل ودج حل للمعادلة في المسالة 6.3؟ 
8 نعوض في المعادلة. فتحصل على 
36(24- )1+2 أو 4ثو-4+] الى 44 
لا ببست حلا 
063 هل بكون (8.1.2) > نا حلا للمعادلة 32-4-ن2+م؟ 
88 بما أن الله * هو ترتيب المجاهيل. فإن (8.1.2) > لا اختصار من أجل 2-2 1 لل. 2-8 نعورض في 


المعادلة. لنحصل على 


59 
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0 3[ منظومات المعادلات الخطية 


593 


103 


12,3 


14,3 


15.3 


173 


024- مجه الى 4ذمديبجق أو كيخه 
نعم, أنها حل للمعادلة. 
هل (1,5-,2) دم حل للمعادلة في المسالة 3 
8 نعوض في المعادلة, للحصول على: 

2-1-4 +2 الى 0 2-2-1524 الى وذكلف- 


لا ليس حلاً. 

هل (1,2,5-,3) > 3 حل للمعادلة في المسالة 58.3 

8 الاء يمكن لمتجه ذي ثلاث مركبات فقط أن يكون حلاً. لآن للمعادلة ثلاثة مجاهيل فقط. 
هل (3,2,1,0) #« نا حل للمعادلة 3 هي« + ي«4 - ث2 + يه 

8 عرّض لتحصل على 023+(4)1-(3+2)2 أى 323: نعم أنه حل. 

هل (1,2,4,5) > 8 حل للمعادلة في المسالة 11.3؟ 

88 عرّض لتحصل على 523+ (4)4 -(2)2 +1, أى 623- ! ليس حلاً. 


هل (5,2-,3) # نا حل للمعادلة 2-1 5 »2 + برع 
88 سوف نفترض أن #رلاء»ا هو ترتيب المجاهيل في ناء بغض النظر عن ترتيبها في المعادلة لذلك» فإن (5,2-,3) » نا 
اختصار من اجل 2-2, 2-5 لز, 3-*. نعوّض في المعادلة, فنحصل على: 
2)3(22-1+ك- الى 2-410 شوبقد 5 11 
نعم, أنه حل للمعادلة. 
هل (2-,6,4) > نا حل للمعادلة 4ع بع-ي» + ,53 
8 المتفق عليه, أن مركبات نا مرتبة وفق الأدلة السفلية للمجاهيل. وبذلك, فإن (2-,6,4) > نا. اختصار من أجل 
6كين كفكيم 2- > ي»*. نعوض في المعادلة, للحصول على: 2-624 -(3)4, أى 424. نعم, أنه حل. 
المبرهئة 1.3: انظر فى المعادلة الخطية المتفسخة ط- .*0+...+ ي*0 + ,«0. ( إذا كان الثابت 60 فإنه ليس 
للمعادلة حل؛ (11) إذا كان الثابت 6-0 فإن كل متجه في "8 يكون حلاً. 
اثبت () في المبرهنة 1.3. 
2 ليكن ل.....ركا,,) - نا. أي متجه. بما أن 0< إ0, من أجل 1 فإننا تحصل بعد التعويض على: 
ع 01+ ...+ ي0 + 016 أي مع 0+...+ 0+0 أى مده 
وهذه ليست عبارة صحيحة, لآن 0 0: وبذلك, لا يمكن لآي متجه أن يكون حلا للمعادلة. 
اثبت (1) في المبرهنة 1.3. 
018 لدينا من أجل أي متجه (يكأءريكار,ء) - نا في "2 0 -016+ ...+ غ0 + 01 وبذلكء يكون ذا حلاً. 
صف حلول المعادلة ب + 26 + ب2 - سير + بو3 + 2 
18 أعد كتابة المعادلة في شكل نمطي بتجميع الحدود ونقلها: 
و3 + :2 2 3س نم3 + :2 أى 3-:22-39 س3 +2 أى 3ع بون + ع0 


المعادلة متفسخة غير صفري؛ وبذلكء لا يوجد لها حلول. 


صف حلول المعادلة 1 + برح 26 يري 2س 3 + 3 - عر - برف 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 3 © 61 


3+ ع برح 3+ يرداو 2 3- 
المعادلة متفسخة بثابت صفري؛ وبذلك فإن كل متجه (4.5) - ا في #2 يكون حلاً. 


عوج بود اول 5 0 مجعو 


3 المعادلات الخطية في مجهول واحد 


المبرهنة 2.3: لتكن المعادلة الخطية 6-+2. () إذا 0 2. إذن يكون 28/ > * الحل الوحيد. (1)إذا 0ج 
ولكن 0 0, فلا نوجد حلول. 011 إذا 8-0 و 0-0 فكل عدد سلمى عا يكون حلاً 
3 اتثبت () في المبرهنة 23. 
8 ابماأن 0ق فإن السلّمي يكون موجوداً. نعوض ب 6/2 في تنه يعطينا طح (ه/ط)م أى. طعا 
وبالثالي» يكون 8/8 حلاً. من جهة آاخرى, لنفترض أن و حل ل 8ح عه بحيث أن 26 يعة. بضرب الطرفين في 
4 نحصل على 0/8 > ,*. وبالتالي» فإن 6/2 هو الحل الوحيد ل 0 > جه 
3 اثبت (11) في المبرهنة 23. 
1 مثبتة بواسطة المبرهنة 1.3 (1) 
53 اثبت (11) في المبرهنة 2.3. 
مثبتة بواسطة المبرهنة 1.3 (1). 
3 حل 2ل سيره 
8 نضرب في 1/4, فتحصل على الحل الوحيد 3- > 12/4 - 2< ير 
3 حل 0«ععق 
8 نضرب في 21/5 قفتحصل على الحل الوحبد 0 0/5 - عم 


24.3 حل 7# عدعيل 
8 بافنراض أن ١‏ ثابت, وأن 0 * . فإن 7/6 يكون الحل الوحبد. إذا 0 > 6, فليست هناك حلول 
3 حل 6+ عد اد يكم 


0 انفل ثم أعد كتابة المعادلة في شكل تمطي: 1+ 6< يرب ع4 أى 7» «3. إضرب في 1/3 لتحصل على 
الحل الوحيد 7/3< 2 

3 حل 3+»عع- 26-5 5 
8 أعد كتابة المعادلة في شكل نمطي: 3+ #عة5-», أو 3+8-*-», أو 04-8. ليس للمعادلة حلول 
[المبرهنة 2.3 (11)] 

53 حل *-|+28- 3- ير + 4 
قا أعد كتابة المعادلة في شكل نمطي: !1+« |1+» أو 
[المبرهنة 2.3 (11ا)]. 


42> في 86-8 إن عن نيلم ٠‏ يرن ملا 


3 معادلات خطية في مجهولين 

3 احدد ثلاثة حلول مختلفة ل 4 > بر + 28 
© اختر أي قيمة لأحد المتغيرين 2- > * مثلاً. عوض ب-2- > * في المعادلة لنحصل على 4 - و+ (2-)3 أو 
سيد بو ع قو 8لا وبذلكه يكون ‏ 2--*, 8-لا أو بتعبير آخر- تكون النفطة ‏ (2,8 ) في 82 حلا 
عوشي الآن بب3-*8 في المعادلة للحصول على 4- بر+ (2)3 أو 4ح بم +6 أو 2 - > «ا والنالي» بكون (2-.3) 
حلاً. أخبراً عرض ب 0 > لو في المعادلة لتحصل على 4- 0+<2, أو 4 *28, أو 2 2 6ن ويلك كوق (2,0) حلا 
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23 أرسم بيان المعادلة 4 ح لا + 2# في المسالة 28.3. 
88 أرسم الحلول الثلاثة (2.8-), (2-.3). (2.0). في المستوى الديكارتي *8, كما هى موضح في الشكل 1-3. أرسم 
الخط المستقيم 4 المحدّد بين مثلاء (2.8-) و (2.0)- ثم لاحظ أن الدل الثالث بقع أيضاً على 2.. فعلاء فإن 46 هو 
مجموعة كل الحلول؛ إي أنّه بيان الدالة المعطاة. 


3 اوجد ثلاثة حلول مختلفة ل 14 > بر3 - 22. 
ينا إختر اي قيمة لاحد المتغيرين. [نجد, عادة. حلين باختيار 0 > » للحصول على محصورة -», ثم 0 # ل للحصول على 
محصورة -لا]. نعوض ب 0 ><« في المعادلة لتنحصل على 
4 - برق - (2)0 5 اس 14 ح برق 7 3 عبر 
وبذلك يكون 0 » او 14/3- > للء أى بتعبير آخر الزوج (14/3-,0). حلاً. 
نعوض ب )> ل في المعادلة للحصول على 


4 » (3)0-:2 أو 214 أى 0-7 
وبالتالي. يكون (7.0) حلاً آخر. نعوض ب د للحصول على 
4 > بر1-(2-)2 2 4 ع برق 4س أى 18 ص برق أو 6 در 
وبذلك. يكون 2- > »او 6- - لر, أى بتعبير آخر الزوج (6-.2-). جلاً. 


3 أرسم بيان المعادلة 14 < نر3 - 2 في المسالة 30.3. 
18 عيّن مواضع الحلول الثلاثة على المستوى الديكارتي 87. كما موضح في الشكل 2-3, ويكون المستقيم [راجع مسالة 
3] المار بهذه النقط الثلاث هى بيان المعادلة. 


شكل 2-3 
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3 أوجد ثلاثة حلول مختلفة في 82 ل 3 > ». ثم أرسم بيان المعادلة 


8 إن 3**. باعتبارها معادلة في “8. إختصار من أجل 3- 09+ ». هناء أي قيمة لا لا تعطينا 3<« مثلاً. 
(3.0), (4-,3). (3,2) حلول لهذه المعادلة. ويكون بيان 3+ * خطا راسياً يقطع محور ١‏ عند 3ه ين 


كما موضح 
بالشكل ‏ 3-3. 


3 اوجد ثلاثة حلول مختلفة في 82 ل 2- > لزء ثم أرسم ببان المعادلة. 


8 إن 2- - لإ باعتبارها معادلة في 82, إخنصار من أجل 2 


+ 08. وبذلك. فإن أي قبمة ل » نعطينا 
2- ع بن مثلاً, (2-,2(.)0-,4-,(2-,3) حلول لهذه المعادلة. ويكون بيان 2- ا خطا افقياً يقطع محور ١لا‏ عند 
2- > .كما موضح بالشكل 4:3. 


شكل 4-3 


0343 لتكن منظلومة من معادلتين خطيتين. ولنسمهما ,.5 و يمة. في مجهولين * و لا. يعرّف حل للمنظومة بأنه زوج (رغ.,غ) > نا 
يحقق المعادلتين معاً. 
() صف هندسياً الحالة التي لا يكون فيها للمنظومة حل وحيد. وأعط مثالاً. 
(ب) صف هندسياً الحالة التي لا يكون فيها للمنظومة حلول. وأعط مثالاً. 
(ج) صف هندسياً الحالة التي بكون فيها للمنظومة عد لا نهائي من الحلولء وأعط مثالا 
8 () المستقيمان المقابلان للمعادلتين الخطيتين ,ءة و رءة يتقاطعان في نقطة واحدة. كما في الشكل 5-3 
(ب) المستقيمان المقابلان للمعادلتين الخطينين ,5 ى رء5 متوازيان. كما في الشكل 6.3 
(ج) المستقيمان العقابلان للمعادلتين الخطيتين ,ء؟ و ,ء5 متطابقان. كما في الشكل 7.3 
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1ع روجع قاع وله 

6 - يه امه 8 > وو جم 
شكل 6-3 شكل 5-3 
نك 227 ع3 

لك أعوو+ع 


3 
8 بما أن أحد معاملي لا هى سالب المعامل الآخر نجمع المعادلتين 

7» بره يق 

1ع نج +ع 
4 أو 2>ي» 


الجمع: 
نعوض ب 2 * # في المعادلة الثانية لنحصل على 1 
1 آى بتعبير آخر الزوج (1/2-,2). حلاً للمنظومة. 


63 حل 


برد+2 أو 1/2-- لز. وبذلك. يكون 2عد»ع ر1/2- « نن, 


برذ + ع2 
لكك 7-دير2 - ع3 
ليا لحذف *؛ نضرب ,مآ في 3, ونضرب وبآ في -2, ثم نجمع المعادلتين الناتجتين: 
08 لك ريك 
سري21: 14 د برك + بر 
الجمع: 38 2 بر19 آق 2 
نعوض ب2 ١/2‏ في واحدة من المعادلتين الأصئيتين ب مثلاً لنحصل على 8-(5)2 +282 أى 282+10-8 أر 
2 - م 2 أى 1- ع *. وبائتالي. يكون 1- د« ار 2ل أو بتعبير آخر الزوج (1,2-) الحل الوحيد للمنظومة. 


: 


3 حل مسالة 36.3 بحذف لا أولا. 
8 نضرب إلا في 2 لنحصل على 109-16 +42؛ ونضرب إن في 5 لتحصل على 35- - 10 - 15#؛ ثم تجمع 
الحصول على 19- - «19[ أي 8-2-1 تعوض ب 2-2-1 في إن للخصول على 28 ر5 + (1-)2 أن 
8ع ير245-, الى 10ع لق أى 2- لا. مرة أخرى. نحصل على الحل (1,2-). 
3 حل 
بلك 28 و دعق 
يلك 210 بره +عة3 
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8 لحذف ل نضرب رد في 2 لنحصل على 49-16 - ع10؛ ثم تضيفها إلى رنة للحصول على 26 - 132 أو 2 - م 
نعوض ب-2 > * في و5 لتحصل على 10 > تر4 + (3)2 أو 49-10 + 6, أو 4د برك إى 1<للا. وبذلك, يكرن 
الزوج (2,1) حلا للمنظومة 

3 هل 

مك | 5دور2-ع 

ره 10- 2 برم ع يروك 
8 الحذف », نضرب ,بلا في 3 فتحصل على 5 - 69 - 438 ثم نضيفها إلى رنة لتنحصل على 5 - /إ0 + 08. وهذه 
منظلومة متفسخة لها ثابت غير صفري؛ وبالتالي» لا يكون للمنظومة حلول. [هندسياً يكون المستقيمان متوازيين]. 


3 حل 


يلا 5د رع 

وآ 15- د و6 + «3- 
8ه لحذف *, تنضرب ,32 في 3 لتحصل على 5 - 6 -3؛ ثم نضيفها إلى ,ءآ فتحصل على 0 2 بإ0 + «0. وهذه 
معادلة متفسخة. حيث الحد الثابت صفري. وبالتالي» يكون للمنظومة عدد لا نهائي من الحلول والتي تقابل حلول كلتا 
المعادلتين. [هندسياً. نقول أن المستقيمين متطابقان] لإيجاد الحل العام» الذي يتضمن هذا الددد اللانهائي من الحلول الخاصة», 
نضع 8< ونعوض في ,مآ فنحصل على 225 - » لو 28 + 5 ». وبذلك, يكون (,20 + 5) الحل العام حيث 
8 أي عدد حقيقي. 

3 لنفترض أن 80 24-60 من أجل المنظومة 


05 تساندينت 
05 رفانت 


0 
2 

بيّن أن للمنظومة جلاً وحيداً (©-4م)/(عه-ة) ع بر ,(وط-0ه)/ه - هل) دير 
ا نضرب ,بآ في [, ونضرب ,دآ في 6- , ثم نجمع فتحصل على 8ط - عل - «(ءه-طه). بما أن 0 ##وط-0م, فإننا 
نحصل على القيمة الوحيدة (6م-06-0/84) > *. الآن. نضرب ,ءآ في ©- ؛ ونضرب يا في 2, ثم نجمع فنحصل على 
6ه ع بإ(ءط-20). بما أن #0 0-66ه, فإننا نحصل على القيمة الوحيدة (©م-00)/(ع7-0ه) د بن 

3 أعط تفسيراً هندسيا لنتيجة المسألة 41.3. افترض للتبسيط أن 0 * 00. 
اللا يمكن كتابه الشرط 0 * ءط-0ة في الشكل 


2 4 3 03 
عطعوهم أو جيخوج ‏ أل كدعوم 


ولكن (0/ه)- هو ميل ر: (طلع) + «(ط/ة)- - لز وى -(08) ميل تبي: (7/0) + «(8/)-- - لا. عندما يكون الميلان 
مختلفين؛ فلا بد للمستقيمين أن يتقاطعا في نقطة واحدة. 

وبالعكس» نرى أنه عندما 0 > 20-66 يكون, المستقيمان مترازيين أو متطابقين» وبذلك لا يكون للمنظومة في المسألة 
41 أية حلول؛ أى يكون لها عدد لا ذهائي من الحلول. 


3 معادلة واحدة في مجاهيل عديدة 
يتعامل هذا القسم مع المعادلة الخطية (1) في المسالة 1.3 
3 أوجد «المجهول المقدّم» وموضعه « في المعادلة 
2 -ي72 - 0 + ييية ب يع + ي0 + ,0 
8 نقصد ب «المجهول المقدّم»؛ في معادلة خطية: أول مجهول بمعامل غير صفري. وبالتالي؛ فإن موضعه م يكون أصغر 
قيمة صحيحة ل [ بحيث أن 0 * ,ه. هناء يكون ر* المجهول المقدّم. لآن 0 > ,8 0 - ره ولكن 0 * يه. وبذلك. يكرن 
13م 
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24,3 


2453 


246.3 


242.3 


أوجد «المجهول المقدّم» وموضعه « في المعادلة 4< 22 + :7 -»0. 
8 لهو المجهول المقدم و 2 > م. 
أوجد المجهول المقدّم وموضعه 7 في المعادلة 6 - 42-72 


88 إذا كانت المجاهيل هي 2: [: * فإن لا هى المجهول المقدم ى 2 - م. ولكن إذا كان لا و2 هما المجهولين فقط, فإن 
8 


أوجد المجهول العقدّم وموضعه في المعادلة 0+6 + بر0 + »«0. 
5 المعادلة متفسخة, وبالتالي» ليس لها مجهول مقدّم. 
المبرهنة 3.3: لتكن المعادلة > ي»نة + ... + رية + ررق حيث 1< 58 وليكن ,«* المجهول المقدّم. 
() آية مجموعة من القيم من أجل المجاهيل ب« حيث م *ز سوف تعطى حلا وحيداً للمعادلة. [تسمى 
المجاهيل 3 «متغيرات حرة»», لأنه يمكن إعطاؤها أي قيم]. 
(11) كل حل للمعادلة يتحصل عليه من (6. [تسمى مجموعة كل الحلول ب «الحل العام» للمعادلة]. 
اثبت (1) في المبرهنة 3.3. 
8# نضع اع« من أجل م* في بسبب أن 20ت ره من أجل ( > [. فإن التعويض في المعادلة يعطينا 


اع وكلية لهو ببوكأربية + ولية أي 


هلطع 
5 * رالية 


حيث 00 من المبرهنة 2.3 (0: تتحدد م* بشكل وحيد بواسطة 


اثبت (1) في المبرهنة 3.3. 
2 التفترض أن (أ,..بركا,,) ع حل. إذن 


1 
كيه ١+‏ بممايمة + مامه أى (ملمة - :تيم وآرممة - )بي “ما 


ولكن هذا هو تماماً الحل 


4 


المتحصل عليه في المسالة 47.3. 


أوجد ثلاثة جلول خاصة للمعادلة 8 - 2 + بره - »2. 

ل هناء المجهول المقدّم. وبالتالي. خصص أي قيمة للمتغيرين الحرين لا 2, ثم حل المعادلة من أجل * لتحصل على حل. 
مثلاً: () ضع إاعدتراو[1 التعويض في المعادلة يعطينا 8 - !+ ((4)0-»2 أى 8-<1+ 22-4 أن 
28-1 إى 11/2-» وبذلك يكون (11/2,1,1)- إنا حلاً. (2) ضع 1خ لا و20 التعويض يحطينا 6-<, 
وبالتالي يكون (6,1,0) - رلا حلاً. (3) ضع 0-ز. 2-1. نعوض في المعادلة قنحصل على . 7/2 - 2 وبذلك: يكون 
(,7/2,0) تيلا حلا 


2 


أوجد الحل العام للمعادلة في المسألة 49.3. 

الإيجاد الحل العام, نعطي قيماً إختيارية للمتغيرات الحرة. مثلاً 5لا و2-6. [نطلق على 2 و 8 اسم وسيطي 
الحل]. ثم نعوض في المعادلة للحصول على 8 > ط + ه22-4, أى ط- و4+ 22-8 أى 22-125 + 4- اد وبذلكء 
يكون (طبة,1/20 -20 + 4) - نا الحل العام. 
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3 أاوجد ثلاثة حلول خاصة للمعادلة 42-5 -3 + 0*8 أو ببساطة ‏ 25 ج42 - بر3. 


8 ال هناء هو المجهول المقدم. * وى 2 المتغفيران الحرّان. (1) تضع ‏ 1 »او 1 لا. يعطينا التمويض 1/3ه لط 
وبالتالي يكون (1,1/2,1)- بل حلاً. (2) نضع 2-0 و1- لا يعطينا التعويض 1/3 > (؛ وبالتالي يكون 
(0,1/3,1) د ينا حلاً. (3) نضع 1ع و0-(إ, فيعطينا التعويض 5/3 - 40 وبالتالي» يكون (1,5/3,0) > نا حلاً. 


3 اوجد الحل العام للمعادلة في المسآلة 51.3 
8 نضع 2 * و2-6 [حيث 8 و8 وسيطان]. نعوض لتحصل على 5 458 برق أن 4+ 25 نرق أو 
53 + 5) > د وبذلك؛ يكون (46(/3,6 + 5).ه) نا الحل العام. 


3 2 معادلات في « مجاهيل 


سوف ننظر في المعادلات في الشكل النمطي 


)1.3( 


03 أوجد عدد المجاهيل في المنظومة 


22-7 +ع 


4 بر5 - ع3 
8 رغم أن كل معادلة تبين مجهولين فقط, إلا أن للمنظومة 3 مجاهيل؛ * و لا و 2. [نفترض أنه لا يوجد مجهول بمعاملات 
صفرية فقط]. 
3 حتد مما إذا كان 8- 2 ,*, 4 21 ري 2 ,* حلاً للمنظومة 
3 ي42 + ي«5 - ي22 + رد 


و2 يع + 362 + 22 
18 عوض في كل معادلة لتحصل على 
لك 3 + (5)0 -(2)4 +8- أق 
© 3)40+1-2)021+ (8-)2 او 


لاء المعادلة الثانية غير متحققة. 


0 


+8-5+ه8- أى 3523 
16+14+1-4- أو وشو 


3 هل يكون (8,6,1,1-) 0 حلا للمنظومة في المسألة 54.3؟ 
8 نعوض بالا في كل معادلة لتحصل على: 
9 4)10(23+()ك- )2 ده أد وشويى وريه أو وشو 
(2©2 1-2)0>1+(306+(8-)2 أو 221 و+ق1 جم إلى 121 
نعم لأنه حل لكلتا المعادلتين 
3 هل يكون (1,2,3,4,5) >7 حلاً للمنظومة في المسالة 54.3 
الاء إن متجها ب 5 مركبات لا يمكن أن يحل منظومة ب4 مجاهيل فقط. 
3 أعد كتابة المنظومة التالية في شكل نمطي: 
22-27 
جد برد 3ج 
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556.3 


5,3 


6263 


2623 


6233 


8 كما هو دائماً نرتب المجاهيل هكذا (2,لإ,*). وبالتالي» فإن الشكل النمطي للمنظومة يكون 


22-7 
جع يج و3 


هل يكون (1,6,77) - لا حلا للمنظومة في المسألة 57.3؟ 


أ نعم, بالتعويض يكون حلاً. 
المسائل 63.3-59.3 تتعلق بالعمليات الآولية على المنظومة (1.3): 


رق 
لي8] 


نبادل بين المعادلة 1 والمعادلة ل جه بق 
نضرب المعادلة 1 في سلمى غير صفري: دبي 


[,8] نستبدل بالمعادلة 1 المعادلة [ في مضروبة في ٠>‏ مضافاً إليها المعادلة 1 ,م5 + ببق حجبة. 


ليع 
قل 


نستبدل بالمعادلة ؛ المعادلة [ مضروبة في + مضاقاً إليها المعادلة 1: .5 + ,لاح مآ 
نستبدل بالمعادلة 1 المعادلة ز في مضروبه في ' مضافاً إليها المعادلة 1 مضروبه في 1 (0:0 ,مل + م1 حسرية 


بين آن ل [,8] عملية عكسية من نفس التوع. 


ان تبادل نفس المعادلتين مرتين, يعطينا المنظومة الاصلية؛ أي أن ,5 «حب1آ هي معكوس نفسها 


بين أن إرة1] لها عملية عكسية من نفس النوع. 


88 بضرب المعادلة 1 في #0 ثم في “عل أو بضربها في 0[ ثم في , نتحصل على المنظومة الاصلية. بتعبير آخر, 
الممليتان ,ركنا جءة ىو ,1-05 جءة متعاكستان. 


بيّن أن ل [,15] عملية عكسية من نفس النوع. 
8 ان تطبيق العملية ,3+ لظ حسبة ثم العملية ,3+ إيلكا- ججبةء وبالعكس, يعطينا المنظومة الاصلية. بتعبير آخر, 
تكون العمليتان ,آ + رمآعا حرءة و ةلاحب متعاكستين. 


بيّن أن تأثير تطبيق [8] يمكن الحصول عليه بتطبيق [ر8] و [يظ]. 
8# ان تطبيق سللاح-بة ثم تطبيق ,بآ + إلا رآ له نفس نتيجة تطبيق العملية ,نلا + اف حون 


بين أن ل [8] عملية عكسية من نفس النوع. 


18 من المسائل 62.3-60.3, يكون تطبيق عكس [8] مكافئاً لتطبيق عكس [,8]. ,م5 + إبة'عاجسبة, ثم تطببق عكس [رظ|ء 
,”+ حبق وبذلك, فإن العملية المطلوبة تكون 


زعت مكلعج مازعلا تعا-)- وم + )لعز حسوية 


رهي في شكل [قا]. 


طبق العملية ,بة1<> ونا على 


مآ : 5سو3+ 2س 
لق : أعي4- ع2 
وآ : 3عج7س بروجعرة 
7 ا 
لآ : قعم7 ر2جعمة 
و : تعمه رجع2 


4 
طبق العملية .33 مسر على المنظومة الأصلية في المسألة 64.3. 


بل : كسوقبر2-ع 
رمك : 12-3 وقجمة 


3 عيدسيدك 
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طبق العملية .3+,,31- جربة على المنظومة الاصلية في المسالة 64.3 


لا أضرب ررد في 3- وأضفها إلى ,نآ 
مه3- : 15-دعجه-برم+ع3- 
< لعنا ساد 


1 
3 
الجمع : 1622-12 220 
تحل هذه المعادلة الآخيرة مدل المعادلة الثالثة في المنظومة الأصلية لتعطي 
1 : 5 دوجوو 
م3 2[ عه4- ع2 
اج رر]ة :16-12 رق 
[لاحظ أن المجهول « حذف من المعادلة الثالثة]. 


لنفترض أن كل معادلة ,بآ في المنظومة (1.3) ضربت في ثابت ,6, وأن المعادلات الناتجة جمعت مما لتعطي 


اران +... + رطرع د ولرووقم؟ +ع يقر 6ط يه ريشي + ررقرع) 400 
يطلق على مثل هذه المعادلة مصطلح «تركيبة خطية» للمعادلات ,مة. بين أن أي حل للمنظومة (1.3) هو حل أيضاً للتركيبة الخطية 
400 
لق التفترض أن (يان.تتيكارر) > نا حل ل (1.3): 
لسر > 0 رطت يكليية + + وكلية + ايه 222 


لكن نبين أن ا حل ل (1). لا بد أن نحقق المعادلة 

مرظيت + ط: رتارع نت وكألميقمرة ا ل نين ا لان 
ولكن هذه يمكن بإعادة ترتيبها في الشكل 

وليه + + رطرع باقدكل بن كن + ... + لوظورة ع ل بغار يقارع 
أي بواسطة (2), وير ل * رطرع عيطي + .+ بطر 
والتي من الواضح أنها قضية صحيحة. 
لنفترض أن منظومة (#) من معادلات خطية يتحصل عليها من منظومة (*) من معادلات خطية بتطبيق عملية أولية واحدة ‏ 
[,5] أى [و] لى أوظ]. وبيّن أن كل حلول (#) و (*) مشتركة. [المنظومتان «متكافتتان»]. 
قا كل معادلة في (#) تركيبة خطية للمعادلات في (). وبالتالي» وبواسطة المسألة 67.3 أي حل ل ( #) سيكون حلاً لكل 
المعادلات في (#). بتعبير آخرء مجموعة الحل ل (©) محتواة في مجموعة الحل ل (#). من جهة أخرى, وبما أن للعمليات 
[,58] و [ي8] و [وظ] عمليات عكسية أولية» فإنه يمكن الحصول على المنظومة (*#) من (#) بواسطة عملية أولية واحدة. 
وبالتالي» فإن مجموعة الحل ل (#) محتواة في مجموعة الحل ل (#). وبذلكء يكون ل (#) و (*) نفس الحلول. 
بيّن أنه إذا كان يتحصل على منظومة (#) لمعادلات خطية من منظومة (#) لمعادلات خطية. بواسطة متتالية منتهية من 
العمليات الأولية؛ فإن (#) و ( #) منظومتان متكافتتان. 
8 ينتج عن مسألة 68.3: أن كل خطوة تحافظ على المجموعة الدّ ٠‏ فإن المنظومة الأصلية ( *) والمنظومة النهائية 
(#) [وأي منظومة بينهما] منظومتان متكافئتان. [تشكل هذه النتيجة أساساً لاساليب الحل في القسمين 6.3 و 7.3] 


إذا كانت منظومة معادلات خطية محتوية على المعادلة المتفسخة 
نطك«0 + .+ يه + ,02 (0عم) 

فما الذي يمكن قوله حول المجموعة الحلّية للمنظومة؟ 

8 ليس لاءة أي حلء وبالتائي لا يكون للمنظومة أية حلول؟ فتكون المجموعة الحلّية فارغة. 


إذا كانت منظومة معادلات خطية محتوية على المعادلة المتفسخة 
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0:1 > 92 + ...+ ي«0 + ,02 
فما الذي يمكن قوله حول المجموعة الحلّية للمنظومة؟ 


ل كل متجه في "7 يحقق بة. وبالتالي» يمكننا حذف ,15 من المنظومة دون تغيير مجموعتها الحلية. 


3 منظومات في الشكلين المتلثاتي والدرجي 


723 


733 


ما المقصود ب «شكل مثلثاتي» 


8 تكون منظومة معادلات خطية في شكل مثلثاتي, إذا كان عدد المعادلات يساوي عدد المجاهيل؛ وإذا كان ,* المجهول 
المقدم في المعادلة رقم . والنموذج هى: 


و > برالى4 © برو و4 4 + واتى © + ريه 
وذ تيالئية + مم6 + + ودي2 55 
مرق ** بوكر م4 1 وسير مم2 

ير > عور 


حيث كل ال 0 #يية. 
صف «خوارزمية التعويض المرتده من أجل الحل الوحيد لمنظومة مثلثاتية لمعادلات خطية. 
8 إن اسلوب التعويض المرتد كما يلي: نحل, أولاً المعادلة الآخيرة في (2.3) من أجل المجهول الأخير ,*: 


ثالث نعوض بقيمتي ,* و ,_,* هاتين في المعادلة الثالثة ‏ من الأسفل» ونحلها من أجل المتغير الثالث ‏ من الأسفل» ي_,:: 


ولررية لممسية) - [لممةارطام مه حو فالسمسمة أبمسوة) جممية 


:-مج-,4 ود 
وعموماً نحدد ي« بالتعويض بالقيم المتحصل عليها , _,*ى,* في المعادلة رقم 6: 
نيه 2 احية 
مه 
4 
يتوقف العمل على تجديد قيمة المجهول الأول ,*. ويكون الحل وحيداً, لان كل خطوة في الخوارزمية تحدد لنا قيمة وحيدة 
لس 
أوجد حل المنظومة 
1 دج سيره + ع2 
2 لدع برو 
9- ع 32 


8 المنظومة لها شكل مثلثاتي» وبذلك نحلها بواسطة التعويض المرتد. () المعادلة الأخيرة تعطي 3- -2. (41) نعوض في 
المعادلة الثانية لنحصل على 50-32 أى 5<لا5 أو [1-ل. (64 نعوض ب3- 2 و1ع# لز في المعادلة 
الأولى فنحصل على 11 (3-)- (4)1 +22 أي +[ 4+3+ج2, أى 22*24 أى 2< *. وبذلك, يكون المتجه 


(3-,2,1) > د الحل الوحيد للمنظومة. 
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حل المتظومة 

1 22 + بر - ع5 

2-5-2 

42-8 
ا المنظومة لها شكل مثلثاتي؛ وبالتالي» نحلها بواسطة التعويض المرد. () المعادلة الأخبرة تعطي 2 -2. (11) نعوض 
في المعادلة الثانية فتحصل على 2 - (0-5)2ز2 أي 10-2-ز2 أو 280-12 أو 6< لا. (10) تعرض ب-2 دع 
لا في المعادلة الأولى فنحصل على 1 > (22 + (3)6 -«5 أى 41+ 18- »5 أي 528-15 أ 3دين 
» فإن المنجه (3.6,2) هو الحل الوحيد للمنظومة. 


2-9 - يوج بر3- ع2 

21ع,3+ج نابرق 

23 -خع7 

228 
8 المنظومة لها شكل مثلثاتي؛ وبالتالي» نحل بالتعوبض المرتد. () المعادلة الأخيرة تعطى 4 >-6. (11) بالتعويض في 
المعادلة الثالثة نحصل على 72-4-3 أو 72-7 أو [2-1. (اف6 نعرض ب1-* و6-4 في المعادلة الثانية 
فتحصل على 3042-1 +1- 5 أي 1+12-1 5 أو 10-<نرة أي 2- تيرد (30) نعوض ب2 2 در 
41 و4 >-) في المعادلة الأولى» فتحصل على 9 (2)4 - (5)1 + (2-)3 -«2 أو 5-8-9 +6+ 28 آل 
6 **2 أى 3-غ. وبذلك, يكون 3-»* و2- لو 2-13 و4 42 الحل الوحيد للمنظومة. 


ما هى المقصود ب «شكل درجي»؟ 

8 تكون منظومة معادلات خطية في شكل درجي إذا لم تكن أي معادلة منها متفسخة وإذا كان المجهول المقدم في كل 
مغادلة “على يمين 'المجهوق: المقدم في المعادلة التي تسيقها. النموذج هى 

+١‏ وكلوره + يقي © ل بريه 

ا ليك 


ارم 


و ع مره + 
وظ > ريه + 


به + 


,5 رتور + مم6 


حيث ‏ ,[>...> رز > 1 وحيث #0 ,82 0 بييهر...,0 © درية. لاحظ أن 7 »> 1 


حدد المتغيرات الحرة في المنظومة 
>2 + و6- ه5- بر2 + ع3 


لا يصطلح. في الشكل الدرجي؛ على تسمية كل مجهول لا يكون مجهولاً مقدماً بأنه متغير حر. هناء لاو ) متغيرات حرّان. 
حدد المتغيرات الحرة في المنظومة 

1 72 + بر3 و5 

6- 52+ بره 

وعدجة 
ل المجاهيل المقدمة هي * و لاى 2. وبالتالي؛ لا توجد منغيرات حرة (في أي منظومة مثلثاتية). 


حدّد المتغيرات الحرة في المنظومة 


2ع ج3- بر جع 
1ج جبرة -ع2 
24ج سيره يرق 
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51.3 


523 


5833 


543 


© الا يطبق مفهوم المتغير الحر إلا على المنظومات التي نها شكل درجي. 


المبرهئة 4.3: يكون لمنظومة المعادلات الخطية (3.3): والتي في شكل درجيء. حل وحيد إذا 5-8 ويكون لها حل واحد 
من أجل كل تحديد تقيم المتغيرات الحرة ال - 5 إذا! 8 > 4. 


أثبت المبرهنة 4.3. 


8 يكون البرهان بواسطة الاستقراء على العدد ‏ لمعادلات المنظومة. إذا 1 -6. فإنه يكون لدينا معادلة خطية واحدة غير 
متفسخة, والتي تطبق عليها المبرهنة 3.3 عندما 1 -8<7. والمبرهنة 2.3 () عندما 6-1 -8. وبذلك, تتحقق المبرهنة 
من أجل 1م 

نفترض الآن 1 <+ وأن المبرهنة صحيحة من آجل منظومة من أجل عدد 1-؟ من المعادلات. ننظر إلى المعادلات 
الاسم 


0+ ومو جيرج + كيرد 


+ ررق 


بأنها منظومة في المجاهيل ,*, . . . بر . لاحظ أن المنظومة لها شكل درجي. نستطيع. بواسطة الفرضية الاستقرائية. تخصيص 
قيم الختيارية للمتغيسرات الحرة ل (! - 6 - (1 + وز - *) في المنظومة المختزنة للحمصول على حل [مشلاً, 
,ير > ررد]. وكما في الحالة 1 -5,. فإن هذه القيم والقيم الاختيارية من المتغيرات الحرة ال 2 - يل الإضافية 
[مثلا. ,بر > ,_يرند, ...روك > وك ] تعطى للمعادلة الأولى. حيث 


مدر 


لقو - 


1 
حوره - ر8) ج25 
[لاحظ أن هناك +-مه 2 - ,0+ (1-) - (1+ يز - م6 متغيرا حراً]. بالإضافة إلى ذلك فإن هذه القيم من اجل 
»..... * تحقق المعادلات الأخرى لأن المعاملات ._ررة....,,, في هذه المعادلات: تكون صفرية. 
الآن, إذا > فإن 2خ ول وبذلك. نحصل بالاستقراء على حل وحيد للمنظومة الجزثية؛ ثم على حل وحيد للمنظومة 
كلها. وهكذاء تكون المبرهنة قد أثبتت. 
بن كيفية الحصول على «الشكل الوسيطي» للحل العام للمنظومة الدرجية (3.3) عندما ؟ < 8 
نستبدل بالمتغيرات الحرة ال 0 - 8) وسائط ,_ياأضيادرا ثم نستخدم التعويض المرتد للحصول على قيم للمجاهيل 
المقدّمة بدلالة الوسائط. سوف يكون الدل في الشكل 


ع كيرت ل رقب رت عت ركد 
4 بوكرو + اروك + و غ2 وذ 


بعاعكه 0 نوكي اوقبي +1 ي6 "* ود 


بِيّنَ كيفية الحصول على «الشكل المتغير ‏ الحر» للحل العام للمنظومة الدرجية (3.3) عندما .<8. 
18 نفترض أن المتغيرات الحرة هي يله .دروك وو أستخدم التعويض المرتد للحل من أجل المتغيرات غير الحرة 
ره ...دوروو بدلالة المتغيرات الحرة. سوف يكون الحل في الشكل 


لاير4 يتور + ررك + رك 
لاروك +0 + تورف + اريك ١‏ جا 


أوجد ثلاثة حلول خاصة المنظومة 


2-5 + م3 - برق +ع 
2<-ي4-ع 
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المنظومة لها شكل درجي. المجهولان المقدمان هما * و 2 وبالتالي تكون لاى ؛ المتغيرين الحرين. وبذلك: نخصص أي 

قيمتين ل لو ؛. ثم نحل بالتعويض المرتد من إجل * و 2 لتحصل على حل. مثلاً: 

(1) لتكن 17 41 تعوض ما 1 في المعادلة الأخيرة, فتنحصل على 2 > 4 سام الى 2-6 العرضن 
بد لعج وششع 3ك فمى 8 ادلة الأولى. فنحصل على 25 (2)1 + (3)6 - (4)1 + * أى 
5>-4-18+2+* أو 5-22 ويذلك. يكون (22,1,6,1)- إنا حلاً خاصاً 

(2) لتكن 1<(از و2420 نعوض ب 0 #) في المعادلة الأخيرة فنحصل على 22. نعوض با 1 - لز و2 >2 
و ١-0‏ في المعادلة الأولى» فتحصل على 6 > *. وبذلك, يكون (6,1,2,0) > رنا حلاً خاصاً 

(3) لتكن 4-1 0< لا. نعوض ب 21 في المعادلة الأخيرة قتحصل على 6 
و 6-1 في المعادلة الاولى فنحصل على [2 > ». وبذلك, يكون (21,0,6,1) > رنا حلاً خاصاً 


اتعوض با 20 و6 تع 


عبّر عن الحل العام للمنظومة في المساآلة 84.3 (1) في شكل المتغير ‏ الحرٌ (ب) في شكل وسيطي. 
88 () استخدم التعويض المرتد للحل من أجل المجهولين العقدّمين * و 2 بدلالة المتغيرين الحرين لا و ؛. المعادلة الآأخيرة 
تعطى 40 +222. تعسوض فسي المعسادلسة الآولى فتحصل على 2225 + (40 + 32 - ترة + ين أي 
5عر2 +126 - 6- بر4 + », أى ]10+ ب4- 11 », وبالتالي؛ تكون 
07 + بره - 11 عبر 
2+4 عع 
الشكل المتغير ‏ الحر للحل العام. (ب) في (). نضع 28 لا 1-0 فنحصل على الشكل الوسيطي 


6 + م4 - 11 عر 
مع 
46 + 2 دع 
ؤعم 
أي المتجه الحل (طرط4 + 8,2 ,106 + و4 - 11) ع بد 


اعد مساآلة 85.3 من أجل المنظومة الدرجية 
3عدنة - ع2 + 62 + بر2-3 
1ع ىا مهدر 
2ه 


9 (1) استخدم التعريض المرتد للحل من أجل المتغيرات المقذمة * و لا و 5 بدلالة المتغيرين الحرين * و ؛. المعادلة الثالثة 
تعطى ]3 +2 - 3 نعوض في المعادلة الثانية فتحصل على 1ع 2+30)+42ا يز أن 42-36 + 1-ء*ة لإ تعوضن 
مسن أجسل لاىوة في المعادلة الاولى: فتحصل على 30-3+ 22 + 62 + 42-30 + 1-)3 -22ة أن 
34-54 + 2 - ع ».. وبذلك يكون الشكل المتغير ‏ الحر للدل العام. 

غ24+32-5- حير 4 س ج4 + 1- عدار ]3 + 2 عدو 
(ب) نضع هع 2 و6ع) في () فنحصل على المتجه الحل 

(0 ,35 + 2 يه ,36 - هك + 1 > ,55 - 30 + 2 -) ع نر 
أوجد ثلاثة حلول خاصة للمنظومة في المسألة 86.3. 
8 نحدد قيماً خاصة ل-8 و8 في الحل الوسيطي. (1) لتكن 2خ واعتط, نحصل على (1,4,2,5,1[ -) > نا 


() لتكن ‏ 1ه و0+<ط, نحصل على 2)1,3,1,2,0 رن. 3)لتكن 8-0 واعتط تحصل على 


(4,0,5,0-,7-) قا 


3 حذف جاوس 


5263 


لتكن المنظومة (1.3) في عدد *: من المعادلات وعدد © من المجاهيل [قسم 5.3]. صف خوارزمية الحذف الجاوسية التي تختزل 
المنظومة إلى شكل درجي [وربما مثلثاتي]: أى التي تحدد أنه ليس للمنظومة حل. 
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55,3 


50,3 


521.3 


© الخوارزمية هي كما يلي: 
خطوة 1. بادل بين المعادلات بحيث أن المجهول الآولء ,», يظهر في 'المعادلة الأولى بمعامل غير صفري؛ أيء رتب الأمور 
بحيث 0 © رره. 
خطوة 2. استخدم ,, كمرتكز لحذف ,« من كل المعادلات باستثناء المعادلة الأولى. أي, طبق العملية الأولية التالية, من أجل 
كل 1< 1[قسم 5.3]: 
بم + يمكال يهار يو)- جسرية :[ر8] أو وريه + بريه - جسية :81] 
3. إفحص كل معادلة جديدة بة لرؤية عما إذا كانت متفسخة: 
(1) إذا كانت بآ في الشكل 0ع ,02 + ... + ,0 + ,«0. فاحذف ,5 من المنظومة. [أنظر مسالة 71.3]. 
(ب) إذا كانت .5 في الشكل 40 6< ,0 + ... + ,0 + ,0 إذن أَخْرّج من الخوارزمية لان المنظومة ليس لها 
حل. [أنظر :المسالة 70.3]. 
خطوة 4. كرّر الخطوات 1 و2 ى 3 مع المنظومة الجزئية المكونة من كل المعادلات, باستثناء المعادلة الأولى. 
خطوة 5. تابع الاسلوب السابق حتى تصبح المنظومة في شكل درجيء أى تتحصل على معادلة متفسخة كما في الخطوة 3 (ب). 
بيّن أن الخطوة 3 (1) في الخوارزمية الجاوسية يمكن أن تحل محلها: 
خطوة 3 (3"). إذا كان لبآ الشكل 0- ,02 + ... + ي<0 + ,<0 أو إذا كانت ,5 مضاعفاً لمعادلة أخرى؛ فاحذف با من 
المنفلومة. 
إذا “مآعاعدية من أجل واحدة من المعادلات '.ل. في المنظومة؛ فإن العملية ,لا + “,85- حسية نستبدل بالمعادلة ب 
المعادلة 06.0 + ...+ ,0 + ,»*0, والتي ستحذف تاسيساً على الخطوة 3 (). بتعبير آخرء يجب أن تحذف للا في 
الحالتين. 
حل المنظومة 


22-0 دير جعة2 
1 عدج2 + بر2+ع3 
4 ع ع3 + برو+در5 
8 اختسزل إلسى شكل درجي بحذف « من المعادلتين الثانيية والشالثة؛ طبسق العمليتيسن ,21 + ,ءلاة- جحرية 
و و25 + راك - مويل 


0- د ج6 +برة- 6 :1ه 50- - 102 + ترق - م10 :ررلق- 
2 جيه بره + ع6 إريآ2 62-8 +برق + 102 :ركه 
28- ع 102 + بر :م21 + رماة- 42- > 162 + برق نوما + ,1ق 


يعطينا هذا المنظومة التالية. حيث حذفت فيها لا من المعادلة الثالثة بواسطة العملية ,دآ + ,بآ3- حسيرل: 


0 ج22 سبرجعي2 0 عي لبر +ع2 
8- - 102 + او + 102-28 +بر 
2 سيرفات 42- ح ج16 + برق 


المنظومة الآن في شكل مثلثاتي. وبالتالي يكون لها الحل الوحيد [بواسطة التعويض المرتد] (3-,1,2) > نا. 


حل المنظلومة 


14 - 22 + بر2 .+3 


1 نختزل إلى شكل درجي. نطبق ,ر1 + ,,25 - جسرءة الى ,رق + ,,35 - حسوية لحذف * من المعادلتين الثانية والثالتة, ثم 
نطبق ,31 + ,,آ4 - حدر لحذف ١‏ من المعادلة الثالثة. هذه العمليات تعطينا: 
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7 دج +ووسع 
هج )3 -ن2+رة3 


7-سج درق 


المنظومة في شكل مثلثاتي, وبالتالي لها الحل الوحيد (1,3-,2) > 0. [بواسطة التعويض المرتد]. 
3 حل المنظومة 

23ج لبروجع 

5 42 د برو +2 

22-2 + بوه + ع3 


ل نختزل إلى شكل درجي. نطبق ,مآ + ,25- حوبا او راج ,1ق حسرية ثم ون + ,21 حسرنة فتحصل على: 


1- 22-2 ير 22-1 سير 


3 م ليور 3 2 مرجع 
55 
1 22 3 «وكبيرة- 


المنظومة في شكل مثلثاتي. وبالتالي يعطينا التعويض المرتد الحل الوحيد (2,1.1) 


3 حل المنظومة 
1 ع3 دو دعة 

١ 62 > 5‏ بر2 + بر5 

د موسو دهية 


8 نختزل إلى شكل درجي. نطبق ١‏ ,21 + ,ا - جدينة و ,25+ ,33 هدرط ٠‏ ثم ول[ + ررلاك- جدوية فتمصل 


على 
1 322 سبرجع2 1 2 مةدبر +جع2 
5 ع3 +بوس جه (5 عدو3+ بير هس 
14- ع ج14 - 21+ بردت 


المنظومة في شكل درجي. وبالتالي يكون لها الحل الوحيد [بالتعويض المرقد]. (2,1-,3) > أن 


3 هل المنظومة 
8 -ع2-ج جعهة 
15> ع4 - بر2 + ع3 
1 2ع مبرووءعة 


8 نختزل إلى شكل درجي. نطبق ج21 + ,ئل3- حدربة و ع2 + رباك حدر , ثم وبق + ,ة3- جدرية فتحصل 


على 
8 222 لسبردع2 8 جع حر جبهة 
6 دعت دير جه ]|6 <ج2دير 
56- ح ج14 38- ع مق + بر3 


المنظومة في شكل مثلثاتي, وبالتالي يكون لها [بالتعويض المرتد] الحل الوحيد (4-,2-,!) > ن. 
3 حل المنظومة 
1-ج3 لبر2 +ع 


82-4 برو + 22 
1327 - برق +ع 


نختزل إلى شكل درجي. بحذف * من المعادلتين الشانية والشالثة, نطبق العمليتين يآ + ,,25 - جترية 
وايلة + ,35 - حترية فنحصل [باستخدام المسألة 89.3] على: 
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2 4ه 42 بر2 


1 عن 
357 
المسالة الآن في شكل درجيء حيث 2 متغير حر. 
للمصول على الحل العام في شكل وسيطيء نضع 2-8 ونط بالتعويض المرتد: 
ه-3- سير 20 +2ع بر وده أو (3ه2+2 ي3-4-) عدي 
3 حل المنظومة 
1- د 22 - بر + بو 


7 4و سعد 
2 ع4 برق+جعة 


8 نختزل إلى شكل درجي بحذف « من المعادلتين الثانية والثالشة, نطبق العمليتين .+ ررقة- هيآ 
ى ورة + ,,51- جدورة ٠‏ فنحصل على المنظومة المكافثة 


1-دم3 ل برام 
0 »112+م7- 
7 112 +برك- 


العملية ,رة + ي,ة- جين تقود إلى المعادلة المتفسخة 3- -0. وبذلك, لا يكون للمنظومة حلول. 
3 حل المنظومة 


44-2 لمق لبر2 جع 
70-7 سق حبر + ع2 
0ع 14 + 112 + بر6 - عرقهس 
18 نختزل المنظومة إلى شكل درجي. لحذف * هن يآ و يآ نطبق العمليتين ين + ,,25- حيط فى رن + إلة هد يلظ . 
نطبق المسالة 89.3, فنحصل على 


2-1 3س عع 


ا ا 
2-6 +22 


المنظومة الآن في شكل درجيء بمتغيرين حرين لاا 4. نحل من أجل * و2, فنحصل على الشكل المتغير ‏ الحر للحل العام: 
ارو أاعي ع+ج3دع 
3 حل المنظومة 
2-4 + و4- 32 +بر5 -ع2 
وحع4 + و5- 70+22 ع3 
2 دع 7 + وف - م5 - :10 - عدة 
نا نختزل المنظومة إلى شكل درجي. نطبق العمليات ‏ 21,5 +,,31- جديرة وى م25 + رلاك- حدوبلاء ثم 
رية + ورلاك- جدرن 1‏ فتحصل على: 


6 ع2 +26 +52س رر 6 22-2 +26 +52 سير 


4 ع2 + و4 - 32 + بر5- :2 4 سج +ع4 -32 +ير5- ع2 
عد 
6- ص و6 ...و22 4 - به + 125 + 252 - بزة 


المنظومة الآن في شكل درجي. نحل من أجل المتغيرات المقدّمة * و (ؤ و :. بدلالة المتغيرين الحرين 2 و 4 فنحصل على الشكل 
المتغير ‏ الحر للحل العام 


)3+3- عه 8 -52 + 12عتال ]112-15 + 26 ع 
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يننج عن ذلك قوراً الشكل الوسيطي: 


طعغع 3+3 عه و«سعج 85-ج5 +124 ط15- 112 + 26 دع 


حل المنظومة 
2 2 + ع -ج2 + برق دعر 
7ع 3 +ع -ع7 +برو-ية 
50-7 - وف + ص7 + بيرم - بر2 
8 اختسزل المنظسومة إلى شكل درجسي. طبق العمليات يرق + ,35- جديظ او وي1+ له جربا . قم 
ومة + مة3- جر لتحصل على [استخدم المسألة 89.3]: 


2 ع3 -ع2 +2 
اسيك 3 » 97 - .6 +32 


كوو مه ردم 5 ا دجع ب رو دع 


المنظومة الآن في شكل درجي. نحلها من أجل المجهولين المقدمين * و 2. بدلالة المتغيرات الحرة لإ, 5, ا لنحصل على الجل 
العام في الشكل +8 - 556 + نر3 > ين 36+ 26 - 1 عدج 
حمل المنظومة 

2ه م3د بر جع 

1>) +ج2 ترك +ع2 

6-7 + ع7- 12 +عة 
نختزل المنظومة إلى شنكل درجي. نحذف * من المعادلتين الثانية والثالثة بواسطة العمليتين ربلا+ ,21- جديرة 
و وملا+ ررا5- ه-ومة ؛ يعطينا هذا المنظومة 


2 ع4 +جم3د بر2 +ع 
ك7 ع بوه جاو 
3 14 - مق + ره 


وتقود العملية ,ءة + .:21- +-ربة إلى المعادلة المتفسخة 9 > 0. وبذلك, لا يكون للمنظومة حلول [رغم أن عدد المجاهيل 

في المنظومة أكثر من عدد المعادلات]. 

المبرهئة 5.3: إن أي منظومة معادلات خطية إما: (1) أن يكون لها حلٌ وحيدٌ, أى (61 لا يكون حلولء أو (11) يكون لها عدد لا 
نهائي من الحلول. 


اثبت المبرهنة 5.3. 


08 بتطبيق خوارزمية الحذف الجاوسية على المنظومة, نستطيع إما إختزالها إلى شكل درجي أو نحدد أنه لا حلول لها. إذا لم 
يكن للشكل الدرجي متغيرات حرة. فإنه يكون للمنظومة حل وحيد. وإذا كان للشكل الدرجي متغيرات حرة, فإنه يكون للمنتلومة 
عدد لا نهائي من الحلول. 


حدد قيم 8 بحيث يكون للمنظومة التالية في المجاهيل 2. ', : (!) حل وحيد. (11) لا حلول: (11ة) عدد لا نهائي من الحلول: 


1 2 س ع 
22-2 يعديو 
6 د يهجور 


8 نختصر المنظومة إلى شكل درجيء ثم نحذف « من المعادلة الثانية بواسطة العملية ,,1+ ,رات جدرية 2 وبعدها نحذف 
لا من المعادلة الثالتة بواسطة و + ..5م- هيءة ؛ يعطينا هذا 


برد 1 > ابرضدع 
جور جه 3(8- جم +ير 
6 د جهجيق 


1 
3- 
6+3 ديرت -4م) 
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يكون للمنظومة حلّ وحيد إذا كان معامل 2 في المعادلة الثالثة مخلفاً عن الصفر؛ أي إذا 4-20 ولكن 4-2-0 
إذا وفقط إذا 2ط أو 2--ك#. وبالتالي. يكون للمنظومة حل وحيد إذا 2 8# و 8-2 إذا 2 تشتزل 
المعادلة الثالثة إلى 12 - 0. وفي هذه الحالة لا يكون للمنظومة حلول. إذا 2- - 6 فإن المعادلة الثالثة تصبح 0- 0, 
وبذلك يمكن حذفها؛ فيكون للمنظومة المختزلة متغير حر 2 وبالتالي عدد لا نهائي من الحلول ونلخص: (0 862 او 
2- قوط (نم 2ععل (ننن 2 ديل 


حدّد قيم # بحيث أن المنظومة التالية في المجاهيل 2, ', *: (61 يكون لها حلّ وحيد, (1) أى يكون لها عدد لا نهائي من الحلول: 


322+ عم +ع 


8 تختزل المنظومة إلى شكل درجي. نحذف « من المعادلتين الثانية والثالثة بواسطة العمليتين ,3+ ,,25- جديرة 
و ورلا+ رية- <-رة لتحصل على: 


1ع در +2 
22-1 +غ) جر 
[عدهة + بر -ع) 


لكي نحذف لا من المعادلة الثالثة, نطبق العملية ونة + ي1(1- )- ج-يرة ٠‏ فنحصل على: 
2-1 دبرجاع 
1ع ج(2 +غ) +ر 
-2د هم -2) +3) 
يكون للمنظومة حل وحيد إذا كان معامل * في المعادلة الثالثة غير صفري؛ أي إذا 82 لى 3- *. في حالة 2 تك 
تختزل المعادلة الثالثة إلى 0 0, ويكون للمنظومة عدد لا نهائي من الحلول [واحد لكل قيمة ل ]. في حالة ‏ 3- - “, 
تختزل المعادلة إلى 5 0, فلا يكون للمنظومة حلول. باختصار: () 2 ا ى 3- #*#عل, (1) 3- - عل (1[) 2 > ك. 
حدد قيم ٠‏ بحيث أن المنظومة التالية في المجاهيل 2, لاء : (1) يكون لها حلّ وحيد, (11) لا يكون لها حلول؛ (111) يكون لها عدد 
لا نهائي من الحلول: 
21ج بر لجعم 


1دج + رابع 
1ع مم +ير +ي 


08 نبادل أولاً بين رسآ و يب للتاكد من وجود مرتكز غير صفري في المعادلة الاولى. ثم نحذف لا من رب وى و, 
و5 + رية- جدرية او رب + ,,1[م- جد رآ ؛ يعطينا هذا: 
1 دمغ جر 0 ا ير 


0ع -1) +دة-ع) 1دج جاجع 
#6 -1ع ج(©6 -1) + نرم +1) 1دج جير +ع 


لحذف ذا من المعادلة الثالثة: نطبق ,رة + ,رآ ح-وئة فنحصل على 
1دعغة اه وده 


 )1- 2-0‏ جبرر1-م) 
- 1ع و( -ع-2) 


يكون للمنظومة حل وحيد إذا (2+1(01-4)-12-خ-2, وهى معامل 2 في وبآ غير صفري؛ أي إذا 2- كر 
ى 1 *#عا. في حالة 1-. تختزل المعادلتان الثانية والثالثة إلى 0 -0. ويكون للمنظومة عدد لا نهائي من الحلول. في 
حالة 2- -ط, تختزل المعادلة الثالثة إلى 0-3 ولا يكون للمعادلة حلول. باختصار:  0(‏ 2-*6 ى 1ختكل, 
() 2 دعل (تتة تحير 
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53 عا هي الشروط الواجب فرضها على 8 و 6 وء بحيث أن المنظومة التالية في المجاهيل * و لز و 2 يكون لها حل+ 


م م3 لبر جع 
11 - نرم + 22 
ييى لة 


8 تختزل إلى شكل درجي. لحذف « من المعادلتين الثانية والكالثشة بواسطة العمئيتين ‏ ومة + ,,23- جدري1 
و وآ + رما - ج-وبة ٠‏ فنحصل على المنظومة المكافتة: 


م عهة لبر جع 
26 -ش د وو سلب2 
مدع - 102 + برهك 


نحذف لا من المعادلة الثالثة بتطبيق العملية و5 + ,23+-رمة ٠‏ فنحصل في النهاية على المنظومة المكافتة: 


© 32 بر دعر 
8-6 2 ج52 - بر2 
28-6+ه 0 
لن يكون للمنظومة أي حل إذا 0 20-58 + ». فيكون للمنظومة حل واحد على الأقل إذا 20-3500 2ه أي 
+20 58. لاحظ. في هذه الحالة, أنه سوف يكون للمنظومة عدد لا نهاثي من الحلول. بتعبير آخر. لا يمكن أن يكون 
للمنظومة حلّ وحيد. 
3 اثبت أن القضايا الثلاث التالية. حول منظومة معادلات خطية. متكافئة: () المنظومة متوائمة متوافقة (لها حلول). (1) لا توجد 
تركيبة خطية لمعادلات المنظومة في الشكل 


0ه ع0 ل يد ل 0 نيك 

(111) المنظومة خزولة (قابلة - للاختزال) إلى شكل درجي. 
8 لنفترض أن المنظومة خزولة إلى شكل درجي. يكون للشكل الدرجي حل وبالتالي يكون للمنظومة الاصلية حل. وبذلك. 
401 تقتضي (0. 

لنفترض أن للمنظلومة حلاً. من المسآلة 67.3. نجد أن أي تركيبة خطية للمعادلات يكون لها حلّ أيضاً. ولكن (*) ليس لها 
حل؛ وبالتالي؛ لا تكون ( ) تركيبة خطية للمعادلات وبذلك» ليس -(111) تقتضي ليس -(11) أو بشكل مكافىء (11) تقتضصي (11) 

101.3 لنفترض ان 3 منظومة معادلات خطية مجاهيلها أكثر من معادلاتها بِيّن أنه لا يمكن أن يكون ل 7 حل وحيد. 

8 اختزال ‏ ' إلى شكل درجي لا يعطينا أبداً منظومة مثلثاتية لآن 7 لها مجاهيل أكثر عدداً من المعادلات. بتعبير آخر؛ نحن 
نحصل إما على معادلة متفسخة غير متوائمة, وفي هذه الحالة لا يكون للمنظومة حلول؛ أى على شكل درجي بمتفيرات حرةء 
وفي هذه الحالة يكون للمنظومة عدد لا نهائي من الحلول. 


3 منظومات المعادلات الخطية في شكل مصفوفي 
3 استخدم جداءً مصفوفياً لتمثيل المنظومة (1.3) بقسم 5.3 
8 8 ثم, حيث ((0) -ة مصفرفه المعاملات هلاد, 


أما المصفوفة المركبة 


موقع الفريد في الفيزياء 


0 3 منظومات المعادلات الخطية 


13ظ10 


10,3 


1113 


1123 


1133 


1143 


4, 8(- 


انتم المشفوفة المزيدة للمنظوية. 


أعد كتابه المنظومة التالية كمعادلة مصفوفية: 7- ع4 - بر3 + 22 
52-3 بر ير 


: 
. 20-6 :1 6 
[لاحظ أن حجم عمود المجاهيل لا يساوي حجم عمود الثوابت]. 


أوجد المصغوفة المزيدة للمنظومة في المسالة 109.3 
7 جد 203 

5 4 5ك 2- 1( 
لاحظ أن العمليات الصفية الأولية على المصفوفة المزيدة [المسألة 79.2] لمنظومة معادلات خطية نفابل تماماً العمليات الأولية 
على المعادلات الخطية [قسم 5.3]. 

وبالتالي, فإنه يمكن حل منظومة معادلات خطية بتطبيق خوارزمية الحذف الجاوسية على المصفوفة المزيدة, بدلاً من 
المتطاومة نفسها. 
صف العلاقة بين قابلية ‏ الحل لمنظومة معادلات خطية والشكل الدرجي لمصفوفتها المزيدة. 
5 تأسيساً على الملاحظة في المسألة 110.3 فإنه يكون للمنظومة حلّ إذا وفقط إذا لم يكن للشكل الدرجي متجه صفي 
(0,0,....0,5). حيث 0غوط. 


صف العلاقة بين الحل لمنظومة معادلات خطية والشكل الصفي القانوني [المسألة 104.2] لمصفوفتها المزيدة. 
8 إن الشكل الصفي القانوني للمصفوفة المزيدة (باستبعاد الصفوف الصفرية) يعطى الشكل المتغير - الحر لحل المنظومة 
(مندما تكون المنظومة متوائمة)؛ علينا ببساطة نقل حدود المتغيرات ‏ إلى جانب الثوابت. ينتج ذلك من الحفيقة بأن معاملات 
المجاهيل المقدمة في الشكل الصفي القانوني, تكون هي نفسها المداخل غير الصفرية المقدمة في المصفوفة, والمساوية لواحد 
وتكون المداخل غير الصفرية الوحيدة في أعمدتها 
حل المنظومة 4 - 290-32-» باستخدام المصفوفة المزيدة. 

5ه ير بو3 28 


إختزل المصفوفة المزيدة إلى الشكل الدرجي ثم إلى الشكل الصفي القانوني: 


4 م1 دع 


وبذلك, فإن الشكل المتغير ‏ الحر للح العام هى 


(لاحظ أن * هى المتغير ‏ الحر] 

حل باستخدام المصفوفة المزيدة 
45+ 22 بر اع 
3-م +ج3-بر2 +2 
1-:2- ج4- بر3 + ع3 


موقع الفريد في الفيزياء 


القصل 83 5 81 
8 اختزل المصفوفة المزيدة إلى الشكل الدرجي ثم إلى الشكل الصفي القانوني: 


5 ا م ال 0 ل 
ف 0 )-3 ١‏ 015 
الي ا ل لل 1 2 همه 33 


[حذف الصف الثالث من المصفوفة الثانية, لأنه مضاعف الصف الثاني وسوف ينتج عن صف صفري]. وبذلك. فإن الشكل 
المتغير ‏ الحر للحل العام للمنظومة يكون كما يلي: 


10,2-9- برجير 5 10+ بر لو عير 
7- ة 


نا 7+ 7 سج 
عناء المتغيران الحرّان هما لو ). 
1153 حل باستخدام المصفوفة المزيدة 


38 تختزل المصفوفة المزيدة إلى الشكل الدرجي ثم إلى الشكل الصفي القانوني: 


3 1 12 3 1 31-8 3 1 .3 
0 نا 3 0 5 1 )- 3 5-1 6 
84 28- 0 0 4- 4- 8- 0 5 نم ييه 3 

12 -1 3 1 40 10 0 2 
-) 12-3 0-0 1060 1-0 10 3 
0 0 1 3 0 0 1 3 0 0 1 3 


وبما أن الشكل الصفي القانوني مثلثاتي. فالحل يكون وحيداً 2 -ين (- دب, 3 
1163 حل باستخدام المصفوفة المزيدة: 


4 ع3 + ع2 سرع + رد 
3م ع3 + م3 + 28 
5> ,مر هك + ع7 + ع5 


8 اختزل المصفوفة المزيدة إلى شكل درجي 
ها ع 1-2 انأف 1-2-3 ؤي يف 5 اوت 131 
|5 7 17 60|-[ك- « 7 1-0 1- 3 0( 
5دك- 0 0ه ومآأ كك فل هد 2 وأ /5ر 1١‏ > 7 5 
الصف الثالث في المصفوفة الدرجية يقابل المعادلة المتفسخة 5 > 0؛ وبالتالي. لا يكون للمنظومة حلول 
3 حل باستخدام المصفوفة المزيدة: 
1ع ولع و2-ع3- بر2 + بد 
4عع6 + و - بق - برو + 28 
2-8 + ع5 + ع7 برك + بر 
8 نختزل المصفرفة المزيدة إلى شكل درجيء ثم إلى الشكل الصفي القانوني 
1 4 2- 3- 2 م 1 4ه 2ه 5 2 4م 411 هد قت 12 
|5 ف 1 2- 1 60إ]-[2 2- 3 2- 1 0إ]-[ه4 16 ه- 25 
3 1 ©ه ووأ 7 2 7 ه 2 وأ /ه 2 5 7 14 
2 24 190 410 7 8 0 3- 12 
3 8- 1-20 ا 8ه- 2-0 1 وأم 
3 2 601 ووأ /ة 2 01 006 


موقع الفريد في الفيزياء 


2 [1 منظومات المعادلات الخطية 


115.3 


115.3 


وبذلك. فإن الشكل المتغير - الحر للحل يكون: 


1 -م24 +2 نيدن ع4 + 21-2 عع 
7- ديبع ل يودير أى +22 +7 
3 26-2 +و 3 »ع 


تعرّف «رتبة» مصفوفة 8, ونكتبها رتبة (8)/ 4 5808. بأنها عدد المتجهات الصفوف في مجموعة أعظمية من المتجهات 

الصفوف المستقلة خطياً [أنظر فصل 8]. ما علاقة رتبة (8)/ 48314 بحجم شكل درجي ل 8؟ 

© يمكن إثبات أن رتبة (8) تساوي عدد الصفوف (غير الصفرية) في أي شكل درجي ل 4 

الميرهنة 6.3: يكون لمنظومة معادلات خطية, 8- ف حل إذا وفقط إذا كانت رتبة مصفوفة المعادلات مساوية لرتبة 
المصفوفة المزيدة. 

اثبت المبرهنة 6.3. 

8 إن الحالة الوحيدة التي يكون فيها رتبة (8) * رتبة (4,8) هي عندما ينتج عن أسلوب اختزال (6,8) إلى شكل درجي 

متجه (0,0,...,0,6). 0 * 5. ولكن هذا هو شرط أن تكون المنظومة غير متوائمة [أنظر المسآلة 106.3]. 


3 المنظومات المتجانسة 


12003 


121.3 


1223 


13.3 


عرّف منظومة متجانسة لمعادلات خطية. 
8 نقول عن منظومة معادلات خطية أنها متجانسة إذا كانت كل الحدود الثابتة مساوية للصفر: 


0ت ررم لحل يقير + ركاه 


+ وقيج© + نارجه 


(43) 


أو: في شكل مصفوفي: 0 - 4876 

اثبت: يكون المتجه الصفري (0,0.....0) - 0 حلاً'(الحل الصفري) لأي منظومة متجانسة 0- (4. 

به مدوم 

ارلا حلولاً لمنتلومة متجانسة 4-0, فإن أي تركيبسة خطية للمتجهات, مثلاً 
ولاي1+ ع* ولار! + قا يكل تكون أيضا حلا ل 0 ع 816. 


اثبست: إذا كانت 


#ط لديناء باستخدام المبرهنة 2.2: 
(مسش)رع + +١‏ (يسق)يعا + (متشابع > (يس )م ٠١+‏ + ليست )ف + (إصع)ل ع (مسو ١+‏ + يليا +رغارءا)ك 
ونوج ...+ و جوع وير ١+‏ +0يم + 0ع ع 
تستخدم المسائل 128.3-123.3 المبرهنة التالية [أنظر المسألة 105.8]: 
المبرهئة 7.3: لنفترض أن للشكل الدرجي. لمنظومة متجانسة 0 -87, عدداً 5 من المتغيرات الحرة. ولتكن إناء....رنا.رنا 
الحلول المتحصل عليها المساواة واحد من المتغيرات الحرة لواحد وجعل بقية المتغيرات الحرة مساوية للصفر. 
إذن: تكون ‏ يلارءررارين «قاعدة» للغضاء الحلّي / ل 0 - 876. [يعني هذا أنه يمكن التعبير عن أي حل 
للمنظومة كتركيبة خطية وحيدة ل يلا....ررناء,0؛ بالإضافة إلى ذلك, فإن «بعدء ل" يكن مع (/لا)ضلكة]. 


ليكن /1/” الفضاء الحلّي للمنظومة المتجانسة التالية: 


54-3 +22 دبرة +ع 
78-5 +72-32 +28 

0ع رو - و10 + م4 - بر11 + +3 
أوجد بعد 717 وقاعدة له. 


موقع الفريد في الفيزياء 


1213 


125.3 


16.3 


الفصل 3 ]8 83 


8 إختزل المنظومة إلى شكل درجي. طبق العطيات 3+ ,:23- جديرة .و و5 + 38,7 جدرية ثم ولا ,ب25- جار 
التحصل على 


0م جهق-ع هر <ع بمدوقداع دو 
2-0-و .5 -- 22 + بر2 


وسيم ا 
2 


للمنظومة. في شكلها الدرجيء متفيران حرّان. 2 و ا! وبالتالي. فإن 2 - (/4101. بمكن الحصول على قاعدة (رندرنا) من 
أجل 7 كما يلي: (1) نضع 2-1. 0:). النعويض المرتد يعطينا 0م كم 1[ تبر ثم 
(2) نضع 2-0 4-1 النعويض المرتد يعطينا ‏ 2 -ى ‏ ثم 5-لا, ثم 


وبذلك» 


أوجد الحل العام للمنظومة المتجانسة في المسالة 123.3 
أ من المبرهنة 7.3: يكون الحل العام هو المتجه 
(2,0,ه,ه5 + ه- ,20 - 58) د (2,5,0,2,1سعط + (0,0, 1,1 درقية د رنط + له 
حيث 2 و ثابتان إختياريان. لاحظ أن هذا ليس إلا الشكل الوسيطي للحل العام تحت إختيار الوسيطين ‏ 2-8 [نضع 
2-1 النحصل على ,لا] و 1-6 [نضع 4-1 لتحصل على رنا]. 
ليكن 17" الفضاء الحلّي للمنظومة المتجانسة 
0دي4 -2+ع3 -درة جع 


6-0 -كم +ج5 سل ره جيه 
16-0 - ع4 + 132 - بر10 + د5ة 


أوجد بعد 7" وقاعدة له 


8 إختزل إلى شكل درجي. طبق العمليات ينلا+ ,-25- مينلا فى را+ يراك جسررة , ثم ون + ,:20- جدررة ٠‏ لتحصل 


على» 
2100 4-0 - 2م م3 - بر2 دعر 
20-0 +36 2 ]اه 0 
420 + ويم - م2 
للمنظومة؛ في شكلها الدرجي. ثلاثة متغيرات حرة؛ لو هو بالتالي. 3 - (415010. يتحصل على قاعدة. (رلاررنا رد من 
أجل /|" كما يلي: (1) نضع 0-, 5-0 [تل. التعويض المرند بعطينا الحل (2.2,0,0,0-)- إلا. (2) نضع 


4-0 1دى 0خلا, التعويض المرتد يعطبنا (7,03,1,0) > رلا. (3) تضع 1 -), 0-ى, 0 
يعطينا. (2,0,1-,2,0-) > إنا. 


التعويض المرتد 


ليكن /1' الفضاء الحلّي للمنظومة 
32-0 بر دع 
22-0 +برة +2 
0 مهبر دهة3 


أوجد بعد 7 وقاعدة له. 

88 نختزل المنظومة إلى شكل درجي. نطبق يط +211 - حديرة الى ور + ,,لة- جدررة , ثم وش + يبا7 حون ٠‏ فتحصل 
على 

32-0 بر2 جع 

0- م8 جبر 

52-0 + روه 

ليست هناك متغيرات حرة (المنظومة في شكل مثلثاني). وبالتالي» 0 > (/815)1. وليس للا قاعدة. تحديداً؛ تتكون “لا من 
المتجه الصفري فقط (0) -/ل5. 


موشع الغريد كي 


الفيزياء 


4 [آ] منظومات المعادلات الخطية 


3 ليكن 1" الفضاء الحلّي للمنظومة 


3-0 بعر سيرة +م2 
4+ 72 سيرم +3 
0 ع6 + 112 - بر0! + ع5 


أوجد بعد 77 وقاعدة له 

18 نختزل المنظومة إلى شكل درجي. نطبق ,28 + ,قة- جدينة و و21 +رماك- جدررةء قم ون + ر1ق- جمدم 
قتسسل على: 

0م + وقد بره +ع2 


0ع لج 


3-3240 


عمد ووه رهج عة] 5 
0-م -عج 


للمنظومة. في شكلها الدرجي. متغيران حرّان, لا ى ‏ وبالتالي. 2 - (418011. نتحصل على قاعدة (ولادرنا4 من أجل /ا 
كما يلي؛ (1) نضع 1 > ل. 0-). يعطينا التعويض المرتد الحل (2,1,0,0-) > رنا. (2) نضع 20 ب 
التعويض المرتد الحل (1,0,1,1) > يناد 


3 ليكن / الفضاء الحلّي للمنظومة 


0ج سبر2 جع 
220 + برك + ع2 
0 ع7 بره جع 
32:0 +3 +ع 


أوجد بعد /" وقاعدة له. 


18 نختزل المنظومة إلى شكل درجي؛ فنحصل على: 


0ع لبرم جع 
42-0+ر - 


يورجدء في الشكل الدرجي» متغير حر وأحد 2. وبالتالي. 1[ > (/01001. للحصول على قاعدة )0 من أجل 17" . نضع 
1 -2. التعريض المرتد يعطى 4--/ز ثم 9 وبذلك. (4,1-,9) > ند 
المبرهثة 8.3: كل منظلومة متجانسة من معادلات خطية؛ مجاهيلها أكثر من معادلاتهاء يكون لها حل غير صفري. 

3 اثبت المبرهنة 8.3. 
08 بما أن 0 حل؛ فإن المنظومة متوائمة ويمكن وضعها في شكل درجي. أيضاً. بكونه للمنظومة؛ في شكلها الدرجي» متغيرات 
حرة؛ وبالتالي حل غير - صفري. 


9 حدد عما إذا كان للمنظومة المتجانسة التالية حل غير صفري: 
0ع ين - 3 +221 - رع 
0عيية + 2 - ,7 - ع3 
2-0 جردة + ىلا3 + عه 
18 نعم, بواسطة المبرهنة 8.3. 
3 المنظلومات غير المتجانسة والمنظومات المتجانسة المقرنة 
3 عرّف المنظومة المتجانسة المقرنة بالمنظومة غير المتجانسة 8 - 876 
ها 0ص عام 


3 اوجد المنظومة المتجانسة المقرنة بالمنظومة غير المتجانسة: 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 3 65 85 


72-3 + م5 - برق جع 
2-/8- 22 + برك د 2 
8ع يو+ م6- بر2 بره 


158 تستيبدل بالثوابت أصفاراً فنحصل على: 
76-20 + نك د برق دعر 


0ديق -- 22 + برق - 2 
عمو + مم - بر2 ع بره 


3 اثبت: إذا كان نا ى 7 حلّين لمنظومة غير متجانسة 24-8 فإن الفرق 0- 7ع "ا حل للمنظومة المتجانسة المقرئة بها 
0 كام 
28 8-0 - قاع نيم - رم د (ن - بوم ع برق 
المبرهثة 9.3: يمكن الحصول على الحل العام لمنظومة غير متجانسة 18 - «8. بإضافة الل العام لنمنظومة المتجانسة 

المقرنة 4-0 إلى حل خاص ى؟ ل 8 > 806. 

3 اثبت المبرهنة 9.3. 
8 ليكن «ا أي حل ل 0- عام إذن 08+ 8ع «ل+ ينحه ع (« + يلاق أي أن, المجموع 10« +ى, يكون حلاً 
ل 46-8. من جهة أخرى, لنفترض أن (1 حل ل 8 > 806. إذن, تبين المتطابقة (الينه - 60 + رنه 2 والمسالة 133.3 
أن أي حل ل 13> 876 يمكن الحصول عليه بإضافة حل ل 0 - 86 إلى الحل الخاص رن ل 8 > )ام 
سوف ترى [المسآلة 5.3 أن الحل العام؛ الذي تعطيه المبرهنة 9.3. ينطبق جوهرياً مع الشكلين المتغير ‏ الحر والوسيطي 
[المسالة 85.3]. 


3 لتكن المنظومة 
5 حع4+ 22 برقع 
8 +32- 3-8 
19 - )4 - وك+ بر3- 22 
(أ) أوجد الشكل الوسيطي للحل العام للمنظومة. (ب) بين أنه يمكن إعادة كتابة نتيجة (1) في الشكل الذي تعطيه النظرية 9.3. 
8 (أ) نختزل المنظومة إلى شكل درجي. نطبق ,1+ ,31 جية اق ونا+ 247 جديية كم و + و33 مسري 
فتحضل إطلى: 


5ععة +ج2 - برقدع 
43 -ج3جير 


ع يا 
55 
12-9- 92+ برة 


44-3 م3 جر 
للمنظومة, في شكلها الدرجي, متغيران حرّان * و). نضع ‏ 2-8 وط< ), حيث 8 و 0 وسيطان. التعويض المرتد يعطينا 
4+ 38- 3 لء ثم 80+ 14-78 *. وبذلك, يكون الشكل الوسيطي للحل 

طعئع الوعج ط4+هة-3دير 5ق +صع4-7زدي 500 
(ب) ليكن 14,3,0,0(0) > المتجه المكون من الحدود الثابتة في (#). وليكن 7,3,1,0-)- ,نا متجه معاملات + 
في (#). و (8,4,0,1) > رنا متجه معاملات ١‏ في ( 4). إذن: يمكن إعادة كتابة الحل العام (©) في شكل متجهي كما يلي: 
إرناط + له + وله > (أرظرلز.؟) زعم 
نبين الآن أن (* #) هو الحل العام وفق المبرهنة 9.3. نلاحظ أولاً أن 3م هو حل المنظومة غير المتجانسة الذي يتحصل 
عليه بوضع 2-0 و0-0. لتكن المنظومة المتجانسة في شكل درجي: 


0ه + 22 برو ير 
4-0- م3 بير 
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المتغيران الحرّان هما * ى). تضع 2-1 4-03 فتحصل على الحل (3,1,0-,7-) - لاد تضع 2-0 و1-13 
قتحصل على الل (8,4,0,1) > يناء نكتشف, بواسطة المبرهنة 7.3 أن (راء,ن) قاعدة للفضاء الحلّي للمنظومة المتجانسة 
المقرنة. وبذلك, يكون ل ( »© #) الشكل المطلوب. 


3 منقلومات المعادلات الخطية كمعادلات متجهية 


13613 


13.3 


0.3ظ1 


استيدل بالمنظومة النمطية (1.3) معادلة متجهية واحدة. 
ب6/ لمك 


.رلاء,لا و 0 ترمن للمتجهات (الآعمدة)» 


أى إذا 


0ح وناىكا ...+ ولايكا 4 تيعد 
وبذلك؛ يكون ( تركيبة خطية ل يناء....رناء,نا إذا وفقط إذا كان للمنظومة حل. 


حوّل المعادلة المتجهية التالية إلى منظومة معادلات خطية مكافتة ثم حلها: 


ا 


١ 2 32 ++ 22+35‏ 1 
لا 0 م) - :)+ بر 4-2 

32 + برق + ع3 32 وننا 3# 5 
نساوي بين المركبات المتقابلة للمتجهات, ثم نختزل المنظومة إلى شكل درجي: 


2 -عة+ بر2 +ع 1 عم3+ر2+عم 1 32+ ير2 +ع 
8- ع 4ه بر ه (8- - 42د ير جه [(6-- 22 +يرة + ع2 


18 -<ع2 2 همد بير2 5 -32 + رق + ع3 


المنظومة مثلثاتية, والتعويض المرتد يعطينا الحل الوحيد 81- يي 28 < بر 2-9 


اكتب المتجه (2,5- ,1) -ن كتركيبة خطية للمتجهات (1,1,!) > رف (1,2,3) > يناه و (1,1-,2) 


88 أوجد منظومة المعادلات الخطية المكافثة ثم حلها. نكتب 


(ه + برق + عررج - بر2 + عد ,22 + بر + ع) ع ولا2 + يقالا + عابر عدن 


فنحصل على المنظومة 
1 ع-ج2 + يرطع 1 و2 دير +ي 
322-3-ر 1إ2-ع2 دابر2 دعر 
0 عدجة 5 <ج ب+برقباع 


الحل الوحيد للشكل المثلثاتي هى 6- - ير 3 ين 42-2 وبذلك 266 301+ ندمل عدن 


ولا 


اكتب (5-,2,3) - 0 كتركيبة خطية ل  )1,2,-3(‏ نا او (4-,1-,2) جيل وى (5-,1,7) 


ل ا(يدك ل بوك عرقت 7 لج بو وهر + 2 + ع) ع رقا + رقال + رقا - (5-,2,3) 


2 سج لبرموع 2 عه +رهجع 
هد 11ح جكبيرة- ها |3 ج72 جر دع2 


1 2د بره2 5- ع ج5- برع - يرق- 


أى 
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المنظومة غير متوائمة, وبذلك ليس لها حلول. وبالتالي. لا يمكن كتابه 10 كتركيبة خطية للمنجهات المعطاة 
03 لتكن المعادلة المتجهية التالية: 
0 > يللي + عد + رليك © بابر 3 
حيث ,*.....ر*.,* مجاهيل سلمية. إن المتجهات ,....,رناء,نا تكون «مرنبطة خطياه أى «مستقلة خطياء وفقاً لكون المعادلة 
(0) تك حلا ين صقري لل اليس الها[ ادحل ااي حدّد عما إذا كانت المتجهات (!,1,1) و (1,3-,2) و (5,3-,1[) 
مرتبطة آم مستقلة خطياً. 


8 نساوي أولاً تركيبة خطية من المتجهات بالمتجه الصفري: 


جبر دعم 1 3 1 0 
000 
2+ برق دمأ /د3 3 1 0 


ثم نساويي بين المركبات المتقابلة, ونختزل المنظومة إلى شكل درجي: 


55 0-ج ل+برةدع 0-ع +ردوج+ع 

مين (0-ج62م- ترقت جه ]20 كدير سير 

وي 22-0+ر 0ع جةء برق جم 
يكون للمنظومة. في شكلها الدرجي, ٠‏ متغير حرء وبالتالي» يكون المنظومة حل غير صفري. ينتج عن ذلك أن المتجهات الأصلية 
مرقبلة يليا 

3 حدد ما إذا كانت المتجهات (3-,2-,1) و (1-,2,3) و (3,2,1) مرتبطة خطياً لم لا. 
9 نجعل تركيبة خطية للمتجهات (بمعاملات > '. *) مساوية للمتجه الصفري: 


(2+ بيرقت ,22+ 3+ 2 ,وق برجي د (0,0,0) 


0>-ع2 بر ج82 8ر3 22-0 + بر3 + ع2- 


0م + بر +ع 320+ بر +ع 32-0 +برد جع 0م + بره +ع 
3 
١‏ 0ع م8 م. روي 102-0+درة 0ج ير ل روه 


المنظومة المتجانسة في شكل مثلثاتي؟ بدون متغيرات حرة؛ وبالتالي ليس لها إلا الحل الصفري. وبذلك. تكون المتجهات 


3 حدد ما إذا كانت المتجهات (1-,1,1) و (3,1-,2) و (,7-,8) مرتبطة أو مستقلة خطياً. 
ل نجعل تركيبه خطية (بمعاملات 2, لا. *) للمتجهات مساوية للصفر: 
(2+ بوه يرب ,72 اس نه3 لس ير بيزق + 2 + ي) ت (0,0,0) 
أو 
82-0 + بر2 +ع 82-0 +بره جع دعق + بر دع 


ا 320+ (15220-ترق- 1ه [(0ع ع7 برقدي 
28 32-0 جر 92-0 جيرة 20ج جير جيرتت 


للمنظومة» في شكلها الدرجي متغير حر. ويكون لها بالتالي حل غير صفري. وبذلك, تكون المتجهات الاصلية مرتبطة خطياً. 
المبرهنة 10.3: أي متجهات في "8, عددها (0+1) أو أكثر, تكون مرتبطة خطياً. 


3 اتثبت المبرهنة 10.3. 
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داررنا متجهات في "8, ى 8 < 4 تكون المعادلة المتجهية 


8ع يلايلا + لل + تارك + يقارع 


© لتكن 


مكافئة لمنظومة متجانسة, عدد معادلاتها 8, في عدد 4<8 من المجاهيل. من النظرية 8.3, يكون لهذه المنظومة حل غير 


صفري. وبذلك. تكون المتجهات يقار رلا مرفي عد 


المتجهات (4-,2,3-,1» (1,2,1,5). (7,0,2-,5()3ت ,6 ,2,0), و (7,4-,8,1-) مرتبطة خطيا. 


3 بين أن 
8 هذه خمسة متجهات في 86؛ من المبرهنة 10.3: نجد آن المتجهات مرتبطة خطياً 
145.3 بيّن أن أي مجموعة من و متجهاء تتضمن المتجه الصذري تكون مستقلة خطياً. 


8 ترمن للمتجهات ب ولاء....رلاررلار0. فيكون لدينا 0 > رنا0 + ... + رنا0 + ينا0 + 10. 
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المصفوفات الصرجسة 


4 قطرء أثر 


1.4 


24 


34 


4.4 


5.4 


64 


7.4 


8.4 


5.4 


عزف «القطره [أو «القطر الرئيس»] لمعصفوفة مريعه -ط ليه ع 4 
يتكون قطن 4 من العناصر يي #.-سريشن,2. 


أفجد قطر المستفوفة 


3 12 
1 5 0 
ةيا 


ال يتكون القطر من العناصر التي تبدأ من الركن العلوي الأيسر وتنتهي بالركن السفلي الايمن؛ وهي السلميات 1, 5, 9 


أوجد قطر المصفوفة ( 3 م)-ه. 


ليش 
© الزوج [5 +2,4 - )]. 
ايج قر فمسيرن (2 2 0-01 
لا يعرّف القطر إلا من أجل مصفوفة مربعة 
عرّف «أثر» مصفوفة مربعة - (يه) - 4 
8 أثر المصفوفة 4 هى مجموع العناصر القطرية؛ أي 
يه ل تيه +0 بوه جره > (ام)عا 
أوجد آثر المصفوفة 4 في المسألة 2.4 
لا إن الأثر هى مجموع العناصر القطرية: 15 » 9+ 5+ -١‏ (4)نا. 
أوجد أثر المصفوفة 8 في المسألة 3.4. 
قا أجمع العناصر القطرية: 3 + 2 > (5 +)) + 22 - )) > (8)نا. 
المبرهنة 1.4: لنفتسرض أن (يه) - 8 و(إره) - 8 مصفوفتان ساق عد 
() (8) + (خ)ن ع رظ + خعى. (1) زخ)ماعاء (لفعل). (تزن زهه)ى ع رامن 
أثبث () في المبرهنة 1.4, 
89 التكن (رء) - 8 + ق. إذن. يط + رهن وبذلك 


(8)ع + وم) حيرط 2 اخ مره 3 > ليرطخبيه) ل حيه رق - زه +هم)م 


أثبت (11) في المبرهنة 1.4. 


د سلمسسي. إذن 


89 
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8 التكن (ي» هط إذنء يماد يك اى 


0 


ومع سيره ل درم ا - رمع 
0 0 


(11) في النظرية 1.4 
© لتكن (ي > ظى و لية) - 84. إذن 


بوظيره 2 45 رمقيرط ب عريك 
7 اعع ادع 


وبالتالي 
)ماح يك أ تبرعرية أل بل حررقبيه كر لحرن أ - رقه)نا 


1-1 اس 


114 اثبت أنه عموماً, يكرن (8) ا (8) 6 * (ظ8) 6ا. 
ا استخدم مصفوفتي المسألة 262.2 

4 لتكن (ية) .8 مصفغوفة مربعة مرتبها . ومداخلها في #. ولها الخاصية 
اثبت أن 0< (42. 
8 التكن (ين) > 242 إذن, بدعمه يق حره ٠.‏ وبذلك 


بيه > ره من أجل كل 1و أ[ [أنظر قسم 10.4]. 


0ع ليه دم 2 عيمبرة جٌّ 2 ديل ام د خم )ا 


حيث تتحقق المساواة إذا وفقط إذا 0 - م. 


4 المصفوفات: المتطابقة والسلمية والقطرية 


1.4 عرّف المصفرفة المربعة المتطابقة -8 [آو مصفوفة الوحدة]. والتي يرمز لها ب ,1 أو 1 فقط. 
08 ,1 هي المصفوفة المربعة -” التي عناصرها القطرية تساوي !, أما بقية العناصر فصفرية. 


4 أكتب المصفوفات المتطابقة من المرتبات 2 و 3 و 4. 
100 
'0 0 
010 
١ 0 .- 0106 .‏ 
0601 5 


4 ارمز للمصفوفة المتطابقة باستخدام ترميز «دلتا كرونكر». 


18 تعزف دلتا كرونكر بأنها 


زعو إذا! 6 

عم إذا درة 
وبالتالي» (رة) > 1. 

164 أوجد أثر ,1 


8 يكون ل ,[ عدد من العناصر المساوية لواحد؛ وبالتالي > ل 0. 


14 إذاث مصفوفة #“ام, بين أن خ ح شياأ. 
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8 الاحظ أولاً أن ك1 هي أيضأ مصفوفة هام لتكن (/) -14. ولكن 
به - يهية - رمقيرة بق > زر[ 
ولذلك. 8 > خراء لآن المداخل المتقابلة متساوية. 
84 إذاث مصفرفة هلا بين أن 4 د يآث. 
8 الاحظ أولاً أن ,]ل هي أيضاً مصفوفة م<م. التكن (يع) - ,41م ولكن 
يه خرقيه ل وقوه يل حرق 
إذن» 8 » ,آلث. لأن المداخل المتقابلة متساوية. 
4 عرّف «المضفوفة السلمية, ,9 المنتمية إلى عدد سلّمي 6. 
ل 0 
4 اوجد المصفوفات السلمية من المرتبات 2, 3, 4 المقابلة للسلّمي 5 - ك 
ل في كل حالة؛ نضع خمسات على القطر وأصفاراً في غير ذلك: 
5 
3 | 659 49 
5 5 0 
5 0 0 
5 
[من الاستخدامات الشائعة, حذف العصفوفات الجزئية الصفرية, أى أي أنماط صفرية أخرى, كما في المصفوفة الثالثة]. 
54 بين أن 18> 8ي8, من أجل مصفوفة سلمية ,2 ذات مرتبة مناسبة. 
8 كلاد رحلا هزل) ع فيه , 
4 بين أن 8غ > .,(81, من أجل مصفوفة سلمية ,1 ذات مرتبة مناسبة. 
8 68 > (81)ط > (8061 ,80 [جوهر المسالتين 21.4 و 22.4 يكمن في أن الضرب في عدد سلمي يمكن أن يستبدل 
ضرب مصفوفي خاص]. 
4 أتبت الخواص الجبرية التالية للمصفوفات السلمية من نفس المرتبة: (0 يي < ,8 + ي8؛ (01 بي 8 ع إدليه. 
18 () بي ازل+ ع ع الج اطع رط ع يط (تن يط تلاك (اازماك ‏ زلل)ا ع (الجاعم د رصيص 
4 عرّف «مصفوفة قطرية.. 
8 تكون مصفوفة مربعة (0) > 0 قطرية إذا كانت كل عناصرها غير القطرية صفرية. يرمز لمثل هذه المصفوفة. غالبا 
في الشكل (ى,ل.....ريك.,,0128)8 > 8, حيث بعض أو كل ال يك قد تكون آصفاراً. 
4 أكتب تفصيلا (7,2-,8)3دذل, (5-,4)هدنلء وى ([9,1-,3-,132)6. 
8 ضع السلميات المعطاة على القطر الرئيس؛ وأصفاراً في غير ذلك: 


6 


3090 0 
0-7 0 
060 80 2 
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2614 


214 


234 


20.4 


31.4 


المصفوفات المريعة 
أوجد قلف حيث (3,5-,2)هدتك ىاو (0,4,6)ههتك - 8 
18 الجداء هى مصفوفة قطرية يتحصل عليها بضرب المداخل القطرية المتقابلة: ‏ (12,30-.14)ههاك > (3.4,5.6-,2.7)ههال. 


لتكن (,3) - 2 مصفوفة مربعة قطرية -0:, ولتكن (ية) - 8 مصفوفة 8<0. بين أن 84 يمكن الحصول عليها بضرب 
كل صف 1 له في ي0. 
8 يتحصل على الصف ؛ ل 28 بضرب الصف أ, ل 8 ( 


00 آماميا في 8: 

© 
(ميهية , ١‏ موهيك ميقرة) - 00 
0 هيوه 


الريك ** زوه ٠٠ ١‏ وير4 بريه) 4 د 


لتكن (,4) - 1 مصفوفة مربعة قطرية -0, ولتكن (ر) - 8 مصفوفة 08. بين أنه يمكن الحصول على 180 بضرب 
كل عمود © ل 8 في ك. 

08 اتبع نفس خطوات المسالة 27.4, ولكن اضرب, بعدياً هذه المرة. في المتجه العمود زل 8 

بين أن 2 ”2, من أجل أي مصفوفة قطرية (ري4) - 8. 

8 لتكن ليهة) - 7م إذا عدف إذن يك » 0 - يل > يها إذا [ »دف إذن يك“ ية. وبذلك 2ع "ط, 

بيّن أن 1 > "1 

1 بما أن 1[ قطرية, إذن 1< "1, 

هل 05-0 


8 إذا كانت 0 مصفوفة قطرية. إذن 07-0. في الحالات الأخرى؛ يكون حجما "0 و 0 مختلفين, وبالتالي لا يمكن أن 
تتساويا. 


4 جبر المصفوفات المربعة. المصفوفات التبديلية 


32.4 


334 


34.4 


35.4 


عزف «جيرأه مصفوفياً. 

08 نقول عن تجميع غير خالٍ © لمصفوفات بأنه «جبرء [مصفرفي] إذا كان © مغلفاً تحت عمليات الجمع المصفوفي؛ وضرب 
مصفوفة في عدد سلمي؛ وضرب المصفوفات. 

بين أن التجميع ,54 لكل المصفوفات المربعة -5 يشكل جبراً مصفوفياً. 

#ا من الواضح. أن التجميع ,50 غير خال. إن مجموع أي مصفوفتين مربعتين -8 هو مصفوفة مربعة *< 0. وأي مضروب 
سلمي لمصفوفة مربعة - يكون مصفوفة مربعة -0. أخيراً؛ جداء مصفوفتين مربعتين -© يكون مصفوفة مربعة -0. وبذلك؛ يكون 
,5 جبراً مصفوفياً. 

هل تشكل مجموعة كل المصفوفات المربعة القطرية -0, ,9 ؛ جبراً لمصفوفات؟ 

8 نعم, فإن ,2 غير خالية, كما أن المجموع, والضرب السلمي. والجداء للمصفوفات القطرية تكون قطرية. 


هل تشكل مجموعة كل المصفوفات السلمية المربعة -8 جبراً؟ 
8# نعم, ينتج ذلك من المسالة 23.4 بالإضافة إلى أن ,م2 -ي8» . 
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4 هل تشكل مجموعة كل المصفوفات 2*3 جبرا؟ 
#6 لاء فإن جداء مصفوفتين 23 ليس معرّفاً 

4 0 بيّن أن جبراً مصفوفياً / يحتوي مصفوفة صغفرية. 
8 بما أن 54 غير خال؛ فإنه يحتوي مصفوفة واحدة على الأقل. 8 إذن, لدينا بواسطة ضرب المصفوفات 08-6 وهي 
تنتمي إلى »ت ١ ١‏ 


4 بيّن أن التجميع 95 لكل المصفوفات 2*2 من الشكل 5 0( كر جيرا ممتقوفي 


ا من الواضح أن 93 ليس خالياً إذا كانت (ي م) -4 و (4 8-06 تنتمي إلى 48 إذن 


لحي 64 4م 0( 


2 م1 
عه + 64 4ه دعم 


1 0 اسم 6+م 


م وو عقحه 
تنتمي أيضاً إلى 9. وبذلك, يكون 26 جبراً مصفوفياً. 
54 متى تكون المصفوفتان 4 ى 8 تبديليتين؟ 
لا تتبادل المصفوفتان 8 و 8 إذا 8 - 88, وهو شرط ينطبق فقط على المصفوفات المربعة من نفس المرتبة. 


دك 2 )سه دل 0-0 صبيس 


اف يي 0 اسن سس 00 


بما ان 848 - 288 فإن المصفوفتين تبديليتان 


54 أوجد كل المصفوفات (2 5)-24 التي تتبادل مع (! () -4. 


5 +ع 


0 | )سيم اد 


نضع 348- 28134 لتحصل على المعادلات الاريع: 


++ 2خ 2-22 ارج يرح + ير برس جوبير 
نجد من المعادلتين الأولى أو الاخيرة. 0 2 ومن المعادلة الثانية, ؛> . وبذلك. تكون 06 أي مصفوفة في الشكل 
6 
4 بين أن المصفوفة السلمية ,آ! تتبادل مع أي مصفوفة 8 مربعة -ه. 
له لديناء شئاع زخل)اء هزلق0 إى 4( ع هناك (تخيز زاعلاة. 


4 0 بقن أن 90 [المسالة 38.4] «جبر تبديلي». 


158 نستخدم ترمين المسآلة 38.4, لإجراء الصصاب: 


ا ا 


وبذلك, 8م ديرق 


موقع الفريد في الفيزياء 


4 ] المصقوقات المريعة 
4 قوى المصفوفات 
44 يمكن تعريف القوى الصديحة غير السالبة لمصفوفة 04 تكرارياً بواسطة: 
كلع 14 10-1 الى (ا.لتبتاع ع "اردع تككهر 
إثبت المبرهنة التالية: (]) 5*9 > 8784؛ (ب) إذا كانت حهاى 8 تبديليتين» فكذلك ”هو "8. 
() يتم البرهان بالاستقراء على م. الحالة 0 > م صحيحة لآن 1 "4, والحالة 1- م صحيحة تعريفاً. لنفترض أن 
1<م, وأن النتيجة متحققة من أجل 1-م. إذن 
لمم 70-1 ورم ع فزرزا- فم))و ع 3730 
(ب) نبين أولاً أن 4 تتبادل مع *8, بواسطة الاستقراء على 4. الحالة 4-0 صحيحة لان 1-”8, والحالة 9-1 
عسديية ركنا نفترض ١‏ 1< 9 وآن 8 تتبادل مع '-"8. إذن: 
كم د الكزروم د ألكزرمع ع ما ل كزرق ع وقو 
وبذلك تتبادل 4 مع *8. بالمثل, وبواسطة الاستقراء على م, نتبادل 84 مع 87. 
في المسائل 48.4-45.4, نكون 8 هي المصفوفة )5 0( 5 


4-3 
4 إحسب 2ه 
8 :)لج لها )لق و)حمددم 
4 7 إحسب ث4 
. حي يس ل ا ا اين 
[المبرهنة؛ في المسألة 44.4, تضمن النتيجة نفسها من حساب 478] 
4 إحسب (1)4 من أجل الحدودية 5 + 46 - 222 ع (00:. 
. 9 دق 4( )سمه ماهر 
ل ل ا 


5-5 0 الاج" و 


4 بين أن 4 صفرٌ للحدودية 22-11 + 2ع («)ع. 


١‏ 9 سدق سدق )سمه 


ناي سن ل 
0 0 0 
ووا*/1:-م-17 مجهو+عه 


[على القارىء المستزيد الرجوع إلى نظرية كايلي - هاملتون/ «والأدهةط :لزه اناهت]. 


في المسائل 52.4-49.4, له هي المصفوفة ل )عم 
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52.4 


534 


544 


55.4 


الفصل 4 © 95 


1 عم 


أحسب 83 

77-25 20-5 77 5 

إصب “م 

0 ل نو - 2 709 )- سمدم 
أوجد (1)8 حيث 4 + 2 - :3 - تيرد (م)ر. 


8 مافة قن إن 


بعس اس اينم 


م 5000000 
و2) -بدجمه - ثم - زمار 


4 
أوجد (8)8: حيث 8 - ير - شيرع ومع . 
2 0-7 )دز )عدم دهم 
5 د ؟آ)- 
وبذلك. تكون 48 صفراً ل 800. 
في المسائل 55.4-53.4, 8 هي المصفوفة 93 )8 
إحسب *8. 
8 لس >0 )>7 1( ا« ممدم 
أوجد (8), حيث ‏ 3+ مه- 20 - (رار 
: 9 0+( )»زا ياهب هه رهم 
22006 )0 )- 
أوجد (8)8: حيث 2 بيه > رمق . 
. 0 وأصدلة :)»ل )نم هه تم رمع 
0 6 )+220 وز) + 6)- 
أي أن 8 صفر ل )ع 
في المسائل 59.4-56.4, استخدم المصفوفة 1 )عم 
أحسب 82 
0 ل ا 000 
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57.4 


55.4 


5.4 


621.4 


224 


6024 


644 


65.4 


674 


- 2 0210-0 17-0 00( 0)-تممدم 


يصب “فد 
8 من المسالة 58.4, ضرب "8 في 8 يضيف 2 إلى المدخل الآيمن العلوي؛ وبالتالي 


03 


عرّف مصفوفة «جامدة». 

8 تكون مصفورفة 8 جامدة إذا 8 ع 52 
بين أن المصفوفة المتطابقة 1 جامدة. 
1ع1لك 12 


بيّن أن أي مصفوفة مربعة صفرية 0 تكون جامدة. 


8 وعمن-ة0. 

بين أن 
'4- 2-2 
4 3 )دم 
3- 1-2 

مصفوفة جامدة 


لك 2-2 8+2-ه8- 8+م-4- 4+2-4 4ت يت 0 4ت هه 
ليا 10 3 1-|-|4+12-12 2+9-8 )2 3 01 3 


2-3 2- 1 4-8+9- 2-6+6- 2+2-3 3- 2-2 1 /3ت 2- 


ادع شراسر 


-)- نم 


بين أنه إذا 4- 8ه اى8> 284 إذن تكون 4 و 8 جامدتين. 
- خم دنم د رهم ) - م8 )ل ع ق4 ع 4م 
:8 هق - ورمق) > (8)48 > م8 - 8 
بين أن جداء مصفوفتين جامدتين تبديليتين يكون جامداً. 
ل 8ه ع (88)زضم) - قزهف)م - 8(م8)م ع (هم)رظم) 
عرّف مصفرقة «عديمة القوى من الصنف 8ه من أجل عدد صحيح موجب 8 
8# تكون 5 مصفوفة عديمة القوى من الصنف « إذا 0-<عم ولكن 6عالثم 
اثبت أنه إذ! كانت 4 عديمة القوى من الصنف «. إذن 484-60 من أجل م< 4 


هه “كرود مكمثم د عل . 
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0644 بين آن 
عديمة القوى من الصنف 3. 


6 0 © 3 1 3 3 1 1 
8 9 3 3 |-[6 2 5 1 2 5 ا 1م 
8 اوعدا ات 3- 1- 3/12 1- 2- 


4 عرّف «مصفوفة إرتدادية, 
8 تكون مصفوفة 4 إرتدادية إذا 82-1, حيث 1[ المصفرفة المتطابقة. 


4 بيّن أن 
3 39 4 
3 0 09 
3- 4- ج- 
مصفوفة إرتدادية. 
0 160 12-3-9 12+0-12 16-3-12 
2 ل 1 0-0 4++0+40-3+ه- )لقم 
1 0 06 12+4+9- 12+0+12- 16+4+12- 


4 أوجد علاقة تربط بين المصفوفات الارتدادية والمصفوفات الجامدية. 
0 أنظر في التحليل 7ه - *8 ت (4 - 1/20 - (8 + 1) 1/2 - 4 لمصفوفة إرتدادية إختيارية 4. 
لديناه 
(42 جه + نم + )1 د زم + )ارم + ن؛ د ايام 
خم م +1 عرمه + )اه 


وبالمثل. 47 > 878. وبذلك, يمكن التعبير عن مصفوفة إرتدادية كفرق بين مصفوفتين جامدتين. 


4 المصفوفات المربعة كدوال 
7214 بين أن مصفوفة 8 مربعة -5 تعرّف دالة من "2 إلى ”28 بطريقتين مختلفتين. 
08 ليكن د متجهاً في 8. باعتبار دا متجهاً عمودياً. تعرّف 4 دالة ة: "8 +"82 براسطة داه > (د)4. من جهة أخرى, 
باعتبار دا متجهاً صفياً تعزف ‏ دالة 4: *2 ج-"2 بواسطة شنا (ن)ض 
في المسائل التالية. إلا إذا ذكر أو فهم غير ذلك, سوف تعرّف المتجهات في “2 على أنها متجهات عمودية: وتكون الدوال 
المعرٌ: بواسطة 8 في الشكل 0 > (4)0. ولكنء ولاسباب طباعية. سوف تكتب المتجهات العمودية غالباً كمتجهات صفية 
منقولة. من أجل المسائل 76,4-73.4, 
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8 لآ 


734 


744 


74 


المصفوفات المربعة 


أوجد (0)ة؛: حيث ‏ 3,7(7-,1) د ند 


28 1+6+21 1 3 2- 1 
35 00 5 )سه - ضام 
5- 2+0-7 7 1- 06 2 


أوجد (4)9, حيث ‏ '4(7-,6رق-,2) ع ل1. 
8 (نا)ق, ليست معرّفة لآن نه لا تنتمي إلى 87. 


أوجد (8)9, حيث ‏ 1,4(7-,2) > « 
16 12 +2+2 2 3 2- 1 

8 (ك) )1ل 5 4]- سم وام 
0 ودوبهأً /ه /1- 6 2 

أوجد (0)ف: حيث . (7,8-,3) - ند 

8 تأسيسا على اتفاقناء لا تكون (0م)4 معرّفة من أجل متجه صفي لا. 

أعطينا [3_ [) -4 . أوجد متجها عنودياً غير صفري (يٌ) - لا بحيث أن 30 - (800. 


4 


08 نكوّن أولا المعادلة المصفوفية 30 > دالهظ: 


ثم نكتب كل طرف كمصفوفة واحد (متجه عمودي): 
ةم _ ابرق جاع 
)> (رةد) 
نساوي بين العناصر المتقابلة في الطرفين؛ فنحصل على منظومة معادلات نختزلها إلى شكل درجي: 


عدوا 58 كم 55 معت 


3-6 عه > إوو6 0ع بيرم ديه بر3 د بر3 - جه 


تختزل المنظومة إلى معادلة متجانسة واحدة في مجهولين وبذلك يكون لها عددٌ لا نهائي من الحلول للحصول على حل غير 
صفري نضع 2 - له مثلاً. فنمصل على 3 ». أي أن 3,2(5) - نا هى المتجه المطلوب. 


إذا أمطينا (3 1) -8 ٠‏ أوجد متجهاً غير صفري () -» بحي أن 60 > (ن) 


18 إتبع خطوات المسالة 77.4: 
2700-9 1"( بجي 


0 برق جعت عدم > بر + 
0عيرة-ع5 | * إبرم6 ع بر3 + نوو 


إذن 
0ر3 - م5 مه 
هناك عدد لا نهائي من الحلول. للحصول على حل غير صفريء نضع 5 ت لا! وبالتالي 3 > »د وبذلكه ”(3,5) > لا. 


أعطينا 


56 2 3 9 


5 ع 
5 12 ئٌُ 
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أوجد كل المتجهات '(5,,2) > نا بحيث أن 9 - (لااة. 
كلا نكوّن المعادلة 0 - «الث2, ثم نكتب كل جانب كمصفوفة واحدة: 


0 ام/اة- 2 1 0 ع3 د بر دع 
- 201 205 أى 0 ج ديرة +22 
0 42 5 0 52 د12 ع5 


32-60دبرة جم 
[ألدع شيرق +ع2 


0ع و5 - 12 + بر 


١ 2 42م‎ 0 


2 1020 


تكون 2 في الشكل الدرجي. المتغير الحر. لنحصل على الحل العام. نضع 2-8 حيث 8 وسيط. التعويض المرتد يعطينا 
و5- ع لل ثم 134 > 5. وبذلكء يمثل "(55,8-,138) > نا كل المتجهات التي تحقق 0< بلل. 


4 المصفوفة القابلة ‏ للقلب (القابلة للعكسء القلوية/ العكوسة), المصفوفات العكسية 


804 


51.4 


554 


عرّف مصفوفة قلوبة (عكوسة). 

8 نقول عن مصفوفة مربعة 4 أنها قلوبة (أى عكوسة) إذا وجدت مصفوفة [مربعة] 8: بحيث أن 1ع 88 - قل حيث 1 
المصفوفة المتطابقة. 

اثبت أن المصفوفة 8 في المسألة 80.4 وحيدة. 

8 إذا 1ع حرظعرظه او 1ك حرظ د يرقف إذن رظع يظا - يقلخ 8) ع لرظف) 8 ع ارطع ره 

عرّف «المصفوفة العكسية» لمصفوفة عكوسة. 

ف إذا كانت 4 عكوسة (قابلة ‏ للعكس)» إذن نسمي المصفوفة الوحيدة 8, بحيث 21 م88ع قم مصفرفة عكسية (أن 
معكوس) 24 ونرمز لها ب 471. 

بِيّن أن علاقة العكس متناظرة؛ أي أن ع !-(١-م).‏ 

8# إذا 84-1- ظك. إذن 1ع 8خ - 84؛ وبذلك إذا كانت 8 معكوس 4. فإن 8 قابلة للعكس, وتكرن 8 
مصفوفتها العكيسة. بمعنى آخر, ل د !-(-م) 


هده( 4-07 د (3- 6-7 تصن 
: د ونه عمو داز تسمه 


0 )>( 0( ()عمم 


2 1-0 2 1020- 
يي كن 3 1- 0 5 3 06 4- |-8 متعاكستان. 
1- 1- 6 
0 0 1/ 2+0-2 2+0-2 11+0+12- 
٠11‏ 0 


0 1 4-1-3-0 3سو+4 18 +244 
1 6 مأ /8+1-8 8-و+8 هدبهي-يبف 


سوف نعرف. من المسالة 121.4. أن !> 88 إذا وفقط إذا 1 88 وبالتالي» لسنا في حاجة لاختبار عما إذا 84-1 
وبذلك تكون 4 و 8 كل منهما معكوس الأخرى. 
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826.4 


271.4 


5.4 


ايان 


520.4 


51.4 


أثبت الصيغة المقيدة التالية للمسالة 121.4: إذا كانت 4 «متناظرة» ووجدت مصفوفة 8 بحيث أن 1- 8. إذن تكون 4 
عكوسة. وتكون 8 مصفوفتها العكسية. 
18 إذا 1-ظف إذن 878-21 ولكن 8- 8زخ87) - زهم)"8 - 87 
متي تكون المصفوفة العامة 222 1 4-6 قايلة للمكس؟ ما هى معكوسها عندتذ؟ 
نبحث عن أعداد سلّمية » #, لاه * بحيث أن 
0 1/_ابر عرراة 4ه اك ساف اك 
17 7-6 عه 1 أو ل )- لك + برع 5 
والتي ترجع إلى حل المنظومتين التاليتين: 


22-7 5 
1-يك + بن 0د عة جد 


واللتين لها نفس مصفوفة المعاملات 8. نضع 66 -24-[8| [محددة 8]. من المسآلتين 41.3 و 42.3 نجد أن 
المنظومتين قابلتان للدل ‏ وتكون 4 عكوسة, عندما وفقط عندما 0 [14. في هذه الحالة, يكون للمنظومة الأولى الحل 
الوحيد 9/181 - », الخ4ا- -2, وللمنظومة الثانية الحل الوحيد |8|/ط- - لاء إلّما/ة > . وبالتالي, 


في اريس لاي 


نعبر عن ذلك بالكلمات: عندما 2!4|760, نحصل على معكوس المصفوفة 8, 2<2, بواسطة (1) تبادل العنصرين على القطر 
الرئيسي, (11) ناخذ سالبي العنصرين الآخرين» (111) نضرب المصفوفة في [1/!4. 


بمدسعت (3 2-07 


18 استخدم الصيفة الصريحة في المسالة 87.4. وبذلك, نجد 60 1- > (5()2)- (3()3) |18 . ثم نبادل عنصري القطر 
الرئيسيء وناخذ سالبي العنصرين الآخرين, ونضرب في |1!/!8: 


3 9-4 )م 
بسع |3 4-7 . 


أوجد اولاً 2 - - 3()4) - (5()2) > [4|,ء ثم نبادل بين عنصري القطرء ونأخذ سالبي العنصرين غير القطريين؛ 
ونضرب في |41|/!: 
و 0/2 
أوجد معكوس 3 )-8. 
1# نحسب اولاً 9- (()(3-) -(2()3)-|8|. ثم نبادل بين العنصرين القطريين» ونأخذ سالبي العنصرين غير 


القطريين. ونضرب في |8|/!: 
2 2-1 1-) 


حاول إيجاد معكوس (5_ 77 ) -4. 


© نوجد أولا 0-()(6)-(9-)(2-) -|4|. بما أن 414-0]|. فليس لل معكوس. 
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54 آعط «خوارزمية الحذف الجاوسية» التي إمأ تحسب معكوس مصفوفه 4 مربعة :8, أى تبين أن 8 ليست عكوسة 

8 خطوة 1 كوّن المصفوفة 828 [المركبة] (4:1) - 34 أي, تكون 4 النصف الأيسر ل 16 ى 1 نصفها الايمن 
اخطوة ١.2‏ اختزال 04 صفيا إلى شكل درجي. إذا نتج عن هذه العملية صفٌ صفريٌ في النصف -8 من 84 توقف (8/ ليست 

عكوسة). في الحالة الأخرى؛ يآخذ النصف -4 شكلاً مثلثاتياً 
خطوة 3 اختزل 34 صفيا إلى الشكل الصفي القانوني (1:8) حيث حلت 1 محل 8 في النصف الأيسر للمصفرفة 
خطوة 4 ضع 8<ألم 
يجد القارىء تبرير هذه الخوارزمية في المساآلة 122.4 


2 09 3 
3 1- 2]إعدم 
لز ا 


كرّن المصفوفة المركبة (4:1)- 84, واختزل 86 إلى شكل درجي: 


160 06 /1 0 241 0 0 
21 0[-]0 -: 1-1 
0 1 01-4 01 0 0 -11-6 11 


4 أوجد معكوس 


في الشكل الدرجي, يصبح النصف الايسر ل- 04 في شكل مثلثاتي؛ وبالتالي» تكون 8 عكوسة. اختزل المصفوفة الناتجة إلى 
الشكل الصفي القانوني: 
فتكون المصفوفة المركبة النهائية في الشكل (1:471). 
4 أوجد معكوس 
2 1-2 
0 3- 0-0 
5 4 1 
18 كوّن المصفوفة المركبة (8:1) - 84 ثم اختزلها إلى شكل درجي: 


2- 1/ 0 160 
1 5-6 1ف 
0ه 16 171 5-10 3 


في شكلها الدرجي, يكون النصف الأيسر ل21 في شكل مثلثاتي؛ وبالتالي. تكون 8 عكوسة. اختزل 04 إلى الشكل الصفي 


القانوني 
65 16- 027 89 1/ 2 6ك 11م 2 1 
1 8 161 2-6 5- 1968 -» 
1- 3 5-:1 0 مأ /1- 3 11-5 م 
فيكون للمصفوفة النهائية الشكل (!-0:8. 


4 أوجد معكوس 


4 102 
9 1- 1-]دم 
3- 2007 
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527.4 


56.4 


100.4 


1014 


102.4 


6 المصفوفات المريعة 
8 كوّن المصفوفة المركية (8:1) -04 واختزلها إلى شكل درجي: 


80 1 12 "0 0 2 آهت 2 8 60 10 21-4 1 
|5 ! 7 0-07 11 1 0]-[0 1 0 5 : 1- ]عدا 
1 جه دا 2 ه586أ 17 517-2806 103 /1 00 7-3 2 


النصف الأيسر ل 80 هو الآن في شكل مثلثاتي؛ وبالتالي» يكون ل ى معكوس. نختزل 86 خطوة أبعد. إلى الشكل الصفي 


القانوني 


3 1- 164 080 
جم . ن|12- 5/2 7/21 16 
5/21-3/202- 1 0 


طبق الخرارزمية الجاوسية على: 
1 
3 5 )سم 
0 ع 
8 كرّن المصفوفة المركبة (8:1) - 86 واختزلها إلى شكل درجي: 
0١ /1 3 41 10 0١ /1 3 -41 1 0‏ 4410- 3 1 
5 1 2031-1 1-0 2031-11 01-6 1 1/0- 5 1 
1 2 1-1م موأ /1 م 1-3م 4 مأ /1 600 13 3 
يكون ل ]8, في هذا الشكل الدرجي. صف صفري في نصفه الايسر؛ أي أن 8 ليست خزولة (قابلة - للاختزال) صفياً إلى شكل 
مثلثاتي. ولا تكون 8؛ وفقاً لذلك؛: عكوسة 
لتكن 8 و 8 عكوستين من نفس المرتبة. بين أن 48 مصفوفة عكوسة وأن ‏ !-م!- 8ع !-(48). 


0 دحوم تممه احمز !“مهم ع زه -48()8) 
ع هراج د وززا قد وزواتم )8-1 - رطم )زا 8) 


ديات مات وت امع 
أن اجظايه !جم د “ليخسيكرة). 


لتكن ,8.....ية,ر8 مصفوفات مربعة -م عكوسة. 
8 يكون البرهان بالاستقراء على 0. من أجل 8-1, لدينا '87 عا رى. لنفترض أن 1 < 8, وأن المبرهنة تتحقق من 
أجل 2. سنبرهن أنها صحيحة من أجل 8+1. يكون لديناء باستخدام المسالة 97.4, 


مثيم د ره شوك اليك ٠١‏ رشرشارزيه > 'أبريك(,ه ٠١‏ شرك )] د '“(بررش ه١٠‏ بقرك) 
وبذلك, تتحقق المبرهنة من أجل 1 + 0. وبالتالي تتحقق المبرهنة من أجل كل عدد صحيح موجب «. 
بيّن أنه إذا كان ل 4 صف صفريء يكون ل 48 صف صفري ايضاً. 
8 إذا كان الصف : ل 8 صفرياً. فإن الأمر يكون كذلك بالنسبة للصف 7 في 88 (أنظر المسالة 47.2). 
ين أنه إذا كان ل 4 صف صفري, فإنها لا تكون عكوسة. 
88 إذا كانت 8 عكوسة, فإن 2848-1 وهذا يقتضي وجود صف صفري في 1- 
بيّن أنه إذا كان ل 8 عموداً صفرياً فإن يكون 48 عموداً صفرياً أيضاً. 
#*ظ إذا كان العمود © في 8 صفرياً. فكذلك الأمر بالنسبة ل» في 48 (أنظر مسالة 47.2). 


إذا كان ل 8 عمود صفريء فإنها لا تكون عكوسة. 


8 إذا كانت 8 عكوسة؛ فإن 8758-1 تقتضي وجود عمود صفري في ]1 
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4 إذا كانت 8 عكوسا. بتّن أن 14 تكون عكوسة. عندما 0 > 1 ومعكوسها هو 1-ما-غ. 
بماكأن 20د إنذن >1/7 عام موجود إذن. 11-1 (أتخه)- 6 - (احة!”6)ز8). وبالتالي؛ نكورن 
8غ معكوس 68. 1 
4 لنفترض أن 8 و 8 عكوستان. بيّن أن 8 + 8 قد لا تكون عكوسة. 
إختر 1(4-)- 8. إذن, 8- 8 + ل ليست عكوسة. 


4 بين أن مصفوفة قطرية . لي2,...رره.,4138)8 - 8 تكون عكوسة إذا وفقط إذا كان لا توجد 0 - ,0 


إذا كانت بعض 0 > ,ه, فإنه يكون ل 2 صف صفريء وبالتالي [مسألة 00.4!] لا تكون <! عكوسة, إذا كانت لا توجد 
1 بعض نإذة ي ي» وبالتالي غيو توج 


0 به فإن '/8 تكون موجودة, وكذلك 


1 > (ل,...,11)قماق د رذ ميقن ه)عقذل 


وبالتالي» ('ية د احم 


4 بين أن 48 تكون عكوسة إذا وفقط إذا كانت 87 عكوسة 
88 إذا كانت 8 عكرسة, فإنه توجد مصفرفة 8 بحيث أن 1 84 - 48. إذن,ء 17-(88) - 88(7), وبذلك 
اع تقتم د توتقل وبالتالي؛ تكون "8 عكوسة؛ ومعكوسها 87. ينتج العكس من حقيقة أن م - 47(7) 

4 بين أن عمليات العكس والمُناقلة تبائل, أي أن 1(7-م) > ١+(م).‏ 
8 في المسالة 106.4 87 عكس 47؛ أي أن '-(85) - *8. لكن 87 - 8, وبالتالي '-(47) - 7زا-م) 


4 المصفوفات الأولية 


4 عرّف «مصفوفة أولية. 
لقا لتكن 8 المصفوفة التي يحصل عليها بتطبيق عملية صفية أولية © [مسالة 79.2] على المصفوفة المتطابقة !؛ في, لتكن 
()© > 5. إذن تسمى 8 مصفوفة أولية مقابلة للعملية الصفية © 

4 أاوجد المصفوفة المربعة 3٠‏ الأولية ,8 مقابلة للعملية ,1 جه ,1 
18 طبق العملية ,8 <> ,8 على را اي بادل بين الصفين الأول والثاني في ,1 فتمصل على 


60 01 
0 0 نه 
601 


4 أوجد المصفوفة المربعة -3 الأولية ,5 المقابلة للعملية ‏ ,78 جدي8. 
ها طبّق العملية ,8-78 على ر1؛ أي. إضرب الصف الثالث ل ,1 في 7-- ؛ قتحصل على 


0 10 
. 1 مأعت 
7 06 


4 اوجد المصفرفة المربعة -3 الأولية ,5 المقابلة للعملية ‏ م + ,/3- هيه , 
8 طبق العملية ,8 + ,38 - حسر8 على ر1؛ أي, إستبدل ,8 + ,0-38 بالصف الثاني. فتحصل على 
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112.4 


113.4 


114.4 


115,4 


1160.4 


117.4 


116.4 


ليكن (0,...1.....0) - ,6 المتجه الصف ب 1 في الموضوع رقم وى 0 في غير ذلك. بين أن ,5ع شرء. أي الصف 1 في 4 
8 الاحظ أن » هى الصف رقم 1 في المصفوفة المتطابقة 3 نجد. من المسالة 472, أن الصف رقم 1 في 188 هى 
اشع 


المبرهئة 2.4: لتكن » عملية صفية أولية و 8 المصفوفة المربعة -15 الاولية المقابلة, في (ي,60 > 5. إذن: لدينا من أجل أي 
مصفرفة -مكاس, ه, 84 - (8)ه. أي أن النتيجة (48)© لتطبيق العملية © على المصفوفة 4 يمكن 
الحصول عليها بضرب 4 من اليسار في المصفوفة الآولية المقابلة 5 

اثبت المبرهنة 2.4 إذا كانت 6 العملية الصفية الأولية 1 جه ,8. 

8 دعنا تستخدم العلامة م للرمز للمركبة 1 في متجه صفي: مثلاً. الصف 1 في 1 سيرمز لله بواسطة 


٠.6, )0,...,1...,0(‏ بالمثل. نرمز للمركبة [ بواسطة حى . إذن 


هام 5 - 
"لم بره للج6) > (1)ه د الماقنت رقو )> (م)ه 
ولكن.ومن المسألة 47.2 فإن الصف رقم ع1 في 6 يكون هو الصف 6 في 8 مضروباً في 18 وبالتالي. يكون لدينا 
5 2-2 ا 93 ع 1 
زمه > الي واح و ل وا امت "زاي» رح رمك حل مارك نرق ») > فرق 


باستخدام المسالة 112.4. 


اثبت المبرهنة 2.4 إذا كانت » الحملية الصفية ‏ (0 * ©) ,4/9 +-,/ 
18 باستخدام ترميز المسألة 113.4 يكون لدينا 


"لررك نوو ...و 6) - (1)ه عع 0 
وبذلك نهاك ليه بز د رر)ك لقره را مقرل ل رشره) - ارق 


اثبت المبرهنة 2.4 إذا كانت » الحملية الصفية © + ,68 + ,8 . 

/ 5 السووسي” ايج بين 
س١‏ لفارت + رم ان - 7م عه راس + را ر8) - (اياه 
نستخدم ,8 + ,6 - شرع + (امر) - 4 ز» + ٠.)‏ فتحصل على 


5 ممم سر 5 يووية جوري 
(ق)م كت لي ريك برل )> ”لقيه مشزيء +جرعط), ١‏ مشرة) حمظ 


بين أن 4 مكافثة صنيا ل 8 إذا وفقط إذا كانت توجد مصفوفات أولية ,.....,8 بحيث أن 8 2 7,8,6 


تعريفا تكون 4 مكافئة صفيا ل 8 إذا كانت توجد عمليات صفية ,©...سر6, بحيث أن 8ع (...(((8) عاين)..)». 
ولكن. وبواسطة المبرهنة 2.4 يتحقق ذلك إذا وفقط إذا 8< لش ,5ر8...8 حيث ,8 المصفوفة الأولية المقابلة ل ». 
بين أن المصفوفات الأولية عكوسة وأن معكوساتها هي أيضاً مصفوفات أولية. 

8 لتكن 5 المصفورفة الأولية المقابلة للعملية الصفية الأولية 8 > ()©: ». ولتكن 'ع العملية العكيسة ل ه. و 120 المصفوفة 
الأولية المقابلة لها. إذن 8*8 - (8)"ن ك ((0)ع)'ه - 1 إلى 88 - )ع - (('6)ء > 1. وبذلك؛ تكون 8 معكوس 8 
المبرهنة 3.4: القضايا التالية متكافئة: (1) 4 عكوسة: (ب) 4 مكافئة صفيا للمصفوفة المتطابقة !: (ج) تكون 4 جداءٌ 

لمصفوفات أولية. 

اثبت أن (1) تقتضي (ب): في المبرهنة 3.4 

8 لنفترض أن 4 عكوسة, ولنفترض أن 4 مكافتة صفيا لمصفوفة 8 في الشكل الصفي القانوني. إذن: توجد مصفوفات 
أولية ,8..ررظار بحيث أن 8 > حرظرظ..8. بما أن 4 عكوسة. وكل مصفوفة أولية ,8 عكوسة؛ فإن 8 تكون عكوسة 
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[المسألة 97.4]. ولكن إذ! 1 8, إذن يكون ل 8 صف صفري؛ وبالتالي لا تكون 8 عكوسة [مسالة 100.4]. وبذلك ‏ 1- 83 
و () تقتضي (ب) 
4 اثبت أن (ب) تقتضي (ج)» في النظرية 3.4. 
8 إذا تحققت (ب). فسإنه توجد مصفوفات اولية ,5....رر8,,8 بحيث أن 1- شرظرة...,5: ويذلك 
8 > ' (رظيظ...ي8) - 8 ولكن ال 8/1 هي 6 مصفوفات أرلية. وبذلك. (ب) تقتضي (ج) 


4 اثبت أن (ج) تقتضي (). في النظرية 3.4. 
8 إذا تحققت (ج)) فإن ,8...ر8,8 - 8. ال ,85 مصفوفات عكوسة؛ وبالتالي إن جداءهاء 8 يكون أيضاً مصفوفة عكوسة 
وبذلك. (ج) تقتضي (أ). وهكذا. تكون النظرية قد أثبتت. 

4 لتكن 4 و 8 مصفوفتين مربعتين من نفس المرتبة. ببن أنه إذا 1> 88, إذن !47 > 8. وبالتالي, تكون 1< هلهم إذا 
وفقط إذا 84-1 
88 النفترض أن 8 ليست عكوسة. إذن» لا تكون 8 مكافئة صفيا للمصفوفة المتطابقة 1 وبذلك تكون 8 مكافئة صفيا 
لمصفوفة ذات صف صفري. بتعبير آخرء توجد مصفوفات اولية ,8,.....8 بحيث يكون شركرك..ر 8‏ صفاً صفرياً. 
وبالتالي» فإن ,#رك...ر - 8ه,ظر8....5» وهي مصفوفة عكوسة. يكون لها صف صفري. ولكن هذا يناقض المسألة 100.4 
وبذلك تكون 4 عكوسة ويكون لدينا 

“كمد اام درقم “م د هرما-م) -ورده 


4 لنفترض أن 4 عكوسة, ولنقل أنه يمكن إختزالها صفياً إلى المصفوفة المتطابقة 1 بواسطة العمليات الأولية 
هذه المتتالية من العمليات الصفية الأولية تعطيناء إذا طبقت على 1, المصفوفة 8“5. 


8 التكن ,5 المصفوفة الأولية المقابلة للعملية ,©. إذن» 4-1 رظرك..ي5. فرضاً. وبذلك 1- 81(8, 
...5 > 4-1. بتعبير آخر, يمكن الحصول على '-8 من 1 بتطبيق العمليات الصفية الأولية 


4 بين أن ظظ مكافثة صفّياً ل 4 إذا وفقط إذا وجدت مصفرفة عكوسة " بحبث أن لم8 ع 8 
8 إذا ححه إذن حمع حرقيع.ظ - ن.((لخار»ايه)..)ه > 8 حيث ركرك..ي8 - 5 مصفوفة عكوسا. ينشج 
العكس من حقيقة أن كل خطوة قابلة للعكس. 

4 بين أنه إذا كانت 413 عكوسة. تكون 4 عكوسة. [وبذلك, فإنه إذا لم يكن ل .4 معكوسء فلن يكون ل 48 معكوس]. 


لقا إذا كانت 48 عكوسة, فتوجد مصفوفة © بحيث أن 1- 88(0). وبالتالي» 1 (4)80. وتكرزن 80 المصقوقة 
الحكسية ل ث8. [بواسطة المسالة 121.4]. 


4 عمئيات الأعمدة. التكافؤ المصفوفي 
4 اكتب قائمة بالعمليات الأولية على الأعمدة: 
8 [,5] 2 تبادل عمود 1 مع عمود ل © هه 0. 


[ي5] ضرب عمود 1 في سلمى غير صفري: (0 * )© + 10 
18 استبدال العمود ز مضروباً في ا ومضافاً إليه العمود 1 بالعمود 1 © + يع حني0. 


4 أوجد معكوس [,8] في المسالة 125.4. 
8 تبادل مكاني نفس العمودين مرتين يقود إلى المصفوفة الأصلية: وبالتالي تكون © ه-> ,© نفس معكوسها. 


4 أوجد معكوس [ي7] في المسألة 125.4. 
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18.4 


122.4 


130,4 


131.4 


132.4 


133.4 


134.4 


125.4 


126.4 


المصفوفات المربعة 


8 بماأن 0*اط, فإن السلمى '“غا موجود. إذن, العمليتان ‏ 0-1-0 اى ,1710 <0© متعاكستان. 


أوجد معكوس [,5] في المسألة 125.4. 
تطبيق ‏ ,© + ,80- ح0 ثم ,© + ,10ج0. أى بالعكس, يقود إلى المصفوفة الاصنية. وبالتاليء العمليتان 


أوجد المصفوفة الآولية المربعة -3 ,5 المقابئة تعملية العمود © هه ,©. 
88 نطبق © © على رآ 

160 60 01 0 

( 1 0) 60 05[-5 

0 0 1 0 0 1 


أوجد المصفوفة الأولية المربعة -3 8 المقابلة لعملية العمود 50 - مري©. 
8 نطبق ,50س جر على ر1. قتحصل على: 


1 00 
6 -5 0 
06 01 


أوجد المصفوفة الأولية المربعة -3 ,5 المقابلة لعملية العمود © + ,40- + ي©. 
8 نطبق العملية على ,1 فنحصل على 


ترميز: لنرمز بواسطة ء و /, على الترتيب للعمليتين الاوليتين على الصفوف والاعمدة؛ ولتكن 8 و 1 المصفوفتين الأوليتين 
المقابلتين لهما على الترثيب. 

بين أن *47([1)م] - (7)4؛: أي أن تطبيق عملية العمود ؛ على مصفوفة 4 يعطى نفس النتيجة كما عند تطبيق العمئية الصفية 6 

على "48 متبوعة باخذ المنقول. 

ينتج هذا مباشرة من أن أعمدة 4 هي صفوف 45, وبالعكس. 

بيّن أن 5 منقول 5. 

نا 25 > *[()ه] - ”[( ”)م ]ع ()ل دم 

المبرهنة 4.4 "لم * (ه). 

إثبت المبرهنة 4.4. 

من المسألة 132.4 والمبرهنة 2.4, نجد أن 7 ع 7 "(”لى) ع ”[”خرص] ع 7([7م)ء] ع زشار. 


ما هي شروط أن تكون 8 مكافثة عمودياً ل 14 


تكون 8 مكافثة عمودياً ل 4 إذا كان يمكن الحصول على 8 من 4 يتطبيق متتالية من عمليات أولية على الاعمدة. 


مين أن 8 تكون مكافئة عمودياً ل 8 إذا وفقط إذا وجدت مصفوفة عكوسة 0 بحيث أن 80 > 8. 


© إذا كانت 8 مكافقة عمودياً ل ل إذن 40> ,5 ٠٠١‏ يلك - (.. .(((1,)4)ي[). . )ره هء حيث لامر ع 0 
مصفوفة عكوسة. العكس يتبع من حقيقة أن كل خطوة قابلة - للعكس. 


موقع الفريد في الفيزياء 


137.4 


1384 


125.4 


الفصل 4 9 107 
متى تكون 8 مكافتة ل 8؟ 
8 تكون 88 مكافتة ل 4 إذا أمكن الحصول على 8. من 8, بواسطة متتالية من العمليات الأولية للصفوف و/ أو الأعمدة 


بيّنِ أن 18 مكافئة ل 8 إذا وفقط إذا وجدت مصفوفتان 7 ى © بحيث آن 880 - 8. 


8 إذا كانت 8 مكافئة ل 4 إذن 240 ع 8 ٠٠١‏ رق #شركرك :800 - 8 ٠‏ حيست رقرظ. 
مصفوفتان عكوستان. يتبع العكى من حقيقة أن كل خطوة قابلة ‏ للعكس. 


> م اظركرم عو 


المبرهئة 5.4: تكون مصفوفة 8*8, 8, مكافثة لمصفوفة مركبة 0 [العدد الصحيح غير السالب + يسمى مرتبة 
م 


أثبت المبرهنة 5.4. 
8 البرهان بنات 


في شكل خوارزمية. 


خطوة 1. إختزل 4 صفيا إلى الشكل الصفي القانوني» بحيث تكون المداخل الامامية غير الصفرية 


6 عيرق ملك 


خطوة 2. بادل بين ي© وي.©» وبادل بين ,© و,©....» وبادل بين ,© و..©. يعطينا هذا مصفرفة في الشكل (4|-]) 
المداخل الأمامية غير الصفرية 2,.سدرية.بة 

خطوة 3. استخدم عمليات الأعمدة, بره كمرتكزء لإحلال اصفار محل كل مدخل في 8 أي من أجل 21,2,..4, 
ى 2.0 + 16 + :ع ل طبق العملية ,© + كريط - جر. 


4 مصغوفات مثلتية عليا ومصفوفات خاصة أخرى 


1404 


121.4 


1024 


143.4 


1444 


عرّف مصفوفة «مثلثية علياء. 
تكون مصفوفة مربعة (رة) 8 مثلثة عليا إذا كانت كل المداخل تحت القطر الرئيسي مساوية للصفر؛ اي إذا 
0عديه من أجل [< ا 
أعرض المصفوفات المثلثية العليا العامة من المرتبات 2 و 3 و 4. 
لس عط امن ادم 8 
8 مع انك يده 0 0 
م6 وو© 2 5 21 0 
3 10 
[من المتعارف عليه, كما في المصفوفات القطرية, عدم كتابة العناصر الصفرية]. 
المسائل 147.4-142.4 تتعلق بالمصفوفتين المثلثيتين العلويتين من المرتبة 8 (يه) 4 ى (رم) > 8. 


بيّن آن 8+ 8 مصفوفة مثلثية علياء حيث القطر [ى,ط * ومقميوظ ‏ يوقدرن 


بط ررقاء 

© التكسن (ر»)- 8+8. إذا ز<1 إذن 00+0-0ترط+يرهديء. تكون 4+8 مشثية عليا. كمساان 
برط + برة ع بره تكوّن العناصر القطرية. 

بين أن ا مصفوفة مثلثية علياء حيث القطر [ىي ...ريه ارريةا]. 

© لتكن (يء)- 8 إذا [<1. إذن 0-0 ي0ظ- .». وبالتالي 4ط مصفوفة مثلثية عليا. أيضاً تكون 
برها > بره العناصر القطرية. 

مِيّن أن الجداء 48 مصفوفة مثلثية علوية. 


لتكن (ر6) ع هله إذن 
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بوطيرة 7 


ذا (<1 إذن من أجل أي , يكون لدينا إما 1<[ أى ز<, وبذلك إما أن تكون 2-0 أى 20 بيط. وبالتالي: 
3 يِ عا إلا يٍِ 
0> بي وتكون 8ه مصفوفة مثلثية عليا. 
4.4 بين أن المداخل القطرية في 48 تكون ‏ ررطييقد.يوتيوةبررظرية. 


8 لديناء باستخدام ترميز المسالة 144.4, 


ولكن من أجل 1>, 0>تي, ومن أجل 1< , 0ح 6 وبالتالي» ظاية 3- 6 كما ذكر. 
4 بيّن أن المداخل القطرية في "8 تكون ,42 .....يد6 :> 
8# هذه نتيجة مباشرة للمسالة 145.4 
4 بيّن أنه.. من أجل أي حدودية ()1: تكون (ي,1)8.....ليرة)؟,(, ,1)8. المداخل القطرية ل (5)8. 
8 ينتج هذا بواسطة الاستقراء على درجة (*)1, واستخدام المسائل 142.4 ى 143.4 و 146.4. 
4 بين أن التجميع ,9 لكل المصفوفات المربعة © المثلثية العليا تشكل جبراً لمصفوفات. 
08 ينتج هذا من حقيقة أن ,9 غير خالية ومن المسائل 144.4-142.4. 
4 بين بمثال أن الجبر 72 للمصفوفات المربعة -2 المثلثية العليا ليس تبديلياً. 
. اسم ادك إن قواتمن 
4 اثبت: إذا كانت 8 مصفوفة مربعة -0 مثلثية عليا تحتوي صفراً على قطرهاء فإنها لا تكون عكوسة. 
8 لتكن (يه ىف وليكن # أصغر عدد صحيح بحيث أن 0 > بية. إذن» يمكن تجزثة 4 في الشكل 
5 
حيث 8 حجمها »ا(1-), وحيث 2 حجمها (0-1+1(<)0-1). وبذلك, يكون ل 2 صفوف أكثر من الاعمدة, وبالتالي 


سوف ينتج عن إختزال 2 صفياً إلى شكل درجيء صف صفري. لذلك, فإن إختزال 8 صفياً إلى شكل درجي سوف يقود إلى 
صف صفري. إذن لا تكون ل عكوسة. 


5 


4 لنفترض أن 4 مثلثية؛ أي أن 4 مصفوفة مثلثية عليا بدؤن مداخل قطرية مساوية للصفر. بيّن أن 4 عكوسة وأن معكوسها 
مصفوفة مثلثية أيضاً بمداخل قطرية ىم 8,ديرة ره 
بتطبيق خوارزمية جاوس في المسالة 92.4 على المصفوفة المركبة. (81) -.24, نناظم إلى الواحد المداخل غير 
الصفرية الأمامية, وذلك بضرب الصف 1 ل- 74 في (ه...,1,2 > 871؛ يستبدل هذا القطر [ني8...ير 2م 2]. ب1. نستكمل 
الآن تحويل 8 إلى 1 بإضافة مضاعفات مناسبة لصفوف 88 السفلية إلى صفوفها العلوية؛ يقود هذا إلى تحويل القطر 
,#إرة1 إإى مصفوفة مثلثاتية, '-8, بنفس المداخل القطرية. 


8.4 باستخدام العنصرين 0 ى 1 فقط, أوجد (1) كل المصفوفات القطرية 22 (ب) كل العصفوفات 22 المثلثية العليا. 
© () المصفوفات القطرية يجب أن تكون عناصرها غير القطرية مساوية للصفر: 


695 069 69 6 
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153.4 


154.4 


155.4 


156.4 


4.”آ152 


153.4 


155.4 


100.4 


1614 
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(ب) المصفرفات المثلثاتية العليا يجب أن تكون عناصرها تحت القطر صفرية: يعطى هذا المصفوفات الأريع في (1), بالإضافة 
إلى المصفوقات الأربع التي يتحصل عليها بتغيير العنصر ‏ (1,2) إلى 1. 
المسائل 155.4-153.4 أسئلة صواب/خطا إذا كان السؤال خطاً أعط مثالاً عكسياً. 


كل المصفوقات الدرجية المربعة مثلثاتية عليا. 

واد 

كل المصفوفات المثثاتية العليا في شكل درجي. 

8 خطا: (1 7) - 4 مظثاتية عليا ولكنها ليست في شكل درجي. 
إذا كانت 82 مصفوفة مثثاتية علياء فكذلك الآمر بالنسبة ل 8. 

8 خطا: أنظر في مصفرفة المسألة 70.4. 


أوجد مصفوفة مظثاتية عليا 4 بحيث أن [737 5) 


0 27 


م. إذن [المسالة 146.4], 8 - 3م وبذلك 5-2 27 - *لر, وبذلك 3< لز. نحسب بعد ذلك ثم 


باستخدام 2-* و3 


.2 
1 
هر 
ده 
فيا 
تيده 
سر 
داه 
ا فيه 
1 
مسر 
هه 
3 
د 
سه 


200 دم 


عزف مصفوفة «مثلثاتية سفلية/ دنياء. 
8 نقول عن مصفوفة مرتعة (رة) > 4 أنها مثلثاتية سفلية (أى دنيا) إذا كانت المداخل فوق القطر الرئيس مساوية 
للصفر؛ آي إذا 0> ريه من أجل [>1. 
اكتب تفصيلا المصفوفات المثلثاتية السفلية العامة من المراتب 2 و 3 و 4. 
88 في كل حالة, ضمع أصفاراً فوق القطر. 

00 


يوك ووه اير 
لت لل لي لل 


تكون 4 مثلثية سفلية إذا وفقط إذا كانت 47 مثلثية عليا. خطأ أم صواب؟ 

ل صواب. [وبسبب هذاء فإن نظرية المصفوفات المثلثية السفلية تكون جوهرياً نفس نظرية المصفوفات المظثية العلوية]. 
تأسيساً على المسألة 4,: تحقق من أن جداء مصفوفات مثلثية سفلية يكون مصفوفة مثلثية سفلية. 

8 إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين مثلثيتين سفلينينء إذن تكون ”87,8 ركذلك (88)- 8787 مصفوفات مثية 
سفلية؛ وبالتاليء تكون 8 - "((88)) مصفوفة مثلثية سغلية. 

ما هي أنواع المصفوفات التي تكون مثلثية علوية وسفلية في آنِ معأء 

© إذا كانت 8 مصفوفة مثلثية علوية وسفلية في آن معاً فإن كل عنصر خارج القطر الرئيسي يجب أن يكون صفرياً 
وبالتالي» تكون 4 قطرية. 
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0 3 المصفوفات المربعة 

4 عرّف مصفوفة دثلاثية القطرية». 
8 تكون مصفوفة مربعة ثلاثية القطرية إذا كانت المداخل غير الصفرية لا توجد إلا على القطرء أو مباشرة فوق القطر [على 
القطر الثانوي العلوي]» أى مباشرة تحت القطر [على القطر الثانوي السفلي]. 

4 أكتب تفصيلاً المصفوفات ثلاثية ‏ القطرية العامة من المرتبتين 4 و ك 
8 في كل حالة, ضع آصفاراً خارج القطر, لى القطر الثانوي العلوي» أى القطر الثاتوي السفلي: 


بد رض 
2 عه 
2-6 2 2 
3 2 9 < الس نا 
2 2 
8 


4 بين أن جداء مصفوفات ثلاثية ‏ القطرية قد لا يكون ثلاثي - القطرية. 
21 2/ 0 1 طآل/ا0 11 
ل 32 )1 1 |1 1 / 
2 2 ذأ 1/7 1 1/6 1ه 

4 مصفوفات متناظرة 
4 عرّف مصفوفة مت 


8 تكون مصفرفة حقيقية 4 متناظرة إذا 4 > ”8. وبشكل مكافىء, تكون (رة) - 4 
[لاحظ أن 4 يجب أن تكون مربعة من أجل أن تكون 4 > ”8]. 


4 عرّف مصفوفة «تخالفية ‏ التناظرة». 
5 تكون مصفوفة حقيقية 4 تخالفية التناظر إذا 4 --87. وبشكل مكافىء, تكون (رة) - 8 تخالفية التناظر إذا 


كانت كل بقع بيه 


4 بين أن العناصر القطرية لمصفوفة تخالفية ‏ التناظر يجب أن تكون صفرية. 
ا إذا كانت (يه) - 8 تخالفية ‏ التناظر, إذن يه- -ي3. وبالتالي تكون كل 0 > ي3. 
المسائل 174.4-168.4 تتعلق بالمصفوفات التالية: 


4 هل 4 متناظرة أم تخالفية . التناظر» 


8 يتبين لنا بالتفحص أن 4 - > 487؛ وبذلك, تكون 8 تخالفية التناظر. 


4 مل 8 متناظرة أم تخالفية ‏ التناظر؟ 
يتبين بالتفحص إن 8 287 وبذلك؛ تكون 8 متناظرة. 


4 هل © متناظرة أم تخالفية ‏ التناظر؟ 
08 بما أن © ليست مربعة. فإنها لا تكون متناظرة ولا تخالفية التناظر. 
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4 هل ١‏ متناظرة آم تشالفية - التناظر؟ 

8 بالتفحصء نجد أن 2 - 57: وبالتالي. تكون 7 متناظرة. 
4 هل 8 متناظرة أم تخالفية ‏ التناظرة 

8 نرى أن 8 + 7م وبالتالي. لا تكون © متناظرة ولا تخالفية ‏ التناظر. 
4 هل " متناظرة آم تخالفية ‏ التناظر؟ 

88 يتبين بالتفحص أن 5 - 2 آتزه وبالتاني. تكون 8 تخالفية التناظر. 
4 هل © متناظرة أم تخالفية ‏ التناظر؟ 


8 الإثنان معاًء لان 0- - 0 - 05, عندما تكون 0 مربعة. 


4 هل المصفوفة المتطابقة 1 متناة 
لغ .بما أن 1ع 15, فإن المصفوفة المتطابقة تكون متناظرة. 

4 هل كل 0 مصفوفة متناظرة؟ 
8 إذا لم تكن 0 مربعة؛ فلا يمكن أن تكون ”0 و 0 متساويتين. نظراً لحجميهما المختلفين, وبذلك لا تكون 0 متناظرة. 


5558 2+ 4 2 
4 أاوجد »او 8, إذا كانت 5-0 )82 ماظن 
8غ نساوي بين العنصرين 2+ * و28-3 [وكل منهما صورة الآخر في المرآة القطرية], فنحصل على 25 يم 
ع 31 :4 
وبالتالي 0 )عه 


4 وجد «, لا, 2, ] إذا كانت 


متناظرة. 
اللا نساوي بين العناصر المتناظرة, فنحصل على 4 > خ, 2ع لاء 3- -غ. أما المجهول #, على القطر, فهى غير محدد. 
4 لنفترض أن (يه) > 84 او (رة) > 8 متناظرتان. بيّن أن 8 + 8 مصفوفة متناظرة. 
إن تيك + هد إخن ابرع > رطغ يك ييه كيف 
4 لنفترض أن (رية) - 4 متناظرة. بيّن أن 68 متناظرة. 
8 إذا ليء) هك إذن ايع > يهط كيف 
4 بين أنه ليس من الضروري أن تكون 88 متناظرة, حتى ولو كانت المصفوفتان 4 و 8 متناظرتين 


8 التكن 3 4-3 5 0 )عم إذن كك و)-قده ليست متناظرة. [أنظر المسالة 182.4]. 


4 التكن 8 وى 8 مصفوفتين متناظرتين. بِيّن أن 88 متناظرة إذا وفقط إذا كانت 4 و 8 تبديليتين. 
ل إذا لم8ع ظف إنن ظفح مه- تمتو- تزهرم), وبالتالي تكون 48 متناظرة. وبالعكس. 48 - 7(ظىم)؛ إذن 
8547-84 - 8(7ه) - 8خ وبذلك تكون 4 ى 8 تبديليتين. 


4 لنفترض أن (رة) له | تخالفية ‏ التناظر. بين أن 64/ تخالفية ‏ التناظر. 
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112 


184.4 


185.4 


6.4ظ1 


171.4 


153.4 


10.4 


04ظ15 


151.4 


122.4 


المصفوفات المربعة 
© إذا ليه حمل إذن بع - > ليه د - زية -)ك > يفط > يه. 
المبرهنة 6.4:إذ! كانت 4 مصفوفة مربعة, إذن () تكون 7 + له متناظرة؛ (1) وتكون 87 - ل تخالفية التناظر؛ 
(611) توجد مصفوفة متناظرة 8, ومصفوفة تخالفية ‏ التناظر ©: بحيث أن © + 8 > 4. 

اثبت (1) في المبرهنة 6.4. 
7م جيم عم +تايره(7م)+ ايم عتم +4هم) 
أثيت (11) في المبرهنة 6,4. 
سد الى سجس سجر ارك 7ع 7ج 77م لاه 
آثبت (111) في المبرهنة 6.4. 
مه نضع كم + م2 - هاى 5ه- 1/2)4 - ©. إذن, 0+ 8 - 24 حيث 8 متناظرة بواسطة المسالتين 184.4 
و 180.4 و © تخالفية ‏ التناظر بواسطة المسالتين 185.4 و 183.4. 
اثبت أن التحليل في المبرهنة 6.4 (11) وحيد. 
إن 0+ 8م وى "0 +'8 لم يقتضيان, بواسطة الطرح؛ أن 

ييل )00 
وبأخذ مثقول (1). نحصل على 

بهد نهد وده 22( 
جمع (1) و (2) يعطينا 85-0- 208 لى '8- 48 وكذلك أيضاً "0 -0, 
اكتب (3 3) -4, كمجموع مصفوفة متناظرة 8 ومصفوفة تخالفية التناظر ©. 
8 إحسب 

4 فينع 0 4 عع 
9 6)عكمده ‏ (6 ق)حتمجه 


إذنء وبواسطة المسالة 2187.4 


(2- )ميس( 5)-ممميدة 
بيّن أن 4 تكون متناظرة إذا وفقط إذا كانت 47 متناظرة. 


ل ذلك من حقيقة أن 8 ع 875(7). 


لنفترض أن 4 متناظرة. بين أن 2, وعموماً *ش, مصفوفات متناظرة. 

8« تمدع وم - توتم - 44(7) > 827). أيضاً وبواسطة الاستقراء, 

"جع ام د تولرحمي د ازلتيرى د تزلم). 

ين أنه إذا كانت 4 متناظرة, فإن (1)8 تكون متناظرة من أجل أي حدودية (505. 

ينتج هذا من المسائل 190.4, 179.4, ى 180.4. 

لتكن 4 مصفوفة مربعة -0 متناظرة: ى 2 أي مصفوفة #»اه. بِيّن إن 27788 تكون أيضاً متناظرة. 


صم”مس تز”صعتمتم د ترطماكم) 
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4 مصفوفات عقدية 


123.4 


124.4 


125.4 


1264 


4ذظ1 


123.4 


1520.4 


200.4 


201.4 


2024 


نفترض. في هذا القسم. أن السلّميات, وبخاصة مداخل المصفوفات. أعداد عقدية. تذكر [المسالة 117.1] أنه إذا كان 
إن + م > 2 عدداً عقدياً فإن 24-84 يكون مرافقه. 
عرّف العُرافق (العقدي) لمصفوفة 8. ورمزها 4.528/. 


8 إذا زيع) ده إذن (ية) -.. 


ع 19 22 /08). 

اك جرعي 
عند عا (رللى 0677 . 

: كيت متيس مجونن 


متى يكون ‏ 4 ع م 4 


8 عندماء وفقط عندماء ن, 


7 من أجل كل زو 1؛ أي عندما وفقط عندما تكون 4 مصفوفة حقيقية 
ابد( يد )ده 

8 بما أن 4 حقيقية, إذن 4 -4.. 

المبرهنة 7.4: (0) 8 + ل - 278 (ن) مع - 235 , (نن) كدق 0) قامرع 8م () 7م -”رق) 
أثبت () في المبرهنة 7.4. 

ا نكتب, كالعادة, (ريه) >4 . (رط) - 28 إى (ي) - 2+2 إذنء + 8ه 8 + ر4 > نك . وبالتالي؛ 
هعم دق جم 

اثبت (1) في المبرهنة 7.4. 

قا بما أن (ريم) ع شل 4 # > (رت) -ررة #) - (ررم]) - :14 

أثبيت (111) في المبرهنة 714 

8 أكتب (ره) > ق. إذن يه > 27د يء. وبذلك 4 ع ق, . 

أثبت (10) في المبرهنة 7.4. 

ا لتكن (ي») - 48 إذن بوطية و - بيرطيره رط ع برطيرة 2 ع به . وبذلك 8 4 - 88 . 

أثبت (0) في النظرية 7.4. 


8 لتكسن (ررة)-4(7) و (,) 247 تستخدم الترميز برو>-”نن. فيكون لدينا: ,7-2 عرة 
د27 د" رودي ٠.‏ وبذلك. يه ع رط. ومنهاء ”47 > ”(4). 


[نعبّر عن ذلك بالقول أن عمليتي النقل والمرافقة تتبادلان]. 
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4 3[] المصقوفات المربعة 
4 يرمز للمنقول المرافق [- المرافق المنقول] لعصفوفة 4 بواسطة *8. [نسبة إلى عالم الرياضيات هرميت/ 16لد116]. أوج 


سر س4 5-31 :8 +2/ي 
124 ل “)سه 


6 2-82 :5 2+8 
5 1+4 34+ 5 | | -] :35 اع ثم 
3-2 :7 جكأ /3+2 3-77 


44 عمتى تكون 87 - “لم 
8 إذا كانت 4 حقيقية. إذن ‏ - 4, وبذلك 5 - ى؛ وبالعكس. 5 
في المسائل 208.4-204.4, نبين أن النظرية 3.2 تظل صالحة عندما يُستبدّل المنقول العُرافق بالمنقول. وكما قلنا سابقاً ليس 
من الضرورة أن تكون 4 و 8 عربعتين ولكن متوافقتين من أجل جمع وضرب المصفوفيين. 
4" أثبت (): “م + “مر ع #(8 +4) . 
« "هق + "مد تق + ” قر د ترق + )د '(8 عل ع "زه + م). 
4 اثبت (ننا م > #“(ثم) . 
امه تزته)ء تركرق) - ترق)- “رقم 
4 أثبت (1ذ): “4 ث > ”(4غ). [لاحظ أن 6 م في المبرهنة 3.2 (011]. 
هس "ممع قشع أرق ع) > 7( - "زمع). 
4 آثبت (0): "ما"8 > "(48) . 
« “راز س” قر ؟ ق ع ”(ق8 إر) - 38(7) ع “0م ١‏ 
4 المصفوفات الهرميتية 
4 عرّف: (أ) مصفوفة هرميتية؛ (ب) مصفوفة هرميتية ‏ متخالفة. 
8 (أ) تكون مصفوفة عقدية 4 هرميتية إذا 4-4 ؛ بشكل مكافىء. تكون (,4) -4, هرميتية إذا كان كل 


37> ,0 الاحظ أن المصفوفات المربعة فقط يمكنها أن تكون هرميتية (ب) وتكزن مصدوفة جقدية :م متخالفة إذا 
الو أى بشكل مكافىء, يكون (4) - 4 هرميتية متخالفة إذا كان كل /8- - به 


4 بين أن العناصر القطرية لمصفوفة هرميتية [هرميتية - متخالفة] تكون حقيقية [تخيلية بحتة]. 
8 لدينا 0 زيه - بره) ب > (ي3 - بره) ب تبره سآ [أنظر المسالة 118.1] عندما تكون (يه) - 
و 0« (ي»ه- »)ف - (ج2+ ,)ف - ,مع عندما تكون 4 هرميتية متخالفة. 

4 بين أنه إذا كانت 4 هرميتية وهرميتية متخالفة؛ إذن 0 -8. 


©8 إذا مدع ه- #خ, إذن 24-0, أى 0 - 4. المسائل 217.4-212.4 تتعلق بالمصفوفات التالية: 


565 يوقياءه الحم ايل 3 و) 42 


27 :6 3-2 غ+4- :5 4+1 1-28 3 
1 1- 7 إأعسم +2 21 +4 إعم 5 - )سم 
ل 8 ل 64- كا لاسن 2 002غ4-7ش 
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224 


213.4 


2114 


25.4 


20614 


21/74 


2084 


25.4 


220.14 


21.4 


2234 


223.4 


224.4 


اتلفصل 4 © 115 
هل 4 هرميتية ام هرميتية - متخالفة؟ 


العتصران القطريان. 4 و --7 حقيقيان: والعنصران 3-51 ى 54 + 3 مترافقا. 


وبالتالي» تكون 4 هرميتية. 

هل 8 هرميتية أم هرميتية متخالفة؟ 

العنصران القطريان 41 و 71- تخيليان بحتيان, آما العنصران 21 + 3 و21+ 3- فهما سالبا الترافق [الجزء الحقيقي 
لأحدهما سالب الجزء الحقيقي للآخر والجزءان التخيليان متساويان]. وبالتالي؛ تكون 8 هرميتية ‏ متخالفة 

هل © هرميتية أم هرميتية - متخالفة؟ 

8 العنصران المتناظران [5-7 313+ 4 ليسا مترافقين أى سالبي ‏ الترافق. وبالتالي. لا تكون © هرميتية ولا هرميتية ‏ 
هل 2 هرميتية آم هرميتية - متخالفة؟ 
18# العناصر القطرية, 3, 4- و2, 
مترافقة. وبالتالي» تكون 8 هرميتية. 


؛ والعناصر المتناظرة. 1-21 و213+ 1, 71 +4 و71- 4 26- وا2 


هل 8 هرميتية أم هرميتية ‏ متخالفة؟ 


8 العناصر القطرية: ذك و20 و61 بحتة؛ وأزواج العساصر المتناظرة. 1+ 4س و4+1, 3-2 
ى21- 3-, 2+4س و 1+ 2, سالبة الترافق. وبالتالي. تكون 5 هرميتية ‏ متخالفة. 


هل 1 هرميتية أم هرميتية ‏ متخالفة؟ 
ل مصفوفة حقيقية ومتناظرة؛ إذا نظرنا إليها كمصفوفة عقدية؛ فهي هرميتية. 
هل [1+ 3,4-,0188]5,21 - © هرميتية أم هرميتية ‏ متخالفة؟ 


8 العناصر القطرية ليست حقيقية ولا تخيلية بحتة. وبالتالي, لا تكون © هرميتية ولا هر, 


إذا كانت 4 و 8 هرميتيتين» بيّن أن 808 هرميتية 


18 نجد, من المسألة 205.4, أن 8 + 4ر ع “ير +. ”يم د “زه + مر). 


لنفترض أن 4 هرميتية وأن ‏ عدد حقيقي. بِيّن أن 4 هرميتية. 
لقا من المسألة 207.4, لدينا 6 ع “هم - “(4م) . 


لنفترض أن 4 هرميتية ‏ متخالفة و عدد حقيقي بين 68 هرميتية ‏ متخالفة. 


8 نجد, من المسالة 207.4, أن (لمم)- - (م -)/ - “لمع - “جر 

إذا كانت 4 مصفوفة عقدية إختيارية؛ بيّن أن 4ك و 4*8 هرميتيتان 

88 أولاً, هم و 4 متوافقتان ضربياً في الاتجاهين؛ وتعطينا جداءً مرّبعاً ثم, نستخدم المسألتين 208.4 و 206.4 فنحصل على 
"امم د "جالرانوى)- #زالوري) 4 جم ب “و "يلير د الزواتوى 

متى يكون لمصفوفتين هرميتيتين جداءٌ هرميتي؟ 

8 ندينا مه د م8 ع “زظم) . 

وبالتالي» تكون 48 هرميتية إذا وققط إذا 84 > 288 [قارن مع المسألة 182.4]. 

بيّن أنه إذا كانت 4 هرميتية, فكذلك تكون (...,2,3 > م)47. 


8 بما أن هو 86 تبديلتان. فإن استقراءً يعطينا الن 


مباشرة. 
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6 1 المصفوفات المربعة 
الميرهئة 8.4: إذا كانت 4 مصفوفة مربعة. إذن () ”8 +8 هرميتية: (1) "هم -ه هرميتية متضالفة؛ 
(11) © + 8 > 4 حيث 8 هرميتية و © هرميتية - متخالفة. 
4 اثبت (1) في المبرهنة 8.4. 
5 تمر جم عم + “م د “زلم) + ثم د “زم جم). 
4 أثبت (11) في النظرية 8.4. 
© ”م -م)- عم دامع “الى - ورد “زم سم4) . 
4 اتثبت (11) في المبرهنة 8.4. 
© نضع (لخ + 1/2)8 + ظاى #خم- 1/2)8- 0©. إذن 0+ 8 - 8 حيث 8 هرميتية بواسطة المسنالتين 225.4 
ى 220.4, و© هرميتية - متخالفة بواسطة المسالتين 226.4 و 221.4. [تبرهن وحدانية 8 و © كما في المسألة 187.4]. 
4 أاكتب كلدم )م في الشكل © + 8 8 حيث 8 هرميتية و © هرميتية ‏ متخالفة. 
4-2 ه- ب 
24 +4 120 )بر 4 +14 4 عرس +9 2-66 
7 (0ز براه "دسم كو“ ىن ذووإد*معه ‏ إبديه يد 
والمصفوفتان المطلوبتان هما 
7+2 2 )داس د 2+7 64 ماب 1 
5 دراك عمرعه 0ه ل( كي« ”د سمج 
4 لنفترض أن 4 مصفوفة مربعة -8 هرميتية. بيّن أن 48م هرميتية من أجل أي مصفوفة 8 0< م, 


8# يكون الجداء معرّفاً كمصفوفة مربعة -0؛ ويكون لدينا 598 - 


4 المصفو فات المتعامدة 

4 عرّف مصفوفة «متعامدة». 
#ظ نقول عن مصفوفة حقيقية 4 أنها متعامدة إذا 
مربعة وقلوبة (عكوسة)؛ ومعكوسها 7م -!47. 


04 بين أن 


-89 
3 
4/9 


متعامدة. 


28 بسبب من المسألة 121.4: يكفي فقط أن 


بين أن 


4-32+28 16+16+ 49 32-4-8 


5-4-5 
8+ 8-16 32-14-28 64+ 1+6 


4 عرّف «مجموعة ناظمية ‏ التعامد» من المتجهات في "2. 


8 تكوّن المتجهات إلاء رنه...» ,نا مجموعة ناظمية ‏ 


1 1+64+16 4-32+ 8 
81 


لصوام د “ارصمكام), 


58-1 - 487. لاحظ أن مصفوفة متعامدة 4 تكون بالضرورة 


89 1/9 
9- و 
19 8/9 
اع كهف 
0/9 4/9 1/9 /ل4/9ه- 8/9 1/9 
وز وب4-. 8/9 |[2/9- و/4- تمد 
وبه ور وب4ه-أأوبه ورد ون8 
0 10/ 0 1/8100 
-زه 1 0)- زه 86 0 بيع 
٠5 01‏ /81 0 060 


التعامد إذا كانت المتجهات متعامدة 


[0 > بابد من أجل ل 1]: 
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وإذا كانت أطوال المتجهات تساوي وحدة الاطوال [1 
شرط ناظمية ‏ التعامد بق - تابنا 


بلا من أجل *,...,1,2 - 1]. باستخدام ترميز دلتا كرونكرء يصبح 


04 بين أن 
© ج© ,6 
رق يف ,8أعم 
© ع ان 


تكون متعامدة إذا وفقط إذا كانت صفوقها ليررهي8) ع ونه لرطيرط.,©) > يله (رعىره.ره) > ونا تكوّن مجموعة ناظمية ‏ 
التعامد. 


18 إذا كانت 4 متعامدة, إذن 
0 1-0 كك رق يعارت يه به 
0 1 وإ)دأك ,ة يهأزرة يم بقاعتمم 
دو مأ أن ره يمان يه ن 


00 
0 بلا ' ره تيعيه + ييه + رعيه 0 ينا ١‏ رماع رطيه + يفيه + رظره 1ع يد ةروع م + وو لم 
ديهيظ + يقيرط + رهرظ 


يقودنا هذا إلى 


وهات 
0عتيك حينا > يعرط + يعرط + رعرظ 1ء رناءرى - وم + وم + 87 0ح ريا 


1ع يعيب حي + يع جه 0حيياحيي تيطع + ريطي + رط 20 برعا هين * يعي + يمره + ره 


أي أن ب > رناءنا. وبالتالي؛ تكرّن ,ل. رناء رلا مجموعة ناظمية التعامد. أما العكس فينتج من حقيقة أن كل خطوة عكوسة. 
4 بين أن 8 متعامدة إذا وفقط إذا ”4 متعامدة. 

8 1ح هكهع "هد إذا وفقط إذا 1 7م5(7ه) - 7ز5م)تم 

المسالتان 235.4 و 236.4 تثبتان: 
المبرهنة 9.4: لتكن 4 مصفرفة حقيقية. إذن, القضايا التالية متكافئة: (1) 4 متعامدة؛ (ب) صفوف 4 تكؤن مجموعة 
ناظمية ‏ التعامد؛ (ج) أعمدة 4 تكون مجموعة ناظمية ‏ التعامد. 

4 اتثبت أن (1) و (ب) متكافئتان. 

#ا لتكن ,#8 ي#....8 صفوف 4؛ إذن, تكرن (28 87 

دن دكمم. لدينا. من ضرب المصفوفات أن 5.5 لانن 

وفقط إذا كانت الصفوف رخل.,8 مجموعة ناظمية ‏ التعامد. 


أعمدة 47, لديناء مسن ضرب المصفسرفات. ان 
وبذلك 1ع 'هث إنذا وفقط إذا ية - 5,8 إذا 


_. 
4 ائثبت أن (1) ى (ج) متكافئتان. 
قلا من المسألتين 234.4 و 235.4, تكون ه متعامدة إذا وفقط إذا كانت 47 متعامدة, وإذا وفقط إذا كانت صفوف “م 
مجموعة ناظمية ‏ التعامد إذا وفقط إذا كانت أعمدة 6 مجموعة ناظمية التعامد. 
4 إذا كانت 2 )م متعامدة اوجدا «اى نو 
8 ليكن و2 و ,©. 02 على الترتيب صفي وعمودي 8. بما أن 0ع ي.,8. نحصل على 0 - 5/اإبر2 + قلازير 
أو 2-0 + «. بما أن ,0 متجه وحدة؛ نحصل على 1 1/5 + 2 أو 22//5 دي 
الحالة (0: 2/0/5 ع-دع. إذن 28-0 + تقود إلى 1/0/5- دبر. 
الحالة (1): 2//5- <-<ي. إذن 20-0 +« تقود إلى 1/0/5 دبر. 
بتعبير آخر. يوجد لدينا بالتحديد احتمالين: 


:د )-ه 


عه 0 
0/5 قم 
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8 83 المصفوقات المربعة 
4 إذا كانت 
3 2/3 اير 
0 0/3 2/3]-4م 
ِ ا 2 


222,4 


20,4 


241.4 


2014 


متعامدة. أوجد كل لاء 2 15 
8 لتكسن ,8 ى ي#ى 8 صفوف 4 ©: ,© ي© أعمدتها. بما أن ,8 متجه وحدة. إذن ‏ 1 - 49 + 4/9 + 2 أى 
65 >« بما أن 8 متجه وحدة. إذن ‏ 1 تنر+ 19+ 49 !ىل 23 + حلل. بما أن 0-,8,8. نتحصل على 
2/5 + 2/9 + 2/3 أ 1--39 + «3. الاحتمال الوحيد هى 1/3 - » و 2/3- - لا. وبذلك, 

173 2/3 23 

23- 1/3 4-12/3م 

7 0 
بما ان الآعمدة متجهات وحدة: إذن 


وام كاوه 5 
6-1 + 2و 21 


وبذلك, 22/8 هع 22/3 دواى 21/3 سم 
الحالة (0: 2/3 -2. بما أن ,© و ,© متعامدان» 2/3 - > 5. بما أن ,© و ,© متعامدان» 121/3. 
الحالة (01): 2/3- -2. بما أن ,© و ,0 متعامدانء 2/3 > 5 بما أن ,© و ,0 متعامدان. 1/3- > ؛, 
وبالتالي» يكرن لدينا تماماً حلآن ممكنان: 

1/3 2/3 25 1/3 23 23 

3- 1/3 050 و | 3 2/3 )- 7 

3 2/3- 2/3 5 23 2/3- 
إذا كانث 4 متعامدة: بِيّن أن !87 متعامدة. 


6 بما أن 4 متعامدة, إذن 4-7 - 47. ونكون 87 متعامدة, بواسطة المسالة 234.4. وبالتالي, تكون '-4 متعامدة. 


لتكن 4 و 8 مصفوفتين مربعتين -0 متعامدتين. بن 
يكفي أن نبين أن / - 8(7ه)(48): 
]ع تفرم ع تهلم - تفزك8قام -زكم”8)(ظم)ع "(هق4)(هم) 


أن 8ل مصفوفة [مربعة -0] متعامدة. 


اكتب المصفوفة المتعامدة 2*2 الأكثر عمومية. 


ل لتكن (5 “) -4 . إذن ه. 5 ©. 4 أعداد حقيقية, ويكرّن صقا 4 مجموعة ناظمية ‏ التعامد. وبالتاليء 
0- هم +عه 1ع تم 1عتم+ثم 

وبالمثل. يكرّن العمودان مجموعة ناظمية التعامد. وبذلك 
0ه +طه 1ع 2ل +ةم عبتم 


وبالتاليه 02 ع 1-82 ع , ومنها 5 + -ع. 

الحالة  )0(‏ + *-ع. إذن 4(<0+ 6ط أ ه- ك4 فتكون المصفوفة المطلوبة (2_ 0( 

الحالة  :0((‏ 6- د ه. إذن 0-(ه- لط أ مك4 فتكون المصفوفة المطلوبة (2 8 ( 
6ه ه- 


بيّنِ أن كل مصفوفة متعامدة 22 تكون في الشكل 
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من أجل عدد حقيقي منأسب 8 . 
ل ليكن 2 و ١‏ أي عددين حقيقيين بحيث أن 45+67-1. يوجد إذن عدد حقيقي © بحيث أن 8 08 - د 
و6 2ه ع 5. النتيجة المطلوبة تتبع الآن من مسآلة 241,4. 


4 مصفغوفات واحدية 


4 عرّف مصفوفة «واحدية». 
"م -  .447‏ لاحظ أن مصفوفة واحدية يجب أن تكون مربعة 


88 نقول أن مصفوفة عقدية 8 تكون واحدية إذا 
وعكوسة. 
4 بين أن المصفوفة التالية واحدية: 


8 نحتاج فقط أن نبين أن 1ح أأهلهم: 


اماس وعم 1 يت سا 1 1 
َه - 1 0 0 1 1 ود “مم 
0:7 ا ال لا ان 1+4- 1+8 

1 1-12 --+ 1-2-1-0 120 60 

0 1 0 +-1-1+ 1+1+2 21 ةق 2 

1 0 0 2+2+0 40 جام 14-1 


24 بين أن 4 تكون واحدية إذا وفقط إذا كانت 4 واحدية 
8 مسوم ع “مك إذا وفقط إذا زع "ارالزام) - “0م )7ق . 
24 عرّف مجموعة «ناظمية ‏ التعامد» في 08 
88 المتجهات إلاء ولاء..., رلا في "© تشكل مجموعة ناظمية ‏ التعامد إذا رق > رنا,نا. تذكر أن الجداء النقطي في "© 


يعرّف بواسطة: 
ريه ل حد + وظيه + رظيه > (رظ عن موظ4) 2,0١‏ رن بوك بره) 


4 بين أن 606-78 في "0. 
4# اليكن (,ه,...بيه,ر©) > » فى (ي5....ريشيرة) > ه. إذن 
رق جح + رقرة > لم5 ٠‏ ن5) 30 ع تنه 
8ع رطره + +٠٠0‏ رطروع رفرق جد + رفرق ع 
4 مين أن بلاء ولاء...ء ,0 تكون مجموعة متجهات ناظمية التعامد في "© ,#,. ...يتا ,3 إذا وفقط إذا كانت مجموعة ناظمية 
التعامد. 
لديناء من المسألة 247.4,آن 0 تح ,تابنا إذا وفقسط إذا 0 -0 > ,3 ١رقة‏ 


النظرية التالية النظير العقدي للنظرية 9.4. 
المبرهنة 10.4: لتكن 4 مصفوفة عقدية. إذن, القضايا التالية متكافكة: |) 2 واحدية؛ 


التعامد؛ (ج) أعمدة 8 تكوّن مجموعة ناظمية ‏ التعامد. 


٠‏ 213 إنارن إذا وفقط إذ11- 


(ب) صفوف 4 تكوّن مجموعة ناظمية ب 


0 © المصفوفات المربعة 

4 أتثبت أن (1) و (ب) متكافثتان. 
3# التكن,2 ,... 0 صفوف 4 إذن 0,177 :8 نفترض أن (رج) ع “44. تحصل بالضرب المعصقوضي على 

8,1 د زر عحره. إذنء 1-”44 إذا وفقط إذارة - ,8 8,2 إذا وفقط إذا كانت ,؟, . . . ,8 ,8 مجموعة ناظمية 

التعامد. 

4 اثبت أن (1) و (ج) متكافئتان. 
قا من المسائل 245.4 ى 249.4 و 248.4, تكون 48 واحدية إذا وفقط إذا 8 واحدية؛ إذا وفقط إذا كانت صفوف ''ى ناظمية 
التعامد, إذا وفقط إذا كانت مرافقات اعمدة 4 ناظمية ‏ التعامد, إذا ونقط إذا كانت [عمدة 4 ناظمية ‏ التعامد. 


4 بين أن 


وأحدية 


الا تشكل الصفوف مجموعة ناظمية ‏ التعامد: 


4 إذا كانت 4 واحدية:؛ بيّن أن '-4 واحدية. 


انا بما أن لل واحدية, إذن هه - أث. ولكن 8 واحدية [مسألة 245.4] 


4 بين أن الجداء 48 لمضفوفتين واحديتين 4 و 8 يكون واحدياً أيضاً 


8 اد لهم - لفلم د كر( "قهيم عز“م“8)زهم)ء “زظم)زهم) 


4 مصفوفات ناظمية 
04 عرّف مصفوفة «ناظمية». 
© تكون مصفوفة ‏ ناظمية إذا كانت 4 حقيقية ى 8784 > 24487 أو إذا كانت 8 عقدية و ى"م - 0مخ. وبذلك. فإن 
المصفوفات الحقيقية المتناظرة أو الواحدية. والمصفوفات العقدية الهرميتية أى الواحدية. تكون كلها حالات خاصة من 
المصفوفات الناظمية. 
المسائل 258.4-255.4 تتعامل مع المصفوفات التالية: 


ل جاعم را )سه( )عم (0 عه 


4 هل 8 ناظمية؟ 
0-6 )ان تاس كمم ‏ ١ه‏ (ري.ه 60-6 5( )حم 


بما أن 858 - 487, فالمصفوفة 8 تكون ناظمية. 
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256.4 


2571.4 


25314 


25.4 


260.4 


201.4 


264 


2034 


هل 8 ناظمية؟ 

ع ل ا 6 عتمم ده (زو 10-05 05( 5)-مم 
بما أن 858 د 887 فالمصفوفة لا تكون ناظمية. 

هل © ناظمية؟ 


8 ان ما در الو 2173) - عون 


لو >( “)رو “قمعم 
بما أن 0010© - "607 تكون © المصفوفة العقدية © ناظمية. 
هل 2 ناظمية؟ 
5 “و بجا »ل * نال( بج)ء "همه 
03 0027 0 )هسام 


بما أن 20 # "'20, فإن المصفرفة العقدية © لا تكون ناظمية. 


بيّن أن مصفوفة [حقيقية] تخالفية ‏ التناظر 4 تكون ناظمية 

نا مع وزلم-) ع ردم ع كخم 

بيّن أن مصفوفة [عقدية] هرميتية ‏ متخالفة 4 تكون ناظمية 

مام - وره-) د رميوع “لحم 

أعط مثالاً لمصفوفة حقيقية تكون ناظمية ولكنها ليست متناظرة: أو تخالفية ‏ التناظر؛ أى متعامدة. 
18 المصفرفة م, في المسألة 255.4, مثال على ذلك. 


بين أن مجموع مصفوفة سلمية حقيقية [مسألة 19.4] ومصفوفة تخالفية التناظر يكون مصفورفة ناظمية؛ أي بين أن 


م +11 - 8 مصغفرفة ناظمية أينما كانت 4 تخالفية ‏ التناظر. 


5 8- لاك كم + 7زلل - آرم + أمن د ك8 


تم - اثياد رم - 0)1)(م + ل د تقع8 5 ثم - اتيزع رم + اعلزم :- لم د وتم 
بما أن 8758 - 887, فالمصفوفة 8 تكون ناظمية. 

المبرهنة 11.4: إن المصفوفة 22 الحقيقية الناظمية إما أن تكون 
التناظر. 


أثبت المبرهنة 11.4. 


# ا«( 4-6 نين 


ة أى مجموع مصفوفة سلمية وأخرى تخالفية 
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204.4 


]ا المصفوفات المربعة 
يما أن 58م 7هه. نحصل على المعادلات 
ه +طود وز +عو ١‏ تي + توص تى ثم | تم تمك :م + ثم 
المعادلة الأولى تقود إلى 82-2 وبالتالي» عط أي معط 
الحالة (0: 5-6 [وهذا يتضمن الحالة 0-ع- - 0]. إذن» نتحصل على المصفوفة المتناظرة. 
0000 
زو اسه 
الحالة 61 0عدع- عط إذن (4-2)ط - لط+ عهاى (0- 58 - لع + (ه. وبذلك. (0- 6)طع (ه -5)1, وبالتالي 
0- (-20)4. بما أن 0* 25 نتحصل على 4 2. وبذلك تكون 8 في الشكل 


(6 )+ 6<( م 


وهي مجموع مصفوفة سلمية واخرى تخالقية ‏ التناظ. 


أعط مثالاً لمصفوفة عقدية ناظمية لا تكون هرميتية؛ ولا هرميتية ‏ متخالفة؛ ولا واحدية. 


88 أنظر المسالة 257.4. 


4 مصفوفات مركبة مربعة 


4.ظ0ظ2 


4ظ66ظ2 


202.4 


201.4 


عرّف مصفوفة «مركبة مربعة». 
15 نقول عن مصفوفة مركبة 8 أنها مصفوفة مركبة مربعة إذا (1) كانت 4 مصفوفة مربعة, (11) المصفوفات الجزتية تكون 
مصفرفة مربعة [أي أن اعداد خطوط التجزئة الافقية والرأسية تكون متساوية]. (111) المصفوفات الجزئية القطرية تكون 
مصفوفاك مزبغة: 

المسائل 268.4-266.4 تتعلق بالمصفوفات المركبة التالية: 


هل 48 مصفوقة مركبة مربعة؟ 

4 لاه رغم أن 8 مصفوفة مربعة 55 وأنها مصفرفة مركبة 33, إلا أن المصفوفتين الجزتيتين القطريتين الثانية 
والثالثة ليستا مصفوفتين مربعتين. 

هل 8 مصفوفة مركبة مربعة؟ 

1# انعم 

أكمل تجزثة © إلى مصفوفة مركبة مربعة. 

8 هناك خط أفقي بين الصفين الثاني والثالث؛ بالتالي, نضيف خطأً رأسياً بين العمودين الثاني والثالث. الخط الأفقي الآخر 
يكون بين الصفين الرابع والخامس؛ وبالتائي» نضع خطاً رأسياً بين العمودين الرابع والخامس. [يجب أن تكون مواضع الخطوط 
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262.4 


20.4 


214 


2214 


21313 


4.ؤ2*3 


22364 


230614 


2773.4 
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عرّف مصفوفة مركبة فطرية». 
© اتكون فة مركبة مريعة 14 مصفوفة مركية قطرية إذا كانت كل المصفوفات الجزثية غير القطرية مصفوفات صفرية؛ 
أيء إذا كانت 36 في الشكل: 


(حيث ,4 مصفوفة مربعة) 


إن مثل هذه المصفوفة المركبة القطرية تكتب غالباً في الشكل [, راموك 4 عمتة ديق 
المسائل 272.4-270.4 تتعلق بالمصفوفات التالية: 
0 126060 
60 1 0 00 36060 0 160 
0 0 ماعه |60 6+ 0060إءعم |5 0م 
60 0602 06 06065 0603 
6 0 0606090 


2-0 3 8 
010 3 


جزيء 1 بحيث تصبّح مصفوفة مركبة قطرية ذات أكبر عدد ممكن من المصفوفات الجزثية القطرية. 


جزىء © بحيث تصبم مصفوفة مركبة قطرية ذات أكبر عدد ممكن من المصفوفات الجزئية القطرية. 
88 باعتبارها مصفوفة جزئية 33 وحيدة, تكون © [أو أي مصفوفة 33 أخرى] مصفوفة مركية قطرية؛ ولا يمكن 
تجزئة © أبعد من ذلك. 
المسائل 276.4-272.4 تتعلق بالمصفوفات المركبة القطرية التالية, والتي تكون فيها المصفوفات الجزئية القطرية المتقابلة من 
نفس الحجم: [,4, ,.. . ريك ني ك] هلك ع /ق3 اق [,8 موق رر8] عهتك ع ل 
أوجد /2 + 3/1. 
18 بيساطة, نجمع المصفوفات الجزثية القطرية: [,8 +4 , .. . رو +4 ,,8 + ]هدك - /ز + 11 . 
أوجد الكل 


18 نضرب المصفوفات الجزثية القطرية في 1: [,4./ , . . ,رك/ ى ]هداق > 4ل . 


أوجد [80. 
08 ببساطة نضرب المصفوفة الجزئية القطرية: [,4,8 ع موقيف ررظ | هدنة - /زلل + 


أوجد (04؟ من أجل حدودية معطاة 400. 
8 أوجد (6)48 من أجل كل مصفوفة قطرية ,8. إذن, وبواسطة المسائل 275.4-273.4, 
[لرشكر ١‏ .ليشار ,لره )ل ]عهنة - زيقار . 


عرّف «مصفوفة مركية مثلثية علياء. 
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4 5[] المصقوفات المربعة 


2 أن مصفوفة مركبة مربعة تكون مصفوفة مركبة مثلئية عليا إذا كانت كل المصفوفات الجزئية التي تجت القطر مصفوفات 

ضفري 
4 عرّف «مصفوفة مركبة مثلثية سفلية». 

2 إن معصفوفة مركبة مربعة تكون مصفوفة مركبة مثلثية سفلية إذا كانت كل المصفوفات الجزئية التي فوق القطر 
مصفوفات جزئية صفرية. [أو, بشكل مكافىء, المصفوفة المركبة المثلثية السفلية هي منقول مصفوفة مركبة مثلثية عليا]. 
المسائل 281.4-279.4 تتعلق بالمصغوفات المركبة التالية: 


210 1 
لقثا 
7 0 


4 هل 4 مثلثية عليا؟ مثلثية سفلية؟ 


84# 4 مثلثية علياء ولكنها ليست مثلثية سفلية. 
4 هل 5 مثلثية عليا؟ مثلثية سفلية؟ 

8 إن 8 مثلثية سفلية, ولكنها ليست مثثية عليا. 
4 هل 0 مثلثية عليا؟ مثلثية سفلية؟ 

ل 

سفلية. 


إن © ليست مثلئية عليا ولا مثلثية سفلية. بالإضافة إلى ذلك, لا توجد تجزثة أبعد ل © لجعلها إما مثلثية علوية أو مثلثية 


4 حلل مصفوفة مركبة مربعة إختيارية إلى مجموع مصفوفة مركبة مثلثية عليا وأخرى مثلثية سفلية. هل التحليل وحيد؟ 


00 ار ا 20 
5 دم ١‏ 14 راع ٠‏ وف بيه 
27 4 مه 8 يرك بك 


التحليل ليس وحيداً. لانه يمكن تجزئة المصفوفات الجزثية القطرية بواسطة عدد لا نهائي من الطرق. 
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25 


35 


45 


55 


65 


72:5 


85 


دالة المحددة: المحددات من المرتية واحد 
ما هو الترميز المستخدم من أجل «دالة المحددة»؟ 


8 يرمز لمحددة مصفوفة مربعة -*, (ية) > ل, بواسطة 4064 أو ليه) 904 لى || أ 


وتكون مرتبة المحددة هي العدد الصحيح الموجب 0. 
أذكر نطاق ومدى دالة المحددة. 

88 دالة المحددة تقرن قيمة سلمية, 0648 بكل مصفوفة مربعة 8. بالتالي» فإن نطاق دالة المحددة ينكون من كل 
المصفوفات المربعة؛ أما مداها فيتكون من كل الاعداد السلّمية. 

نقول عن دألة المحددة أنها ضربية, ماذا يعني هذا التعبير؟ 

1# من أجل أي مصفوفتين 4 و 8 (8 :5008 061) > 06188. سوف يتم إثبات هذه النتيجة الأساسية في المبرهنة 3.5 
عرّف المحددة من المرتبة واحد. 

8 إن محددة مصفوفة اءاا, (,,ة) > له, هي العدد السلمي ,,2 نفسه. [لاحظ أن هذا التعريف متوافق مع المسالة 3.5] 
أوجد ‏ (061)24 و (6-))ع0 و (2 + 6اع0. 

8 تكون المحددة العدد السلمي نفسه وبالتالي» 24 > (24) :38 إى 6- - (6-) بهل ان 2 +26 (2 +060 

بين أن للمعادلة ط» »نه حل وحيد إذا وفقط إذا 0 * (8):ء0. 


قا من المبرهنة 2.3, يكون للمعادلة > «ة حل وحيد إذا وفقط إذا 0 * 2 2 (36:)3. 
المحددات من المرتبة الثانية 
عرّف «المحددة من المرتبة إثنين». 


63 
من 


5 
ا إن محددة مصفوفة 22 (يه) > له هي ,هيه - برضم - و ممم 


أعط «مخططاً مقؤٌ للذاكرة/ 0526:0816 من أجل حساب قيمة محددة من المرنبة الثانية. 


00 
ل 
إن المحددة تساوي جداء العناصر على طول السهم المسبوق بعلامته الزائدة منقوصاً منه جداء العناصر التي على طول السهم 


المؤشر عليه بعلامة الناقص. [هناك مخطط ممائل من أجل المحددات من المرتبة الثالثة ولكن ليس من أجل المخططات ذات 
المرتبات الأعلى]. 


125 
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6 3[ 'المحددات 


5.5 


105 


11.5 


125 


135 


145 


15.5 


165 


175 


18.5 


المسائل 13.5-9.5 تتعلق بالمصفوفات التالية: 


6-5 2 )دم 2 2ه :)عم 0ه 
أوجد 4م غع0. 
3 8-7-كد- هم رورى د 5 
أوجد 8غع0. ١‏ 
3 4-16 +12 - رمرم - (2()6 - م 1 
أوجد 0 غ06. 
0 25- 1+8 د |2 
أوجد 2 )06. 
4 
03 1 
أوجد 18 )ع0. 
: عه :] 
يمدي زف اانه 
: ا 
أوجد 06)8, حيث 1 
8 6-2-8 د وول بهد 2 د 7+ روج رقن - | 428 


590 تممه 50 م #4 
حدّد قيم ‏ التي من أجلها تكون تين 1 


م #4 


20 
3 مدهو مد | 4 


أو 0-(4-2م)ي2 


إذن #20 أي 2سيم. 


5 


070000000 2 
حدّد تلك القيم ل) القي تجعل 06> |7 , - 4 


72-2 3 


100 -,3- 2 »2-12 +ي3-* 
د40 


لى مع(2+م(ة-). 


وبالتالي 5 أي 2- 2ع 


لتكن المعادلتين الخطيتين في مجهولين: 


ع برط + عليه 
يع - ريم + ريه 


من المسألة 14.3 يكون للمنظومة حلّ وحيد إذا وفقط إذا 0و رطيه - يفره 2 : ذلك الحل هى 


كمه جح وكيم 
ريه - وظيه 


عرظ د رعيظ 
رظيه حوطيه 
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عبّر تماماً عن الحلّ بدلالة المحددات. 


ب 507 
© يها _ عيه ميعيه _ بلا عا عط حفية عا 

ل ! 5 ددن 5 000 
 |©4: 5‏ رطيه -يفره - 2 8 م رظي» > رقره 2 
4 4 5 و2 


تظهر 2 هناء وهي محددة مصفوفة المعاملات. كمقام للنسبتين معاً أما البسطان ,]2 و ,]8 في النسبتين من أجل * ى لإ. على 
الترتيب» فيمكن الحصول عليهما باحلال عمود الحدود الثابتة محل عمود معاملات المجهول المناسب في مصفوفة المعاملات. 


8 ع 7ع برقد م2 
استخدم المحددات لحل عم 


8 تكون المحددة 2 لمصفوفة المعاملات: 
وتحو+مد دوعر - ريق - و 3[دم 


بما أن 0 * 8, فيكون للمنظومة حل وحيد. للحصول على البسط .78 نستبدل. في مصفوفة المعاملات. الحدود الثابتة 
بمعاملات «: 


دع 3+ 35د روزم - رورم - و 7|ديد 
وللحصول على البسط ,لا نستبدل. في مصفوفة المعاملات, الحدود الثابتة بمعاملات ره 

ف 2-25 روزن - رمك - | وإ جرد 
وبذلك فإن الحل الوحيد للمنظومة يكون 


قن عي ف يلل 
3 > 28م وى 2-2-2-1 
500 + وعد ع2 5 5 
حلّ المنظومة 0 باستخدام المحددات. 
0 أولاً نرتب المنظومة في الشكل النمطي: 
5عتير لع2 
3- * بر +ع3 
تنحسب المجددة 17 لمصفوفة المعاملات. 
2-1 
7دقجدء ررم - رمه - |4 3|-م 


بما أن 0 ©/ فإنه يكون للمنظومة حلّ وحيد. الآن, 
0-3-7د زرف - ور - |1 و إدد 


ىت لمسسور-ه د رمرم -2-)- | در 
وبذلك؛ فإن الحل الوحيد للمنظومة يكون 
الى 
نوصت سداضيا 
استخدم المحددات لحل المنظومة: 2-0 . 


للا نحسب المحددة 1 لمصفوفة المعاملات: 
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22.5 


11 المحددات 
د درج هد - رمرم - رمرم - 4د 5|دم 


بما أن 0- 8: فليس للمنظومة حل وحيد, ولا نستطيع حلّها بواسطة المحددات. 


إذا 60 طهء استخدم المحددات لحل: لس هم 
28 تحسب أولاً 6ه - طه6 + 5686- - 9 “| - 2. بما أن 0 * ذه - 9فإنه يكون للمنظومة حلّ وحيد. نحسب بعد 
ذلك 
55 --20- ©6|ب 5-58 55 
عد دعمه دعوف- - ]م2 كي| عاد هد مم -ممة-0م2- يي 2 


إذن هاه - ع طوعط د د 9ياز ع بد او طن - د طواعج د طاولا ح بد 
تحقق من الخاصية الضربية [مسالة 3.5]. من أجل المحددات من المرتبة التائية. 


95 مسي سيا ا السك 


يرقييه خيرظبيه بوفييه + ررطريف) ‏ أيية بوفا(يده يُ) - قد 


ويه + ررطرج6)(يوطور© + يرظرر©) - (يوقي» + ورطري4)( روظيرة + ررطرره) > 48 36 
2 0 
مويه روطير © +يرطبيهروطير 6 +يوظووى رظن 4 + يرظري»ررظرر» - 
0 2 
بوموهيوظير 4 - رأريهيوظي 6 - روطووقيرظررة - برظريقيرط ررك - 
لديناء من جهة اخرى؛ أن 


(بوطيرظ - يوطررظ)( بيقيرة -يجهرره) ع (8 اعل)ز4 061) 


6 لك لك لك 
بوط رظبيهيره + يوط طريقوره - روظي طييفرره - ووظن طوويقرره * 


5 المحددات من المرتبة الثالثة 


24.5 


253.5 


عرّف «المحددة من المرتبة الثالثة». 
نعرّف مجددة مصفوفة 3163, (,8) سد : بأنها: 
و© © 1ه 


وده دده 2 
دد» 2د© رده 


> لم إعل 


هروك “ ووفريقيور4 - روفييقو ,4 - يمقر جر © + روفجيفير © 1 ووقججة ررق 


استخدم شكل 5-! للحصول على محددة المصفوفة 


2< 5 2 
وه رق يه |أع4م 
و 4 و4 
8 كوّن جداء كل ثلاثة أعداد موصولة بسهم في المخطط الأيسرء وضع علامة زائد قبل كل جداء. كما يلي: 


وطيهر6 + يهيعرط + يعيوطرع + 


الهاي 
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الآن» كوّن جداء كل ثلاثة أعداد موصولة بسهم في المخطط الآيمن, وضع علامة ناقص أمام كل جداءء كما يلي 
بوقرع > يفورظ - يعوظرع - 

إذن: محددة 4 تساوي تماماً مجموع التعبيرين اعلاه: 

كن نن 


> .5 يه 
© و يه 


رطيقيو - مفيعوظ - رعوطيه - وظيهرع + يهيعرظ + وعرطرع ع ما 


[الطريقة أعلاه لحساب |! ليست صالحة من أجل المحددات من مرتبات أكبر من 3]. 


المسائتل 29.5-26.5 تتعلق بالمصفوفات التالية: 


65 7 4 وس 2- 4 2- 3 11 4*0 
1 2 )سم 2 3- 6 اعم 1- 5 2]-م |4 5 00 
21- 3 2 1 4 1 6 6 4 1-3 


265 أحسب 064. 


8 استخدم شكل 5-]: 


3 
(40)1()0) - (2()2-)(3-) - (1()5()1) - (3()0-)(1) + (22)1-)(1) + (5()4)ر2) 0 
1 
40-2+0-5-12-0-1- 
5 احسب 8غع0. 
4 3-2 
َه (2()2-)(1) - (1()3-)(6) - (4-)(0()5) - (4()6()2-) + (1()0-)(2-) + (1)(ة)(ة) - 3 8 08 


11- -4 +18 +0-48-0+ 15س 


25 إحسب ©غ06. 


1 2 
له 0 12 +48-4 +24 +8 +12 23 85 
1 4 
25 احسب 0652 
765 
ل 18-10-30+14-6-0 +14ع |1 2 1 
3 3-2 


030.5 بين ان 


[دك إتكل يفا 
65 أمدة| 6 
دد6 لمدثأ رده 


ناس لس امنا 
2625 ج422 4 
ووه جو بيه 


- > 


- 6 


لقيه جك ليده 
جه © إرية 
دد» 632 [رد4 


لاحظ أن كل مصفوفة 22 يمكن الحصول عليها. من المصفوفة الاصلية, بشطب الصف والعمود المحتويان على معاملاتها 
[عنصر من الصف الأول]. ولاحظ أن المعاملات تؤخذ بإشارات تناوبية. 


© فك محددات المرتبة الثانية لتحصل على 


(بجقيدة - ميفريق)ن © + (روقوية - جوفريفاوره - (ووقييه - ووهمو») نيه 


بجكموقى 6 - روتريقي 4 + ري 6رج4ير© © رجقروهورة -- يرهويقى 6 + ورقيي4ر ره عد 
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0 ذاأ المحددات 


باستكناء ترتيب الحدودء فإن هذا المقكوك هو نفسه الذي أعطته المسألة 24.5. 
المسائل 33.5-31.5 تتعلق بالمصفوفات: 


'4- 3 2 4 3 2 39 2 1 
93 4- 6-6 1 6 5اعم8 3 2- 4]-ي4م 
5 4خ 1 1 9 8 5 2 


8 فك وفق الصف الأول كما في المسالة 30.5: 


31.5 أوجد 4 نل 


قلقلا ال3مطلة 5--11-2 25 1 
1 2 4+اأذق+اذ |42 |2-|ة 2-(4]]|-إ|ة 2- 4 
حاة 0 1- لكأه 1 5 إمأا 11- 5 0 
2 ك4إوررة 4إو_اة 21-2 
5 3+ 2 ا و 
55 60 + 8 + 13- » (0 + 3)20 + (0 +4-)2 - (15 -1)2 2 
5 إحسب 8غهل. 
234 
6 كلىي|7 5إو_|7 6 
5 4+ 3 7-2 56 
و 1*4 واه-ا1 5له-|ة وا 


7 > (48 - 4)45 + (56 - 3)5 - (63 - 2)6 ع- 


4ه 203 
4ه و 2 قو |2 4- 

1 اك ؟|3- أ 2-1 - 0 
46- ع (4 + 4)0 - (2--3)0 - (2 + 2-20 د 


المسائل 36.5-34.5 تتعلق بالمصفوفات التالية: 
06 160 
4 2 ) 
41-35 


0 4- رمد هن جرو+ م2 | دزف 4ه 


3 8 3 
8 5-<(2 +9-)1 +(2)10-9-|3- 2 3 
3 3- 1- 
5 إحسب 0660 
8 10 
2 10 - زه +1)6- |4 2 3 
4103 


[إن الحسابات تزداد سهولة كلما ازداد عدد الأصفار في الصف الذي يتم الفك وفقه]. 
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© رظ به 
المسائل 39.5-37.5 تتعامل مع المصفوفة [ يه ,8 ,ه | - 4م 
© و5 ج24 


5 0 عبّر عن 4 كتركيبة خطية لمحددات من المرتبة الثانية ذات معاملات من الصف الثاني. 
088 لديناء من المسالة 24.5, 


رعوطيه - يعرطيم - يعوظره - يعرطيه + رعرظيم + يعرطرع * قر )مق 


(رطية - وطره)ه - (يعيه - بعرهايط + (رعوط - يعرظايع - د 
9 03 ب قله 

| ها - اله عمااءة + الكت مقليفاايه- - 
3 © [دفإ ده © 25 [:2 


5 عبر عن 4 ]00 كتركيبة خطية لمعاملات من المرتبة الثانية ذات معاملات من الصف الثالث. 


5 «ظيهيء - رعرعوه - رعوظره - رظيعي» + ويهيعرط + رعوطره - 4 نول 


(رطيه - وظيعاره + (رعيه > يفرهارظ - (رعيط -يعرط)ره - 


5 ينا في المسائل 30.5 و 37.5 و 38.5 أن معاملات المفكوك ‏ الصفي لمحددة من المرتبة الثالثة تشكل نمطاً للوحة شطرنج في 
المصفوفة الأصلية: 
اااي 
ل خُ ( 
0 2 


يمكئنا أيضاً أن نفك المحددة بحيث أن المعاملات تكون من عمويٍ بدلاً من صف. ويظهر نفس النمط الشطرنجي من أجل الأعمدة. 
اكتب المفكوكات وفق الاعمدة الثلاثة. 


3 65 ع عض 

3 العمود الأول 9 إقأه+ ا إواءه- أت خوإبه ممه 
أ 14 اله قن ليق يه 
عسي سسة سما 


ع أذ كلمياءط به 8 
العمود الثالث ‏ إيم ي0|© + |أ6 2 


و8 


5 اعط معياراً بدلالة المحددات؛ لمعرفة عما إذا كان للمنظومة 


يك دقع + بررط + عره 
يك »دعي + ريط + ره 
جه دمي + ررق + عره 


حل وحيد. عبّر عن مثل هذا الحل بدلالة المحددات. 
18 يكون للمنظومة حلّ وحيد إذا وفقط إذا كانت محددة مصفوفة المعاملات مختلفة عن الصفر. 
يغ يلظ ينها 


: 
> و5 يه 
© دظ وه 


0 


يمكن» في هذه الحالة, التعبير عن الحل الوحيد للمنظومة كنسب لمحددات: 
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5 حل بواسطة المحددات: 


8 نتحسب أولاً المحددة 1 لمصفوفة المعاملات: 


2-4 2 
5م 3 +6+1+2+1+4--|1 1 1 


1-2 -3 


10-7 


بما أن 0 * 1 يكون للمنظومة حلّ وحيد. ثم احسب قيم ,0, ,00 ,لا وهي بسوط *, لا 2 على الترتيب: 


لوت 1 غ3 
| | سكن 


جه 4-2 
1- 23 
5- ع و+8ق-6+3-4+1- |1 1 1|ء را 
3- 14 
33 2 
0ع + -4 +8+1-6-3- |1 1 1اع يلار 
4 1-2 
وبذلك؛ يكون الحل الوحيد مو 2ع 0رلاع » 1 -ع «رل د 0ع طرللاء 2 
5 استخدم المحددات لحل: 
1 +2 > +2 + برق 
بر5- 8ع ج2 + عق 
بر دوع 32-1 
18 نضع, أولاً, المنظومة في شكل نمطي بحيث تظهر المجاهيل في أعمدة: 
21ج سبر3 +24 
8 > 22 + برد + و3 
1-- 32 بر دع 
ثم نحسب المحددة 1 لمصفوفة المعاملات: 
2003-1 
77-22 +8 +5 +م +6  2|--30+‏ 5 3إع-م 
3- 1-2 


بما أن 8*0 يكون للمنظومة حلّ وحيد. لحساب ,, ,8 ]2 نستبدل الحدود الثابتة بمعاملات *, لا» 2 في مصفوفة 
المعاملات. 


3-3 2 
د تمه هرجه ود د 5 8 | 
رحد انا 
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2014 -1 

ص ويم هدو وج - أ 8 تإحبلد 
3- 1-1 
313 2 

32+94 +24-6-5 +10 - |8 5 3]ديلر 
1- 1-2 


وبالنالي» يكون لدينا ‏ 3< 828 > 1- - 6لا ع بره 2 - 6خز - 2 


5 التباديل 


45 عرّف «تبديلا». 
88 يعرّف تبديلٌ © لمجموعة منتهية ‏ بأنه تطبيق واحد- لواحد ل في نفسه. يكون لديناء في الحالة المعنادة: 
١> )1,2....(8‏ ونستخدم الترميز 
2 3 5 98 
ُ ور 0 6 أو 51 ولرز- هو 
حيث (001 > ,ل يوجد عدد !2 من التباديل ©, وهي تشكل زمرة [قسم 5.6] نرمز لها ب ,8. 
5 اكتب قائمة التباديل ,5. 
يوجد عدد 2.12 !2 من التباديل في ,5: 12 و 21. 
5 أكتب قائمة التباديل في ,5. 
8 يوجد 6 3.2.1 !3 تبديلا في ,5: 123 132, 213, 231, 312 321. 
5 عرّف «شفعية» تبديل. 
018 نقول عن تبديل © أنه زوجي أى فردي وفقاً لوجود عدد زوجي أو فردي من «الانعكاسات» في 6. نقصد بانعكاس في 6 
زوج صحيح (,) بحيث أن 1<1 ولكن 1 يسبق ‏ في 6. ونعرّف إشارة 5» والتي نكتبها © م5 بواسطة 


إذا © زوجية. 1 ]ير 
إذا © فردية, بأعمي 
5 أوجد شفعية 035142 (في ,5). 


0 نحصيء من أجل كل عنصرء عدد العناصر الأصغر منه والتي على يمينه. وبذلك 3 تعطي الانعكاسين (3,1) و (3,2)! 5 
تعطي الانعكاسات (5,1) و (5,4) و (5,2)؛ 1 لا يعطي أي انعكاس؛ 4 تعطي الانعكاس (4,2)؛ 2 لا يعطي أي إنعكاس. يوجد إذن 
ستة انعكاسات. فإن © تكون زوجية: ويكون 1 > ى 0ع5. 


5 أوجد شفعية التبديل المتطابق 8. 


يكون التبديل المتطابق 123...08 > زوجياء لانه لا توجد انعكاسات في 
5 أوجد شفعية كل تبديل في ,5. 

8 التبديل 12 زوجيء والتبديل 21 فردي. 
50.5 أوجد شفعية كل تبديل في ,5. 

قط التباديل 123, 231, 312 زوجية. في حين أن التباديل 132 213, 321 فردية. 


5 أثبت أن (2< ©) ,5 تتكون من أعداد متساوية. (0!/2). من التباديل الزوجية والفردية. 
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88 استخدم الاستقراء. المبرهنة تتحقق من أجل 2-هم, يواسطة المسالة 49.5. عندما 2 < ه28 أنظر في الحنصر 
الاختياري 
لاد نيدلل هقد 8 2 
في ,_,5. توجد طريقة لإدخال الرمز «0» في (1) قبل ,ل مباشرة, وقبل و[ مباشرة..., وقبل ,_رز مباشرة, وبعد ,و1 
مباشرة. كل طريقة تولّد عنصراً مختلفاً 5" في ,5 وبذلك تكون قد حسينا حساب كل عنصر في ,5. 
الآن. ويسبب أن «> إلى في (1» فإن عدد الانعكاسات في © يساوي عدد الانعكاسات في 6 مضافاً إليه عدد ال رز على 
يمين «0» المدخلة. وبما أن العدد الآخير مستقل عن © الخاصة. فإننا نستنتج أن كل عنصر © في ,_,5 يقود إلى عدد « من 
العناصر 'ى في ,58 التي لها نفس شفعية ©2.وعدد (- 0) ذات شفعية مختلفة. بسبب فرضية الاستقراء تتكون ,_,5 من 
عدد .0 من التباديل الزوجية وعدد 8 من التباديل الفردية, حيث 8 -9. إذن: تتكون ,5 من 86-0 + نه تبديلاً 
زوجياً او ( - مق + ين - زا - ويه + عق تبديلاً فردياً؛ وهكذا يكتمل البرهان. 
5 عرف «مناقلة» وحدّد شفيعتها. 
وا المناقلة هي تبديل > يبادل بين عددين 1 و ل 4< ويترك العناصر الأخرى دون تغيير: 
مللا+ 110 - ...1 + )زلا - 12...0 82 

ويوجد عدد 1+(1-1- 20 من الانعكاسات في > ؛ تحديداًء (0,)8,1, 
أي ناقلة تكون فردية. 


احيث ‏ 1- ل....! + 1ع *. وبذلكء فإن 


5 استخدم المناقلات, لتحديد شفعية 542163 > 6 (في م5). 
© نحوّلى إلى التبديل المتطابق باستخدام المناقلات؛ مثلا 
3 21 ي5 
3 65 255 124 
6.3 كي4 12 
6 12 
6"5 ”4 3 12 
6 1238# 
وبما أن استخدمنا عدداً فردياً. 5: من المناقلات [وبما أن فردي فردي - فردي]» فإن © تكون تبديلا فرديا. 
5 ليكن 3 عدي و541352 تبديلين في ,5. أوجد التبديل المركب 3 
0# تذكر أن 3 هددى و 41352 + أسلوبان مختصران لكتابة 
يسدي م | اا ان 


وبذلك» فإن تأثير ى و > غلى 1,2,....5 يكون كما يلي: 


5 23 1 
4 + + + + »م 
3 1 245 
ل اد له م4 
و4 1-52 
وبالتائي» يكون لدينا 98 3 0 3 )هوم أو 15243 ىم 
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ليكن © و 5 التبديلين في المسالة 54.5. أوجد التركيب #*6 . 


88 يكون تأثير > و6 على كر...,1,2 كما يلي: 
5 4 3 2 1 
ذ 4 + 1 لي + 
3 25 1 4 
+ + + |1 41 » 
1 
وبذلك 12534 ع يعن , 
أوجد المعكوس ‏ “ىن للتبديل © في المسألة 10.4. 
8 تعريفاً تكرن 6 - (0'-6 إذا وفقط إذا [- 6)0؛ وبالتالي. 
أو 3 د الى كع( 


اليكن ...ررق 6. آي تبديل. بين أنه من أجل أي انعكاس (ك,1) في ١6‏ يوجد زوج (*2, *1) بحيث أن 
*عا> *ذز إلى (*)»<(*6ى 
وبالعكس. وبذلك؛ يكون © زوجياً أى فردياً وفقاً لوجود عدد زوجي أو فردي لأزواج تحقق (1). 


نختار "أو "8 بحيث أن ذ-(*0ه وى #«>(*»ه. إذن <آ إذا وفقط إذا (*غ)ى<(")ى, 


و 1 تسبق 6 في 
© إذا وفقط إذا “> *1 


لتكن الحدودية (0د-,) 1[ > (,4)5,:..5 . أكتب لي يكيان »)ع تفصيلا. 
8# تعنيسي (إد- 11 جداء كل الحدود (ر«-,*). من أجل [>1. وبالتالي, 
(يك تت ي#)لي» > يال > يعالية > ,)لي؟ > »اليك - ,6 > فيك..نى808 
ليكن 6 تبديلا إختياريا من أجل الحدودية ع في المسالة 58.5, عرّف الى 1[ > 8ه وت قن 
8( مجه ع (ه)ه . 
8# لدينا, في شكل تفصيلي, 
(وومة - ربيك) ٠١‏ “قروم حرو )لوم حر خ) > (ع )»6 


(رممة حريوى8) * ا(رميمة جو و( ريم > جوومة) ١‏ 


(وومة > ممع 
ويكون لكل عامل على اليمين الشكل ,«- ,*, حيث [* أ؛ إذا كان الزوج ((رة) - (لة) ممثلا في الجداء. فإن الزوج 
(03) > (.) لا يكون ممثلاً. ينتج عن ذلك أن 8 > (6)8 أو 8- > (8) وفقاً لوجود عدد زوجي أو فردي يحقق 

>1 و (0)ه<(ا)ى 
ولكن يكون لدينا عندئذء وبسبب المسالة 57.5, ه > (0)8© إذا كان © تبديلا زوجياً (!1 > ممه6 ى ع- ‏ هلبه إذا 


كان © تبديلا زوجيا (1- > فى مع6. 


ليكن ,6,65 بيّن أن (6 0580( 580) > (0)26ع5. وبذلك, يكون الجداء [التركيب] لتبديليين زوجيين أو فرديين زوجياء 
وجداء تبديل فردي وآخر زوجي فرديا. 
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1# من المسالة 39.5 ع( هعة)(+ معه) > (هن مومه ع (زع)ن): > (و)زت”) - وزه#)دعة. وبالتائي 
و «ومان دوه ع زن#)دوة. 


5 أعطينا التبديل حم أكتب اواك 2م بين أن () مهدح ممع (ب) من أجل أي سلّميات ره 


1 


بعمه للدي دن 8 007 يدك 

8# () لديناء من المسألة 60.5 1ع عمو > و وون)('“ى دع6. (ب) بما أن إل..رل-ى تبديل, إذن 

بعد © “يوك و4 حتبير8 :در ,© ٠‏ من أجل تبديل + 2 ,...رط,#. ولكن وبسبب هذا الترميز نفسه؛ يكون لدينا 
> )م حي عد 20> ليم > بي 11> ( )م تيز 


والذي يعني أن مدعت وى أنه 0 


5 المحددات ذات المرتيات الاختيارية 
25 عرّف محددة مصفوفة مربعة -8 عامة الرية) >> 4 


8 ليكن جداء « عنصراً في 8 لا يتضمن عنصرين في نفس الصف أى نفس العمود. مثل هذا الجداء. يمكن أن يكتب في 
الشكل 


و4 ٠*5‏ ربة4 رده 
حيك اخترنا ترتيياً للعوامل يجعل متتالية الأدلة السفلية الثانية تبديلا ول..رز- 6 في ,5. [المسألة 61.5 أعطت ترتيباً 
مكافكاً بواسطة الأعمدة, حيث عدّلت الترميزات هناك بشكل مناسب]. أن «محددة» 8, وترمز لها ب 0668 أي |8| » هي مجموع 
كل مثل هذه الجداءات, حيث يسبق كل جداء بإشارة 6. أي 
وم © رمم قرروى ,4( ههه 2 عتريرة ٠‏ ٠يروه‏ برهك هوه) ل - ها لك 
5-0 5-7 
نقول عن محددة مثل هذه أنها من المرتبة 8. يتضحء من المسآلة 51.5: أن نصف الجداءات المجموعة في (1) يحمل إشارة + 
ونصفها يحمل إشارة - . 
5 أوجد 48 ]عل حيث (,3) > 8 مصفوفة [<1. 
8 بماآن ,5 تتكون من التبديل المتطابق الزوجي, إذن ,,ه > 0048, متوافقاً مع المسالة 4.5. 
5 أوجد كش اء0» حيث (يع) - 8 مصفوفة 22. 
8 في ,5, التبديل 12 زوجي والتبديل 21 فردي. وبالتالي» ,رقيبة - ريقررة > 424 متوافقاً مع المسألة 7.5. 
65 أوجد 684 حيث (يه) - 8 مصفرفة 33. 
8 في ,5 التباديل 123, 231 312 زوجية, والتباديل 321 213, 132 فردية. إذن 
آنا - ووكري6ير © - روفيوكن 6ه > يو#روهور© + 2661 2 7 ل يلاك عدم ع0 
وهذا يتوافق مع المسألة 24.5. 
5 اثبت أن: محددتي مصفوفة 4 ومنقولها 47 متساويتان: [”8| > |4ا . 


© إذا (يه) > 4 إذن يه د لم احيث .6 وبالتالي» يكون لدينا 


مومه "رمس قرروو 206 ههة) 2 - بير« روسوظ يوي فلم هون 2 زتها 


كم 


انضع لي عدج. من المسالة 6!1.5, تكون ‏ 580806 72 3588 ال ريم4 '* زكر 


> بروومك ** "درم كدرعه6 . وبالتائي: 
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2 
رس ©" روسوقروى 6( مه 3 د زتها 


ورغم ذلك, فإن © تستخدم كل عناصر ,5,: كما أن ““ى > > تستنفذ كل عناصر ,5. إذن. || |87[ [نتيجة لذلدء 
فإن أي نظربة حول محددة مصفوفة 4 تتعلق بصفوف لق, سوف يكون لها نظرية مناظرة تتعلق باعمدة 8. ينطبق هذا بوجه 
خاص على المبرهتة 1.5] 
اثبت إذا تحصلنا على 8 من مصفوفة مربعة 8 بواسطة تبادل صفين (عمودين) في 8, فإن اضا- 2 رهز 
8 نثبت المبرهنة في حالة تبادل عمودين. لتكن + المناقلة التي تبادل بين العددين المقابلين للعمودين المبادلين في 8. إذا 
(ية) - ها او (ي) > 8 إذن ررية > يط. وبالتالي» ومن أجل اي تبديل ©. يكون لدينا 

(حيث 26 2 56) مم2" * 'ومبيكرييية > رووى8 ١‏ *رومطروورظ 
وبذلك س6  *‏ * بجعم #رويبر 6(© لهة) م -اها 
بما أن المناقلة © تبديل فردي [المسالة 52.5] فإن 6 موه » > (0 8و5( اوة) > 0+ 7ه5 وبذلك 

لصممة  *‏ * بجومبو كرريوى 76(4 هرة). دم - د اها 

ولكن 6 تستخدم كل عناصر ,8, وكذلك 26 ؛ وبالتالي» فإن |18 - » |ظ8| . 
اثبت: إذا تحصلنا على 8 من المصفوفة المربعة 4 بضرب صف (عمود) ل في عدد سلمى . فإن 1لى| > |8|. 
هه إذا ضرب الصف 1 ل ث في . فإن كل حدّ في (1) من المسألة 62.5 يضرب في 6 وبذلك ها > |8| . 
بين أنه إذا كان ل 8 صف [عمود] من الاصفار, فإن 0 |4|. 
ل كل حدّ في المجموع (1) للمسالة 62.4 يحتوي عاملا من كل صفء ومن ذلك الصف الصفري. 
بيّن أنه إذا كان ل 4 صفان [عمودان] متطابقان. فإن 4-0[ 
ل إذا بادلنا بين الصفين المتطابقين» فإذنا نتحصل على 8. وبالتالي» ومن المسالة 67.5 نجد أن || - > |4|. وذلك 
0ك ارا 
ليكن و أي تبديل في ,5, مخنلف عن التبديل المتطابق 8. اثبت أن (>(26)1, من أجل بعض 1. 
5 لنفترضء على العكس من ذلك؛ أن أ<()6 من أجل كل 1 إذن, 5 (0)8 ضرورةٌ. رلكن, 1- م2 (1- م)ن 
بالضرورة أيضاً [لأن 1-2 - 2600 مستعدة بسبب التقابل واحد- لواحد]. نستمر وفق هذه المحاجة, لنستنتج ان 
1ع (6)3, من أجل كل ذ. وبذلك 8 - 8- 6 وهى تناقض. 
أثبت أنه من أجل مصفوفة مثلثية عليا أو سفلية (ية) > 4 ويه.سريقررة > |4ا. هو جداء عناصر 4 القطرية [تذكر ان 
المصفوفة المثلثية هي شكل خاص لمصفوفة مثلثية عليا]. 
8 لنفترض 8 مصفوفة مثلثية علوية. ذن 9>تيه. من أجل كل [<1. ليكن © أي تبديل» مختلف عن التبديل المتطابق 8 
من المسألة 71.5 يوجد عدد 1 بحيث أن 260(>1, بحيث أن 


0 


مره * * * بموميقرووره 
من أجل كل تبديل باستثناء 8. وبالتالي» ‏ ,8..ريهرة > إلها . 


المسائل 75.5-73.5 تتعلق بالمصفوفات التالية: 


5 234 4 50607 8 67 5 
8ه 7 3 هآ 5 1-3 0 20 
م6 85 6+6 9 هاو هأ-ه8 7ت ويه و|-4م 

8 4 2 6 207 8 77 09096 4 
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8 ذلا المحددات 


5 إحسب 064 


8 بما أن 4 تمتلك صفاً صفرياً إذن 0- 0668 بواسطة المسألة 69.5. 


5 إحسب 068. 
18 بما أن العمودين الثاني والرابع» في 8, متساويان؛ إذن 0- 068 باستخدام المسالة 70.5 
5 إحسب © هل. 
1 بما أن © مثلثية, إذن 120 - - ©:46, وهى جداء المداخل القطرية 
المبرهنة 1.5 لنفترهضي حصولنا على 8 من المصفوفة المربعة 8, بواسطة عملية صفية أولية. (1) إذا تم تبادل صفين في 28 
إذن |41|--داظه. (11) إذا ضرب أحد صفوف 4 في سلّمى 2 إذن إاذاع ع |8. (11) إذا أضيف 
مضاعف صف إلى صف آخر إذن [||4! > |8. 
5 أثبث المبرهنة 1.5. 
8 تم إثبات الجزتين (0) و (1) في المسالتين 67.5 ى 68.5. نثبت الآن (11). لنفترض أننا أضفنا الصف بعد ضربه في © 
إلى الصف [ في 8. نستخدم الرمز العلامة -- للدلالة على الموضع [ في حدّ للمحددة» لدينا 


ره ٠١‏ روف »)9 موه 2 - |ه]ا 
١ 0520‏ يقبي هلك هعة) ل جيرف «حد يبوه 50 ربجقرر ,006 0هة) 5 م د 
المجموع الأول هى محددة مصفوفة يكون صفاها 1 و [ متطابقين؛ وبالتالي» ومن المسألة 770.5, يكون المجموع صفرياً. أما 
/ المجموع الثاتي فهو محددة :4. 
5 لتكن 8 مصفرفة مكافئة صفياً لمصفوفة مربعة 8. بين أن 0-(8|) إذا وفقط إذا 0-[18]. 
للا باستخدام المبرهنة 5 نجد أن تأثير عملية صفية أولية هو تغيير إشارة المحددة, أى ضربها في عدد سلّمى غير صفري. 
وبذلك. تكون 18/0 إذا وفقط إذا 0-/4|. 
25 عرف مصفوفة «شاذة» و «غير ‏ شاذة». 
12 تكون مصفوفة مربعة شاذة إذا 0 0668. وغير شاذة إذا 0 06:4 
المبرهنة 2.5: القضايا التالية, من أجل مصفوفة مربعة 8, تكون متكافثة: (1) 4 عكوسة (قلوبة), (01 8 غير شاذة؛ (1أ) يكون 
ل 0 له حل واحد فقط. 
795 اثبت المبرهنة 2.5. 


18 يكون الإثبات باستخدام الخوارزمية الجاوسية. إذا كانت 4 عكوسة؛ فهي مكافثة صفياً ل1 [10 > 061]؛ وبالتالي» 
0 4 6, وتكون 8 غير شاذة. إذا لم تكن 8 عكوسة, فهي مكافتة صفياً لمصفوفة ذات صف صفري؛ وبالتالي» 
0 > 4 اءل» وتكون 4 شاذة. وبذلك, تكون () و (11) متكافتتين 

بالمثل, إذا كان ل0 - 6 حلّ وحيد (0- 06 فيجب أن تكون .4 مكافثة لمصفوفة مثلثية, وتكون بالتالي غير شاذة 
[المسالة 72.5], وبذلك تكون [باستخدام ما سبق] عكوسة. وبالعكس, إذا كانت 8 عكوسة؛ بمعكوس 87 إذن 


و<عز ج وععاماام ج 4106م 

وبذلك تكون (11) ى (4) متكافتتين. 
المسائل 82.5-80.5 لإثبا 
توطثة 1: من أجل أي مصفوفة أولية 8 [مسالة 108.4], يكون لدينا. ||| اظ| > الهظ. 
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5225 


835 


845 


865 


الفصل 5 6 139 


اثبت أن لها |,8| > اكرظ, حيث ,8 المصفوفة الأولية المقابلة للعملية الصفية الأولية ,» التي تبادل صفين. 
' لديناء من المبرهنة 1.5 (©, أن /م|-- الهاء. كما ان 1- > [1|- > |(8)ره! > |.8| . وبالقالسيء 
اشاايظا > لها د الهيعه| > اهرها. , 


أثبت أن إلى[ 


احرظاء حيث ,8 تقابل العملية الصفية ,6 التي تضرب صفاً في سلّمى غير صفري « 
8 لديناء من المبرهنة 4)1((.5 |4|- |(ه)ره|ا. لديناكذلك -|1إ> |(0يه| > ار8|. وبالتالي, 
أهاايكظا ع إهالاع انحيرء! > احر18 . ١‏ 
آثبت أن [8,|18| > > الخر18!» حيث ,8 تقابل العملية الصفية الأولية ,© والتي تضيف ضرب صف بصف آخر. 
المبرهنة 3.5: لتكن 4 ى 8 مصفوفتين مربعتين -8. إذن. (0868)(ى إعل) > قآى إعل. 
ل من مبرهنة 1.5 (11) الا > القارءا. لدينا 1- !!!- |(آايك| > رك 
إذن 
إهاايظا > لها ع اهيا > أخركا 
اثبت المبرهنة 5.3. 
8 إذا كانت 8 شاذة, إذن 88 شاذة ايضاً [بواسطة المسالة 124.4 والمبرهنة 2.5]. وبذلك. |1118| -0- |88|. 
لديناء من جهة أخرى. أنه إذا كانت 8 غير شاذة. إذن ,ارظ...,8 - 8. [أنظر المبرهنة 3.4]. وهى جداء مصفوفات اولية. 
وبذلك. من التوطئة 1, لدينا 
5 أرقا اوها ٠١١‏ اراك اناارك| أيهل١ ٠٠‏ ا©| > إلركليظ ٠٠١‏ رك| > إها 
وم 
|81٠١‏ لضا» أقا لع اكا ايها ٠١‏ ٠اء|-‏ اقكظرى |6٠٠١‏ اقها 
حقق المبرهنة 3.5 من أجل المصفوفتين في المسألتين 34.5 و 35.5. 
للا كنا حسبنا 24 - 8 6ع و 5- > 8 )عل. لدينا 


7 3-3 1 0 2 1 289 
1د 13 | 32-3 كك 2 )-هه 
1 3 18 تح احشل 5-3 


نستخدم المبرهنة 1.5 (011: فنجد أن 


10 3060 10 380 7 2-3 3 
0 30 17 0 0 17|-|17- 13 4817ماعل 
41- 21 0 19 21 18 1 3 18 


10- - 3570 + 3690- > (10)17()21 + (41-)(3)30 - 
وبالتائي» (5 -)(24) > 120- , 
إذا كانت 2 غير شاذة. بيّن أن 7-|2| -|3-م|., 
© 1ع-م"م. وبالتالي. !"||'-5| -زم'- | - |]| ع ا. وبالتالي [1“لم| ج زاتم 
نفترض أن 8 «مشابهة» ل 4؛ أي نفترض أنه توجد مصفوفة غير شاذة 8 بحيث أن ظ8'-2 > 28 بين أن ها ع ا|ه|, 
8 باستخدام المبرهنة 3.5 والمسالة 85.5, نجد [ذ| > |ظا|“ الها ع ز2|له| “ماع رمم“مرع زه 
أنه ليس من الضروري أن تكون المصفوفتان '“8 و 4 تبديليتين, إلا أن محدديتهما تتبادلان لكونهما عددين سلميين] 


إذا كانت 8 متعامدة. بيّن أن 1+ - ع || 


[دغم 


8# لديناء من التعريف [-5هث رالمسالة 56.5 أن 1 !]| - 2له! ع إتهاام|ء إتههما؛ وبالتسالسي 
1ع اما 


لتكن 5 - ,8 مصفوفة سلمية مربعة :8. بيّن أن ” لدلة 


موقع الفريد في الفيزياء 


0 11 المحددات 


8 المسألة 72.5 تعطينا "ع ...اا - كان 0 


89.5 إذا كانت 48 مصفوفة مربعة -0 بين آن |ها"اع إهط| . 


© من المسألة 88.5 [4!"*اك الهازاتة| ع إاخلط| > إاىؤ| . 


5 حساب قيم المحددات؛ مفكوك لابلاس 


5 عرّف «صغيرات» مصفوفة مربعة. 


8 التكن ليه -م مصفوفة مربعة -0. ولتكن ,34 المصفوفة الجزئية في 8 المربعة ‏ (1 -2) التي يتجصل عليها 
بشطب الصف 1 والعمود [ في 8. تسمئ المحددة ايكقاء عندئذ: الصغير ‏ [ا ل لل. 


5 عرّف «متعاملات» مصفوفة مربعة 
التكن ليه 2م مصفوفة مربعة. إن المتعامل -[ة ل 4 (أى متعامل ,ة)؛ ويرمز له ب ي3. هو الصغير «المؤشّر: 
إرلة | '*'(1-) ع ررق 


الاحظ أن إشارة الحدّ 1(*3-) تتناوب على النمط الشطرنجي؛ مع علامات + على القطر الرئيسي: 


- 
1 

+ 
[ 


المسائل 99.5-92.5 تتعامل مع المصفوفتين: 


5 2/4 
عقر 7 6 5] ىم 
3- 6 0 4 1[ 89 
7 5 3-22 
5 اورجد ,رالا والصغير |ررا]| في 4. 
8 اشطلب الصف الثاني والحمود الأول في 4: 
0 4 213 
1 قا حريكه وبذلك 33- -36- 3- |ررلة| 
1 89 


93.5 احسب المتعامل ريل. 
نضرب الصغير !,ي81| في الإشارة 1- ع !*1(7-)4: لي أن 533 (33-)(1-) > ررق 
2.5 إحسب الصغير أري1ة! ل-ة. 


أشطب الصف الثاني والعمود الثاني من 8: ثم إحسب المحددة: 


9.5 أوجد المتعامل ري4. 


ا إضرب الصغير في الإشارة المناسية: 30- ع (30-)(1+) 2 || ***(1-) - ييف 


5 إحسب الصغير |ي,86| في ه. 
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585 


595 


1005 
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6 ده-18 - | 6 


2:04 
6/7 5 
1 5 
أوجد المتعامل ريث. 


0 6>-(6-)(1-)- إور/ة]” **(1-)- بي 


إحسب متعامل 7 في 8/ أي إحسب ري 


1(*7-) ور 


61-(61-)- -(0-9-32-0-12-8)-- 
أوجد متعامل 2 في العمود الآخير ل 8؛ أي. ,8 


3ت 2 2 
ل 7 كه ]ع 
6 4060 


98--0-48-0-30 +28 +48 - 
المبرهنة 4.5: (مبرهنة مفكوك لابلاس): إن محددة مصفوفة مربعة -80 (ي8) .8 يساوي مجموع الجداءات التي يتحصل عليها 
بضرب عناصر أي صف (عمود) في متعاملاتها المقابلة 


ليك ٌ -4| 5 00 دام 


إثبث المبرهنة 4.5. 
8 كل حدٌ في 41| [أنظر (!) في المسالة 62.5] يحتتوي مدخلاً واحداً وواحداً فقط في الصف ال 8 أي 
ليبق ,8 وبالتالي. نستطيع كتابة |4| في الشكل 


7 3 
مشمييه جد بوبه + إشمرره > |ق| 


حيث 4 مجموع الحدود التي لا تحتوي مداخل من الصف 1 في 8. وبذلك. سوف تكون المبرهنة مثبتة إذا استطعنا تبيان أن 
أيلة |'' )سيف د رم 


ننظر أولاً في الحالة م « >-1. إذنء مجموع الحدود في || التي تحتوي ي,2 يكون 


للسموى م6 *““رواسمكرروور 6( 880) بق ,4 > يميه 


حيث نجمع فوق كل التباديل ,5 © © التي تحقق 5 (0)0. ولكن, هذا يكافىء الجمع فوق كل تباديل (1 - م....,!). 
[لديناء من المسألة 51.5]. (1 - 6)0...(لاي مهة ع م(أ - م)ى...زل)ن 8قى] وبالتالي ايرآظا"*"زل-) ع اذا د يكم 


0 


ننظر الآن في أي 1 و [. نبادل بين الصف 1 وكل صف يليه حتى يصبح الأخير, ونبادل بين العمود [ وكل عمود يليه حت 
يصبح الأخير. لاحظ أن المحددة |ر184 لا تتآثر لآن المواضع النسبية للصفوف والأعمدة الاخرى لا تتاثر بهذه المبادلات. 
ولكن. إشارة 1م| وإشارة به تغيرت عدد (6-1) و (8-3) من المرات. وبالتائي, 


أبوكة |/* (1-) حاركة 1*7 ")د وم 
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142 © المحددات 
1015 التكن (يهة) عم مصفوفة مربعة -8 غير صفرية. حيث | <8. أعط خوارزمية تختزل محددة 4 إلى محددة مرتبتها (6-1. 


© خطوة 1: إختر عنصراً [عديةء وإذ لم تجد فاختر 0 * 8 
خطوة 2: باستخدام ريه كمرتكزء طبق عمليات صفية [عمودية] أولية لوضع أصفار في كل المواضع الأخرى من العمود [ 
[الصف )| 
خطوة 3: فك المحددة وفق متعاملات العمود [ [الصف 1]. إذا تضمنت الخطوة 2 ضري صف [أو همود] في عدد سلمي» 
فإن الجواب النهائي يجب أن يعدّل وفق المبرهنة 1.5 (01). 


5 احسب محددة المعصفوقة 


در د :4 
5 4 2203 إن 
القع ودعو كسك 
4 1-2-1 


استخدم 21 ريه كمرتكز لوضع أصفار في المداخل الأخرى للعمود الثالث؛ أي طبق العمليات ‏ 27+ 28 - حت 2 


8- (38-) - ع (18+5-30-3+4-.4) - - 


5 إحسب قيمة محددة 


ه و 5و 2 
5- 2 3 إل 
2 وت 3 4305م 
43 16 
8# إستخدم 21 ريه كمرتكز. وطبق العمليات الصفية 2+ 28 - مسر يه + لحري ويه + با مسيم 
هه م ا 6 1 1- 9( هد فق 5 2 
- ناج 3 5- 0-3 2ه 
مدو ه-مويهة- 10+3- |1 2 3 إ+ در ده 3 23 إداما 
5 2 3-| |م 2 ف 10[|أ3 4 6 1- 
5 إحسب قيمة محددة 
4 2-5 
3 1-2-2 
05 2 كان 
8 أت هد 2 


8 استخدم 1ع ريط كمرتكن, وضع أصفاراً في المداخل الأخرى للصف الشاني بواسطة العملييات العمودية 
© + 26 مره او اي + 0ق جمر0. إذن 
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(4-30 (5+2)3ك- (2+26- 3 | إه ك- ه 3 
(ل)ق-ة ‏ 20 (2 2 1 إراأة 2- 2 2 بير 
3-32 (7+2-2 يبه 2|-اة 5 هو يها 
8-32 ©2+ك- جف 2 | أم قا 3 2 
_- كد و قاعم 
2 رائ- +1 *|__أه 6 16 
4--(04+340+15+12-0)--- |3 3 0د 35 
2ج ه وأ آة 3 0ه 
2 21-1 
المسائل 107.5-105.5 تتعلق بالمصفوفات التالية: 
10 51 2 1 
5 5 2 1260 
3 2- 2 1 1 إءعه 3087 دم 9 2 5 اسم 
1- 3 2 0 3 -2002 2 0 4-3 
2 4 1-353 1- 44 
5 إحسب 068 
8 استخدم 1ع رية كمرتكز, وطبق ‏ 0 +,20ه,© ؛ 
3 24 
1 > (28+24-24+63+32+8)--]2- 7 1-]-د -إما 
2 38- 


5 إحسب 0668 
استخدم 1+ رط كمرتكز. وطبق و8 +#جيم او ,#جيج2- جيم , 
8ت 1 د 3 1 


ومسو وود مدديه- مجه أ 7 3|-|5ة 7 
83 27 


[لاحظ أننا استخرجنا 1- ععامل مشترك من الصف الثالث؛ بحيث تتغير إشارة الناقص أمام المحددة إلى إشارة زائ]. 


5 إحسب ©066. 


18 نختزل 121 أولا إلى محددة من المرتبة الرابعة, ثم إلى محددة من المرتبة الثالثة. استخدم , ١‏ ررء كمرتكز ثم طبق 
بلجي هلجم 8 بجي سجره ىل رهج هسرع 


-5 
0 
-5 
37 


.جات نادم 


7 5 
5 إحسب محددة [1- 1 
1[ 4- 


5 
0 
20 


© أولا نضرب الصف الأول في 6 والصف الثاني في 4 إذن 
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44 ذا المحذدات 


2 6ه 3 
مدمد موه ميف ددم | 2 5 -لماءة- املدء 
1 جد 4 


وبائتالي: 6 > 28/24 - 41] , [لاحظ أن عمليتي الضرب الأصليتين تخلصتا من الكسورء وبذلك أصبح الحساب سهلا] 


85 إحسب محددة 
1 1- 3+ 
«[ :قدي 2 0 
4+ 60-6 
ا اضف العمود الثاني إلى العمود الأول, ثم أضف العمود الثالث إلى العمود الثاني» للحصول على صفرين: 
1 0 2+ 


لي قي 
4+ 2م 0 


-إها 


إستخرج الآن العامل المشترك 2 + ؛ من العمود الأول: والعامل المشترك 2 -] من العمود الثاني نتحصل على 


12 1 
14 1 1 
0 1 +4 


(2-)(2 + ) دهم 


آخيراً. إطرح العمود الأول من العمود الثالث؛ لتحصل على: 


0 60 
1 0 


1 
(4+)(2-)(2+)د- 1 
4+م 1 0 


د مرهد»-اما 


5+ صف خوارزمية الحذف الجاوس من أجل حساب محددة مصفوفة مربعة -ه (ري8) :> 8. 
8 تستخدم الخوارزمية الخذف الجاوس لتدويل 8 إلى مصفوفة مثلثية عليا [تكون محددتها جداء مداخلتها القطرية: المسالة 
5. بما أن الخوارزمية تتضمن تبادل صفوف. وهذا يغير إشارات المحددة, فلا بد من متابعة مثل هذه التغيرات باستخدام 
متغير ما. مثلاً. (51061. كما أن الخوارزمية نستخدم «التمركزه؛ أي. استخدام العنصر ذي القيمة المطلقة الأكبر كمرتكز. تكون 
الخوارزمية كما يلي: 
خطوة 1: ضع 5101-0 [ينشىء هذا المقنير 5107]. 
خطوة 2: أوجد في العمود الأول. المدخل ,,, الذي له القيمة المطلقة الأكبر. (ا) إذا 0خ ريه ضع 006480 ثم 
أخرج/ 1ن«8, . (ب) إذا 1*1 بادل بين. الصف 1 والصف الأول. ثم ضع 1 + 51071 > 51007 
خطوة 0:3 استخدم ,,2 كمرتكزء وطبق عمليات صفية اولية من الشكل ,8 + ,18+14 لوضع أصفار تحت ,,ه. 
خطوة 2:4 كرر الخطوتين 2 ى 3 على المصفوفة الجزئية المتحصل عليها بشطب الصف الأول والعمود الأول. 
خطوة 2:5 واصل الأسلوب السابق حتى تصبح 8 مصفوفة مثلثية عليا. 
خطوة 6: ضع هيو 1(96"5-) - مانل. وأخرج/ 51017 
لاحظ أن العملية 1 جي8, المسموح بها في الخوارزمية الجاوسية من أجل منظومة معادلات خطية؛ مستبعدة 


هناء لأنها' تغين قيمة المحددة. 


65 إحسب محددة 


8 6 
-3: 1 
10 15 


باستخدام - خوارزمية الحذف الجاوسي في المسألة 110.5 


موقع الفريد في الفيزياء 
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5 10 15١ ك/‎ 10 15١ /5 190 15١ /5 10 ك1‎ 
3 - 1-1 1 1 2 3 2 3 

2 0 7/5 1 وأ //ت- 2 مأ /6م 8 3 

تكدون 8 الآن في ة ل مصفوفة مثلثية [عليا] ولدينا 5107-2. لآن هناك تبديلين للصفوف. وبالتالسي, 
اكع عر ")د إزىى 


5 لتكن (ريه)- 4 مصفوفة 060 ولتكن 8 المصفوفة المتحصل عليها من 8 بإحلال العمود المتجه ‏ الصفي لوط 8) 
محل الصف 1 في 8. بين أن 
يشرط ل -ز8ا 
2 
8 لتكن (نا) - 8. نجدء من المبرهنة 4.5, أن 


رظرة ب «زها 
7 


ولكن ,19 لا تعتمد على الصف 1 في 8, إذن ررث - ,8 من أجل 5, 
5 استخدم المسالة 112.5 لإثبات «مبرهنة مقكوك لابلاس المعمم»: 
أ4ابرة> ب قريه ب لك 
إذا ٠‏ ف تكون (1) هي المبرهنة 4.5. إذا « 6 1,. إختر مييق بق - رطم سسيرة) في المسألة 5 وبذلك 
ضيه بذ داه| 
ولكن [0 اظ, لأن 8 لها صفان متطابقان؛ وبذلك تتحقق (!) أيضاً [بعد تبادل أ ى ا الاختياريين موقعيهما]. 


نطبق (1) على 87 فنحصل على نتيجة ممائلة بالنسبة «للأعمدة» 
لها برقع هيه :5 020 


5 القرين الكلاسيكي 


114.5 عرّف «القرين الكلاسيكي» المصفوفة مربعة 8. 
88 يعرّف القرين الكلاسيكي [ويطلق عليه تقليدياً «القرين»] ل 8/ ويرمز له بواسطة 8 [20, بأنه منقول مصفوفة متعاملات 
4 


5 أوجد 4 [20 من آجل المصفوفة 


234 
0 6 5]-دم 
89 
8 نحسب أولاً المتعاملات ,8 التسعة ل ه: 
داة 5 7 25 72 قاد 
لدان وإخعييه لام 9 قر 0 
عاة 212 4 غا2 اه 23 
ووإدحسيه ‏ مد ]م وإخجييه 8 5إ) وإسكبيه 
23 4 2 34 
دج ئ]*-ضه ‏ © <أو وإ-دسه ‏ ف >أ|رٌ وإجحيم 
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146 11 المحددات 


ثم ناخذ منقول مصغوفة المتعاملات أعلاه: 
ه 33 7ك 
6 30- 51 |-4 زفه 
3 6ه 


5 أوجد 8 [20 من أجل المصفوفة المربعة -2 الإختيارية 8 ع)عه 


- و9 ك)ء 0 م)ء زد )عمنفه 
5 بيّن أن 8 - (4 [20)زفة من أجل المصفوفة 116.5. 
- مرك ع«( غ)- (ز!” أي )>( )نفدو زممزفه 


المبرهثة 5.5: لديناء من أجل أي مصفوفة مربعة 8: 
إشل» (إك] , . . . أه ا .لف |) عدنة حم زم زهه)- زم زقه) 4 
5 ائبت المبرهنة 5.5 
5 ببساطة, نكتب (1) ى (2) في المسالة 113.5 في شكل مصفوفي. 
195 بافتراض أن 0* |4!,. بين أن (4 زفه)(|ة!/) - اح 
الديناء من المبرهنة 5.5 عندما 8|60ا, 


41 


4-1 (ق زلة) ف درق ز0ة) 
وبالتالي» وتعريفاً يكون لدينا (8 [4ه)(|1/|8) < '47. 


22-8 
في المسائل 123.5-120.5: نكون 3 3 م 
15-7 


5 إحسب 4 )عل. 
2ه 20-28 - 30-9 +8 + 21 ع زدذاء. 


5 أوجد 4 زله 


23 |4 5 4 + 
1- 101 77 10- 1 1 0 
3 5 لاله الى أ “لزي ةق 2ن ادف 
1 4 10 - 3 4 0( 15 7 !]+ 1 | - إحه زفه 
2 1|إى |3 | 1 ]+ 
2 .|4 3 
5 تحقق من أن !|| - (ث زفة)اش 
'0 10 0 20 3 14 ا 
مدلة 1 9-1 2 2-6 4 1 3 0-2 زف م 
92:9 1 1 


5 استخدم 208 لحساب .47١‏ 
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الفصل 5 © 147 


له 3 2 
في المسائل 127.7-124.5 |2 4- 0]-4. 
1 5 الاعة.. 1 


124.5 أوجد 8 06. 
8 ممددوجومم|سوبجوجوف د زم|, 


55 أورجد 4 [0ه. 
8 نحسب أولاً المتعاملات ,8 التسعة ل-8: 


© عاق #إعسيه ‏ حا (إدعيم ‏ صمل 4دإععييم 
كا مإحعسه ‏ عد اك 7إععييه ‏ دلقت 3 إععيه 
م داف ولعسيمه عداو وإسسييم ‏ مسح|ق ق إخسيه 


5 تحقق أن 8!1| > (83 زله)ة. 
0 10 0 0 46-/ 101 11 8اسراف- 2003 
8 /إم|-تعه--زه ١‏ 6)0ه--إه مه- 0 إعز[ه 14 2 2 4- د زعم 
1 0 0 46- 0 0 8- 5 5/14 1- 1 
5 استخدم 4 ز0ه لحساب '-8. 
بماآن 0»* زهاء 
5 11/46 1 2 46-/111- 46-/18- 


3 7/233- 1/23- |- | مه- 4  14/-46‏ 46-/2 أنه زعم ينسم 
3 وهنرك- 1-2/23أ أمه-ره- موسرو 6ه/4 


1 1 1 
المسائل 130.5-128.5, 0 3 2-1 
589 
5 احسب (18. 


ل -8|27+20+16-15-32-18| 


129.5 أوجد 8 زلة 


١ 3 5| -|24| 3 

2 ل 58 59 89 

ميد رن 1 3 13 175 321 1 

:. ا ا كم البرك 
5 1 58 أو5 89 
3 كم 
23 2-8 34 
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48 [] المحددات 


5 أوجد *“8, باستخدام 8 [0ت. 
8 لدينا 0عداظاء 
2 1/2 5/2) 11 1- 5م و 1 
1 2 1 |-[ه 4 2 |زدرزة نهم سرع 8-7 
2 3/2 هأ /1 1-3 ايل 
131.5 أثبت أن مصفوفة مربعة تكون شاذة إذا وفقط إذا كان قرينها الكلاسيكي شاد 
15 إذا كانت 4 غير شاذة, إذن 4|*0/ » المبرهنة 55 تبين أن معكوس 8 [28 هو 8أ4|7|: وبالتالي» تكون 8 [80 
غير شاذة هي أيضاً 5 
من جهة آخرى, إذا كانت 4 شاذة ولكنها غير صفرية. فإن المبرهنة 5.5 تعطينا 0 - 8 [20 ه8, وهذا يقتضئ أن 8 [20 غير 
عكوسة, وتكون بالتالي شاذة. (إذا كان معكوس 8 موجوداً. إذن 4 > [8(8 [8])20 > 08 - 0). أخيراً إذا 0 لم 
[شاذة] إذن 4-0 زقه [شاذة]. 
5 لتكن 8 مصفوفة مربعة -5 (2 < 9). بين أن 
“ماع إلى زفه] لك 
8 نجد, من المبرهنة 5.5, أن 8|1] - 8 زفه ذ. وبالتالي *ا! > إخ زفه||ه|. إذا 4|*0|. فإن الاختصار 
يعطينا (1). إذا ال [0ة! > 0 41| [المسألة 131.5]) إذن تتحقق (1) بديهياً. 


5 لتكن 8 مصفوفة مربعة -2 (0<2)- وغير شاذة. 


م 2 "مزع ر4. زقه) زفه ك4 
8 نجدء من المبرهنة 5.5 والمسالة 132.5, أن 7 '- *|4/|-[(4, [0ه) [0ه](4 [20). فيعطينا الضرب في 4 
م '- ”اماع ررم زهه) زده] إها 
الآن» نضرب الطرفين في 817١|‏ فتحصل على (1). 
5 لنفرض أن 4 مصفوفة مثلثية علوية [سفلية]. بين أن 4 [20 مصفوفة علوية [سفلية]. 
8 لتكن ((ي8) - ى وى (ير) - 8 ز0. إذا كانت 4 مثلثية علوية, فإن المصفوفة الجزثية ,1( في 8 تكونء من اجل [>1 
مثلثية علوية أيضاً ويكون ل ,84 صفر أو أكثر على قطرها. وبالتالي. 0 |ر,8!|. إذن؛ ومن أجل [> 21 يكون لدينا 
0ع إر,81| > ره - برط وبذلك تكون 48 زه مثلثية علوية. 
135.5 إذا كانت 4 قطرية: بيّن أن 4 [30 تكون قطرية. 
8 إذا كانت 8 قطرية, فهي مثلثية علوية وسفلية معاً. وبالتالي تكون 8 [80 مثلثية علوية وسفلية معاء وبذلك تكون 8 إلكة 


قطرية. 


5 الحجم كمحددة 
5 كيف ترتبط المحددات بالمساحات والحجوم؟ 


8 لتكن ,لا...ررلاء,نا متجهات (سهام) في "8. وليكن # متوازي السطوح المكون بواسطة هذه المتجهات وليكن 8 
المصفوفة التي صفوفها ,ل..ررشرنا. إذن, يكون الحجم عى (أو: المساحة # , عندما 2 ©). والذي نرمز له ب(1)9 
مسار للقيمة المطلقة له 06. 


8-5 ليكن (2,3) > إلا ى (5,1) > ولا متجهين في 527. ارسم متوازي الأضلاع 7 المحدد بهذين المتجهين (السهمين) 


8 أنظر شكل 2-5. 
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807:4 


شكل 2-5 


5 تحقق من نتيجة المسآلة 136.5 من أجل منوازي أضلاع المسالة 137.5 


دسح ريم )-(7 )م 


خننا 


ع 


07 25207 5 5 
عد )دتمم وبالتالي ‏ “(ييد١م)‏ زرب يمال سد ثزم عن) 


ولكننا نحصلء؛ من المسألة 177.1 [الصالحة من أجل الفضاء الجزئي #7 في *1]: على 
“7 8 علد أار»[| لأ ل) > الم »يالك ليس حري)- زرب نمل سحي 
إذث إلى عل د (4 عل )لاك ري . 
5 أوجد(7)/ا من أجل متوازي السطوح # في 35 والمحصدد بواسطة المتجهسات (2,5,2) > رن (4,2,3) > إناء 
#رلرا) ديه في 83 


إحسب قيمة محددة المصفوفة 


[والتي صفوفها المنجهات ل ينا رد]: 
51 - 4-6-80- 8+ 5ر+ 6ه إم| وبالنالي 1 (#)/1 
1405 ليكن ,ناو ينا متجهين [سهمين] في 82, ولتكن 4 المصفوفة التي صفاها ,لا و رلا أعط شرطا هندسياً يحدد ما إذا كانت 8 نل 
موجبة» أى صفرية؛ أى سالبة 
© إذا كان أصغر دودان. الذي ينقل ,نا إلى ينه ضد عقارب الساعة [في انجاه حركة عقارب الساعة]. فإن 8 انل تكون 
موجبة [سالبة]. إذا كان ل ,نا نفس الاتجاه أو الانجاه العضاد كما رناء فإن 06:8 نساوي صفراً. 


1415 لتكن ,ناء رلاء رلا متجهات [سهام] في 87. ولنكن 8 المصفوفة ذات الصفوف إلا رناء ,0. أعط شرطاً هندسياً بحدد عما إذا 
يٍ ا يا ب 1 


كانت 46:8 موجبة, أو صغفرية:, أو سالبة. 


8 نكون 48148 موجبة أو سالبة وفقأ لكون بلاء وله رنا تكون منظومة إحداثية يمنى أى بسرى. إذا وقعت المنجهات الثلاثة 
في مسنرء فإن 0664 تساوي صفرا. 


5 بين أن المتجهات (1.2:4) - ,ناد (3-.2,1) > رنا. او (5,7,9) > ولا تقع في مستي وأحد 


موقع الفريد في الفيزياء 


0 ذ] المحددات 


به 12 
8 معد ردم ود مودو 0 21 
9 57 
[لاحظ أيضاً أن رلا + ,38 > ين]. 
5 أوجد الحجسم (7)ا لمتوازي السطوح # في *8. والمحدد بواسطة (3-,4,[-,2) > رق (1,1,0,2ت) * يله 
(1-,2,3,ة) درم (2,2,3-,1) ديس 


18 إحسب قيمة المحددة التالية 


2 - 40 -21+20-10-3+10- 
وبالتالي 102-(#)لا. 


5 قاعدة كرامر. المصفوفات المركبة 
المبرهنة 6.5: (قاعدة كرامر): لتكن 8 - 476 منظومة 88 من المعاملات الخطية, ذات مصفوفة معاملات (ن0) .م 
غير شاذة. ولتكن ,8 المصفوفة العتحصل عليها من 4 بإحلال المتجه العمود 8 محل العمود 1 في 6. ولتكن 
اها « « . ولتكن ارا 2 ,لا من أجل «,...,2,! -1. إذن. يكون للمنظومة الحل الوحيد 0/8 » ,« 
(مسرةر! ع 4 
5 اثبت المبرهنة 6.5. 
8 لدينا من المسألة 112.5 [في حالة الأعمدة بدل الصفوف]» يرلمية ا ٠‏ وبالتالي 
0 


000000 ات 5 
2000 06 2 2 -[بيفية 2 36 ل ترعيه 2 


ومن (1) في المسالة 113.5, تكون قيمة المجموع (محسوباً على [) 8,2 ؛ لدينا عندئذ 


1 1 
رناء (رط©) بي حرنطية بق 5 - 


ويكون هذا الحل وحيداً لآن 4 غير شاذة. 


5 استخدم قاعدة كرامر لحل المنظومة 

2عترم يع جرع رد 
رك + جعد3 + ج23 + رن 
9-2 + يدك + يد + 2 
مم7 +2 جرع رع 


سروم دن اسم 
0535005 
انج نح تم دم 
سروم ين ثم 


1 
3 
0 
2 


سر ايح قن انم 


ذم دم دم در 
سذين عاايحع 
سروم ينابم 
ذم ذم نم نم 
سين ما قم 
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146.5 


172,5 


إذن ‏ 2-2 لللدرع . 9- «الاحيء ١‏ 6- د وارلا 


استخدم قأعدة كرامر لحل المنظومة 


535-50-5 


حو ١‏ أعده ا العرع. 


5 تيع + كط يع ع2 

1 ازفاح يلات ولق يعر 

8 تمه +2 - ينه + ردة 

2 تبرع3-يعة + 2 + ,22 

5 1 5-1 

1 1-إى __ا4ه- 3- 

86 عل 120 11 9 

2-3 ١ 2 2 
2 14 35 م1‎ 

|4- 1- 1 1[|رى, 

0 3 8 385 حرق 24- 
3 2 22 


إذن» 2 » هلا د بد 1/5 > طيلظ يد 0 > طرلاء يه 4/5 > لاد بعد 


أدرس المنظومة 


88 بما أن 


5م يعم جرد جيم 
4 +3 +232 6 جر 
33+ علش جرع رده 
2 يدك + رند3 + ييد2 + ,ع3 


سم فنا قح من 


الفصل 5 58 


ذم مرين تخ 


551 


فإنه لا يمكن استخدام قاعدة كرامر لحل المنظومة. في الحقيقة, المنظومة غير متساوية (متنافية) وليس لها حل. لرؤية ذلك, 
نطرح ضعف المعادلة الرابعة من مجموع المعادلات الثلاث الآرلى» فنحصل على 0-13. 


5 لنفترض انو 026 مصفرفة مربعة , وأن (4()3868 )ع0) > 31 انل 


8 نفترض "أن (وة) .4 مصفوفة مربعة -, وأن (ن6) > ١8‏ مصفوفة مربعة -5, وأن (00) 30 مصفرفة مربعة 0 


حيث 


إذا 


ث و+ وعم 


«<1 فى #>ل إذن 0ختيم 
لوجم لجرا )ع ل(ملنىى. ريدى اج)يى, وبالتالي 


انجد من التعريف أن 


وماعدة”7 :رورسو اتررور 1ه امهك) يقر - 30 مل 


إذن» نحتاج إل 


ى أن ننظ فقط ف 


:> ولتكن +-(1+:)ت > )ره من أجل 5>. إذن 


3 


لة !)ع لعو م 1)ة 


تلسسك الت 
لتكن 


ديل © بحب 
0ه > وليه 


ميعدت ''"صعييمة أرووبور لج لقا رييمر© *' “دمو مكو رو 6( رك قف > رببير!7'" “رمبرو ”روي 2(/78 هه 


وهذا! يقود إلى أن 


(ظغعل)زم 0) ع 31 )ع0 


موقع الفريد 


من 


ث أن 


أجل 


ف 


الفيزياء 


2 3( المحددات 
5 النفترض أن 84 مصفوفة مركية ملثية علوية [سفلية] ذات مصفوفات جزثية قطرية [مربعة]: رش يش ي4. بين أن 
ليم )...ليم 00 م اعك) ع ]8 أعل. 


يكون الإثبات بالاستقراء على 5, وباستخدام المسألة 148.5 من أجل الحالة 2 > 5. نكتب 
0 
م )د 


ار_يها.أيةاابها .|١8١-‏ وبالتاتي» أايها] 


تمده بقرضية الاستفرلة :له 1 حاسايها ايها > ايفاأ8اك 841 . 


دم 


5 أوجد |04] إذا 


1 الاحظ أن 6 مصفوفة مركبة مثلثية علوية. إحسب قيمة محددة كل مصفوفة جزئية قطرية: 


1 25 
16-18-29 ووجود +20 +12- - |4 1- 3 دددد+وزد أ 7 | 
26 لت 


إذن 377 - (13()29) > 111لا . 


5 إحسب 06011 حيث 


2 

0 
ف دراه ه38 
اه ماما مات 
مه دواد 
هه وو نه 
وه ومدد 


1 نجزىء 11 إلى مصفوفة مركبة مثلثية سفلية. كما يلي: 
0 4/0/0 
0 


1 
نحسب محددة كل مصفوفة جزثية قطرية: 
3ع20-2- | 5 دم 7عهكدد]ع 3 


إذنء 42 ()(7()2) د 1ؤزا 


5 المصفوفات الجزثية, الصغيرات العامة الصغيرات الرئيسية 


5 لتكن ((ه) - 48 عصفرفة مربعة -«. ولتكن (2>) ,أ....ررا.,1 مجموعة مرتبة لأدلة صفية, ولتكن ل....رل, مجموعة مرتبة 
لأدلة أعمدة. عرف «المصفوفة الجزثية» في 4 المقابلة لهاتين المجموعتين الدليليتين. 


00 ا نا 


المصفوفة الجزئية من المرتبة ». 
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155.5 


1545 


155.5 


1565 


157.5 


158.5 


1595 


1005 


161.5 


الفصل 5 6 153 


عرّف مصغيراً عرتيته . وكذلك +الصغير المؤشرء المقرن به المصقرقة 8 مريحة 5٠‏ 


8 ان المحددة 4211| لمصفوفة جزتية مرنيتها : تسمى صغير! من المرنبة . .يكون 
' 


الصغير المؤشر المقابل له. لاحظ أن صغير! من المرنية (0-1) هى صغير رفق مفهوم المسألة 90.5 


لطي مل سوس وريه سواه ارو 
إرجع إلى المسألة 153.5. بيّن آن صغيراً مؤشراً من المرتبة (9-1) هو متعاملء كما عرفناه في المسألة 91.5 
09 ليكن |4700| بحذف الصف 1 والعمود [ في 8. إذن؛ وبوضع ع+... + 2 + !| يكون لدينا 


ع زح زه وز +ل) +لحد مجح ع رذج )> زد جيل + رد رفع م خط خية) + (ز + ن) 


د 
وهذا يقتضي 

أكاإلت) د سملت جوله اخسماحت خخ نرل) 
إحسب الصغفير |4153| وصغيره المؤشر إذا كانت (8) < 8 مصفوفة مربعة -5. 


8 الدئيلان السفليان 3 و 5 يعودان إلى صفين و8, والدليلان السفليان 1 و 4 بتعلقان بعمودين في 8. وبالنالي» 


ووو “م4 رو4 - ال عل لات 


أوجد «الصغير المتممه ل |::49] في المسالة 155.5. 
لا نوجد متممة المصفوفة الجزئية 416 في 4, ثم نحسب محددتها: 
و© 3© #2 


ود© #25 جد» 
وه© ده© جو 


1475: 


متى تكون أدلة الصفوف هي نفسها أدلة الأعمدة في المصفوفة ‏ الجزئية؟ أي عندما تكون العناصر القطرية في الصغير عناصر 
في قطر المصفوفة الأصلية. 1 
ل عندما تكون أدلة صفوف وأعمدة مصفوفة جزئية متساوية؛ أي عندما يُتحصل على العناصر القطرية للصغير من فطر 
المصفرفة. 

تتملق المسائل 162.5-158.5 بالصغيرات التالية لمصفوفة مربعة -5 (ي8) > ه: 


أوبه ذه © د44 1ه لي ا كن 
م 2و -طد ده دده ارده| ترلز ود م جم© | > رلا 
اانا ين كنا كو© 6.4 4420 


هل ,4 صغير رئيس؟ 

نعم لآن عناصره القطرية تننمي إلى قطر 8. 

هل را صغير رئيس؟ 

لا؛ لأن ررة تنتمي إلى قطر ,11 ولكنها لا تنتمي إلى قطر 8. 
هل ,1 صغير رئيس؟ 

ل نعم؛ لآن عناصره القطرية تنتمي إلى قطر 4 


أوجد متمم ,24 
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4 ذا المحددات 


18 الدليلان الصفيان الخائبان هما 4 ى 3, والدليلان العموديان الغائبان هما 1 ى 3. وبالتاليء يكون 


2 د 
ا 


متمم ,26. [عموماً يكون الصغير صغيراً رئيسياً إذا وفقط إذا كان متعمه صغيراً ركيسياً]. 
5 أوجد متمم ,34. 
الميه جز 
2 (ليس رتيسيا) |كني .| 
5 مسائل متنوعة 
25 ليكن /. حيو لمصفوفات مربعة -8 تنتمي عناصرها إلى حقل 5ك. بين أن دالة المحددة 1م فى :2 متعددة الخطية. 
8 لنفترض أن الصف 1 8654 يكون في الشكل (ى8 + م0...سيرق + ينه درر8 + ,10 إذن 


3 


امم مق + روس © ارس ددا 


0000 يك 
سحم# "رميق **“روومر6 زه 2 + ومسمة “كريهمر© "روس 9(6 موه ب- 
رقف اعل + ىكل )عل 
وبذلك, تكون ( )9 جمعية بالنسبة لأي صف. أيضاً. ومن المسألة 68.5, تكون ( )2 متجانسة من المرتبة 1 في أي صف. 
إذن؛ تكون ( )2 متعددة الخطية. 
5 إحسب 
:1+2 2+[ 0 


-2 00 2 |-لها 
00 2+3 1-26 


88 نضرب الصف الثاني في 1+ ا والصف الثالث في 23 + ا؛ إذن 


1+2 ,+1 0 1+2 +1 0 12 1+2 0 
25-5 8-141 م 5-1 6 2ع|-دى ‏ 0 «إعإمانتجت-)ع|مازة+ لم( 
10+2-- 4+78- 1 /10+2- /4+7- 1 0 4+7- 5 
بع 1 124 إل 
نه - رار ووو |- 
وتكون 6 إها. 
3 إحسب 
4 0,476 0.185 0.921 
95 فقن 27ده كذه 9352 زور 
9 0637 0.484 0872 
8 0.841 0.555 0.312 
067 7 0.201 1 7 0.517 [(0.20 3 
84- 0 0.123 0 0 |0.138 0.527 0.157 0.782 0 
027 16 0.309 0 500 79 0.637 0.484 0.872 دوه-زق| 
20240 0 0.492 0 8 0.844 0.555 0.312 
1 20- 9 أ 4-- 0.123 0 
ا 7 0,196 89 (0.384-)[0.92- | 0,217 6 0,921/0.309ع- 
3 0 0.680 ما 2240 06580 0,492 
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0 0 1 
0.309 0.265 7 
0.492 0.757 


-0,921)-0.384()0.104( - -7 


-0.921)-0.384( 


0265 0.309 
007 وين دم موهم- 


5 بين أن 

4ه 1 
»+م 186 
ف+جماع 1 


-0 


وذلك, بدون فك المحددة. 
أضف العمود الثاني إلى العمود الثالث, ثم استخرج العامل المشترك من العمود الثالث؛ يقود هذا إلى 


1خ 1# اع اطع هم 1 ع+ه6 © 1 
00-0 +ط++م)- |1 5 1إن +<م+م)-اء+ؤ+جم ( 1|<-زهج+ع 5 1 
ل 1 1 ع+مطجهم عه 1| أطجه عم 1 


5 بين أن جداء الفروق (,».....,*)ع في المساألة 58.5 يمكن تمثيله بواسطة محددة. 


كا أنظر في «محددة قأندرموند» ا 
3 1 اك اخ 1 

حذن 2 
ااءم)_رلا 


لد 


,_,»؟ أيضاً, المعامل المقدم [متعامل '-"] يساوي 


وهي حدودية من الدرجة 2-1 في «, تكون جذورها 
(._,*)ي_رلا. وبذلك؛ نحصل من الجبر على: 
7م مكاعد عد (٠٠‏ ركد - )ل عد بد) > (ي)ر 3 


وبالتالي, نحصل إرتدادياً على 
(م راد و/ال(ج رركتت وس )لت ملح )٠ل‏ تدس ع قار 


[لممحي»)]:*[لم من )زر |[ سع) ١ل‏ م)]د 


وينتج عن ذلك أن 
ا اا ب ا 


معرة ندا 


1ل دلقم 1 ا ل بي 00 
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56 


66 


76 


56 


96 
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156 


الفصل 6 
البنس الجمرية 


المجموعات, الاستقراء الرياضي» المجموعات الجدائية 


في المسائل التالية تكون ©, , 0 2, 20 على الترتيب مجموعات الأعداد العقدية والحقيقية والقياسية والصحيحة والصحيحة 
المرجبة. 

اذكرالمجموعات المتساوية. من بين المجموعات: (1,3,4) . (4,3,1,4) , (1رق,3,4) . (1.4,3ر4) 

© المجموعات كلها متساوية, لأن الترتيب والتكرار لا يغيران المجموعة. 

اكتب قائمة عناصر المجموعة (1,3>»>12©::<) > 4. 

8 تتكون 4 من الأعداد الصحيحة الموجبة بين 3 و 2!؛ وبالتالي فهي (4,5,6,7,8,9,10,11) > 8, 

اكتب المجموعة (/0©*:* > 8 و » زوجي, 8>15) . 

88 تتكون 8 من الأعداد الصحيحة الموجبة الزوجية الأصغر من 5!! وبالتالي: فهي  )2,4,6,8,10,12,14(‏ 8 

اكتب تفصيلا عناصر المجموعة ‏ (3 - » + 4 رالت»:<) > © 

4# الا يوجد عدد صحيح موجب يحقق الشرط 3 > + 4؛. وبذلك, لا تحتوي أي عنصر. بتعبير آخر, تكون ‏ © 0 أي 

المجموعة الخالية. 

اثبت أن (2,3,4,5) < 4 ليس مجموعة جزئية في ( زوجي /(©2:*) > 8. 


8 يكفي أن نبين أن هناك عنصراً في 4 لا ينتمي إلى 8. الآن. 3648 وبما أن 8 تتكون من أعداد زوجية فإن 368. 
المسائل 12.6-6.6 تتعلق بالمجموعات (2,3,4,5) - 4 (7,ك,3) > 8 (4,[) © (3,4,6) عط 


أوجد 8لا4. 

8 تتكون المجمورعة 8ه من عناصر تنتمي إلى ه او 8 (أى معاً)؛ وبالتالي» فإن (2,3,4,5,7) ع هاناى. 
أوجد 4268 

58م من عناصر في ث و 8 معًا؛ وبالتاليه (3,5) > 8 45. 

أوجد 8+ 3. 

018 نضيف 3 إلى كل عنصر في 4 لتنحصل على (5,6,7,8) د م+ 3 

اوجد 4.8 

8 نضرب كل عنصر من عناصر 8 في 4: فتحصل على (12,20,28) > 4.8. 

أوجد 82 +0. 


8 أضف كن عنصر في © إلى كل عنصر في 18 [مع إهمال التكرار]؛ فتحصل على ,6 + 1 ,4+ 3,1 + !)ع ظ + 6 
(7,8,10,كي4) > (ق+ 4 ,4+ 3,4 + 4 


© + 0  دجوأ‎ 


و أضف كل عنصر في © إلى كل عنصر في المجموعة نفسهاء. فتحصل على +4 4+ 1 1+ ال)ويع 6+6 
(2,5,8) ع (قركركر2) ع (جج4 . 
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أوجد 2+8 
0 أضف كل عنصر في 9 إلى كل عنصر قي المجموعة نقسها. فتحصل على ,3+ 4 ,6+ 3 ,4 + 3 ,3+ 3) ع مادام 
(6,7,9,8,1012) ع (6+ 4,6 + 3,6 + 6 ,م + و4 + 4م 

أوجد مجموعة لا نهائية 8 بحيث تكون 8+4 اوث منفصلتين؛ أي أن 6 - 8008 + 8). [ترمز © هنا إلى المجموعة 
الخالية]. 

8# التكن [...كيق,ا) - لم عد (مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة الفردية). إذن, نتكون 8+ 8 من الأعداد 
الصحيحة الزوجية فقط 


أوجد مجموعة لا نهائية 8 بحيث أن 8 > 8 + 8 
18 (...,0,1,2) -8 عد( مجموعة الأعداد الصحيحة غير السالبة ). 

أوجد مجموعة منتهية © بحيث أن © - © + ©. 

هه (0)-دم6 

عرّف «مجموعة أجزاء المجموعة» أو «مجموعة القوة» ©[8). للمجموعة ‏ (لعرطية) - 8. 


للا عناصر المجموعة (468© هي مجموعات 4 الجز: بلطيه) ,لقفط) يلقعية) ,للرطية) للعرطية)ي4ق) ع زعي 
(0(,2) رلء) ,(ط) رله) (لى) ,زلرط) (ع8) ,(2.4) ,(عرة). لاحظ أن  9)8(‏ 16 *2 عنصراً 


اكتب «مبدأ الاستقراء الرياضي؛ في شكلين متكافئين: 
شكل 1: لتكن 7 قضية معرفة على مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة 20 أي أن (7)0 تكون صحيحة أى خاطنة من أجل 
كل 5 في 0 لنفترض أن ١‏ لها الخاصيتين التاليتين 
() (8)1 صحيحة. 
(11) تكون (! + 509 صحيحة كلما كانت (808 صحيحة. إذن؛ تكون 8 صحيحة من أجل كل عدد صميح موجب. 
شكل 2: («الاستقراء التام»): لتكن ‏ فضية معرفة على 1, بحيث أن: 
() (8)1 صحيحة. 
(1) تكون (7)0 صحيحة كلما كانت (701 صحيحة من أجل 2 > 8 > [, 


بقن اآن اميدة الاستفراء التام [الشكل التام] مكافئة للتاكيد بأن كل مجموعة غير خالية من أعداد صحيحة تمتلك عنصراً أصغفر 
[«مبدا الترتيب الجيدء من أجل /0]. 
0 


رض أن 21 مرتبة جيداً, وأن لدينا قضية (7)0 تحقق الفرضيتين (1) و (61 لمبداآ الاستقراء. لتكن 1 مجموعة جزثية في 
أل لا تتحقق عليها 8. إذا كانت 18 غير خالية. فإن لها عنصراً أصغر 4؛ لديناء من () ,2 < و. إذن, (1- و)طر..,(])م 
تكون صحيحة؛ وبالتالي» وبسبب (1). تكون (8)9 صحيحة. يبين هذا التناقض بأن 8 يجب أن تكون خالية. وبذلك, تكون 8 
صحيحة من أجل كل عدد صحيح موجب؛ ويكون مبدا الاستقرار صالحاً. 

_ رض أن مبدأ الاستقراء متحقق» وأنه توجد مجموعة جزئية 5. في /2, لا يكون لها عنصر أصغر. لتكن * 8 متممة 
5 وعزف القضية (7)8: « تنتمي إلى *8. تحقق (700 (1) و (61 للاستقراء [إذا لم يحدث ذلك, يكون ل 8 حداً أصغر]؛ 
وبالتالي. 4 - “25 وهذا يعني أن 5 خالية. إذن تكون /3 مرتبة جيداً. 


اثبت أن مجموع الاعداد الصحيحة الفردية اله الأولى يساوي 02؛ أي, أثبت أن 2م > (20-1)+...+ 3+5 | زوم 
8 بماأن *1- 2,1 فإن (8)1 صحيحة. لنفترض أن (8)0 صحيحة, نضيف ١‏ + 28 إلى طرفي (8)0 فتحصل على 
*(1 + »)> را + م2 ) + "م - نض + +2) +( - مج) + . . .: + ؤب 3 ب 1 
وهو (1 8م أي أن (8)84+1, صحيحة عندما تكون (700 صحيحة. من مبدآ الاستقراء الرياضي. نجد أن 8 صحيحة 
من أجل كل 8 
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6 عرّف «المجموعة الجدائية: للمجموعتين ى و 8. 

| يتكون الجداء المجمرعي ل 4 و 8: ويرمز له ب 8< ث, عن كل الأزواج المرتبة (3,0) حيث 8 26 الى :8 © 6 

(5©8 ,فعو:(ط,)) ع 28ا4. ويرمز لجداء مجموعة في نفسهاء أي 4كاف, بواسطة 87 

المسائل 23.6-21.6 تتعلق بالمجموعتين (4)1,23عه د (طة) - 8 

1.6 أوجد 8كاثك. 

2# تتكون 8< 4 من كل الأزواج المرتبة (9,*) حيث المع ع« اى 68ل وبالتالي: 

إ(ضرة) ,(عة) ,(2) ,(ه,2) ,(فيل) ,(1,4)) -8 »ام 

6 أوجد 4< 8. 

تتكون ل < 8 من كل الأزواج المرتبة (,إ) حيث 68 لا وى 8 © » وبالتالي» 

8 “م » ((3,م) ,(0,2) ,(1,) ,(3.ه) ,(2,ه) ,(1,ه)) - 24 »8 

6 أآوجد 82. 

تتكون 418 87-83 من كل الأزواج المرتبة (3.*) حيث 28.*. وبالتالي 

)م6 ,6) ,(ه,ط) ,(طره) ,(ه,ه)) > 8 “8 

6 إذا أعطينا (21,2) دم (عطة) ع هر (لى) - ©. أوجد ©8(0)4 > ة) او (©4<)80. 


(2,5(,)2,0),(ه,2),(, لالط ا)ر(ة, !)) ع تاعردم 7 ((1,4(,)2,0,)2,0)رل,1)) ع معام 
إذث: (1,0.)2,0)) ع عنافئمله >  )4‏ بماأن (2,0)ب,)) ع (عضه)كام ,ل) ع عمق 


لاحظ أن (©86) “ 4:- © * 8(0)8 “ا 8). [هذا صحيح من أجل أي مجموعات 4 و 8 و ©]. 
6 إذا أعطينا (1,2) -ه, (رلرج) > ظ او (2)34-©. أوجد ©« 8كعام. 
8# تتكون © 8م من كل الثلاثيات المرتبة ©,ارة). حيث ه©8, عط ©6©6. بماآن 8148© 
:0 : ب بما أن 
مجموعات منتهية, فإن © 8 4 يمكن أن يكتب باستخدام «مخطط الشجرة: في شكل 1-6. أي أن العناصسر في 
© “ا 8 © 4 عددها تماماً 12 ثلاثية مرتبة؛ مبينة على يمين مخطط الشجرة. 


3 0 


عم و »+ 

)3( 

0 اوالصار : 
123 3 

1 6124 


4 
(3ع22) 3 
22,40 4 ا 5 
)22,3 3 
الود 2 شكل 1-6 
2,230 3 5 
(2,2,4) 4 كين 


6 صف التمثيل الهندسي للمجموعة الجدائية 5618 
28 تمثل 821 بنقط المستوى. كما في الشكل 2-6. هناء كل نقطة 8 تمثل زوجا مرتباً (طرة) من الأعداد الحقيقية, 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 6 © 159 


وبالعكس؛ يقطع الخط الرأسي عند 8 محور -* عند 8. والخط الأفقي عبر 8 يقايل محور -لا عند 8. غالباً ما يسمى 82 
بالمستوى الديكارتي. 


شكل 2-6 


6 أذكر النونيات المرتبة المقساوية في: (1,3,4). (4.3,!.4). (3,4,3,1)» (4,1,4.3)؟ [قارن بالمسالة 1.6]. 
8 كل هذه المجموعات غير متساوية؛ فإن الترتيب والتكرار مهمان في النونيات المرتبة. 


6 العلاقات 


228.6 عرّف «علاقة [ثنائية]». 


8 نعرّف علاقة ثنائية, أى بة فقطء من مجموعة 8 إلى مجموعة 8 بأنها مجموعة جزئية 8< 8 © 8. إذا أعطينا 
4 © 8ط نكتب طثلة [تقرأ مه ترتبط ب 08] إذا وفقط إذا © © (6,ة). 

6 عرّف علاقة 8 على مجموعة 8. 
له تكون 8 علاقة على 4 إذا كانت 8 علاقة من 4 إلى 8؛ أي إذا 8 *ا لمح 8. 

6 عرّف «معكوس/ عكسء علاقة. 
8 التكن 8 علاقة من 8 إلى 8. يعرّف معكوس 18 ويرمز له بواسطة '- 28 بأنه العلاقة من 8 إلى 4 المتكونة من تلك 
الأزواج المرتبة التي إذا عكس ترتيبها أصبحت تنتمي إلى 8. 

ع (5 .ه) :زه م)) داحم 

بتعبير آخر. لدينا ه'- 58 إذا وفقط إذا 280. لاحظ أن كل علاقة تمتلك معكوساً. وليس فقط تلك العلاقات التي تعرّف تطبيقاً 
ولعداً- لواح 
المسائل 34.6-31.6 تتعلق بالمجموعتين (123.4) ده و (ترل») ع 8 والعلاقة ,(كارة) ,(لزرة),( 1) ,لز,1)) ع يم 
(4,2) من ه إلى 8. 

3-6 أرسم «مخطط السهمء للعلاقة 8, 


98 اكتب عناصر 8 وعناصر 8 في قرصين منفصلين. ثم أرسم سهماً من 868 إلى 6©8, بحيث 280. أنظر شكل 3-6 


عام مح 
0000 )| 
060 1 ©8]ة3 
4١1 09 1‏ 
شكل 446 شكل 3-6 
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مثّل 2/ بواسطة مصفوفة. 

اق تظهر المصفوفة م6 للعلاقة 8 في شكل 4-6. لاحظ أن صفوف المصفوفة معنونة بعناصر 4, واعمدتها بعناصر قل 
لاحظ أن المدخل في المصفوفة المقابل ل 8 © 2 و 68 8 يكون 1 إذا 380 و 0 في غير ذلك. 

حدّد «نطاق» ي «مدىء 8. 


18 نطاق © هو مجموعة جزثية في 4 تتكون من العناصر الأولى للأزواج المرتبة في 8, اما المدى فهو المجموعة الجزئية 
في 8 المتكونة من العناصر الثانية: 


نطاق 2 2 (1,3,4), 75 مدى 8 ع (ترلل,) 
أوجد العلاقة العكسية '-8 ل8. 
8 اعكس ترتيب الأزواج المرتبة # لتحصل على !-8: 
((2,4) ,40 ,به ,(3 لر) ,(1ر2) ب(1رر)) م8 
[عكس الاسهم في شكل 3-6 يعطينا «مخطط السهمء ل '8. وآخذ منقول المصفوفة في شكل 4-6 يعطينا مصفوفة ‏ !7 8]. 


لمكن (1,2,3,4) -هء ولتكن ((4,3) ,(ا,4) ,(3,4) ,(3,2) ,(2,4) ,(2,2) ,(1,2)) ع 1 علافة على 8. ارسم «البيان الموجه» 
م 


8 نكتب كل عناصر 4, ثم نرّسم سهما من عنصر « إلى عنصر لاد حيث (18*. أنظر شكل 5-6. 


((4,3) ,(4,3) ,(4,ة) ,(2 ,8) ,(4 ,8) ,(2,2) ,(3,2)) - 82 
تتعلق المسائل 39.6-36.6 بالمجموعة (1,2,3,4,6) 8 والعلاقة 8 على 8 المعزفة بواسطة «* تقسم لاه, وتكتب 
را« لاحظ أن “إ[* إذا وفقط إذا وجد عدد صحيح 2 بحيث أن لا > 52]. 
اكتب 1 كمجموعة أزواج مرتبة. 
8 ((قرة) رزكر4) ,(3,6) ,(قرة) ,(2,6) رلك,ة) ,(2,2) ,(ر !)تر ا) (قم1) ,(2رل) رزلا )) ع8 
اوجد العلاقة العكسية !8-7 ل 8, ثم صفها بالكلمات؟ 
8 اعكس ترتيب الأزواج المرتبة في # لتحصل على 877 
((6,6) ,(4,4) ,(6,3) ,(3,3) ,(6,2) ,(4,2) ,(2,2) ر(لء6) مللرة) ,(ل,ة) ر(ل2) ,(للر])) ع احم 
يمكن وصف !87 بأنها المنطوق <٠‏ مضاعف ل ل[.. 


أوجد المصفوفة التمثيلية ل 8. 


سا سرت 5 هت 
ماه نات © 
0-3205 
سويم نم © سم 
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[نفترض أن صقوف وأعمدة ,06 معنونة بالعناصر 1. 2, 3, 4: 6 على الترتيب. من الواضح: أن ترتيياً مختلفاً لعناصر 3 يعطي 
فوفة مختلفة] 
56 أوجد البيان الموجه ل 8. 


8 انظر شكل 6-6: 


6 
0 شكل 6-6 


6 عرّف «علاقات التركيب». 
التكن لى, 8 © مجموعات, ولتكن 8 علاقة من 8 إلى 2 و 58 علاقة من 8 إلى ©! أي أن +1 مجمومة جزئية في 88 او 8 
مجموعة جزثئية في ©“8. إذن تنشا عن 8 و 5 علاقة. 888, من 8 إلى ©؛ تحديداً. المجموعة الجزئية في © المعرّفة 
بواسطة 

065 إذا وفقط إذا #©(5.) فى 0,©5) من أجل بعض 8 © 8 
العلاقة 855 تسمى «تركيب» 8 و 5, ويرمز لها أحياناً ب 85 
المسائل 43.6-41.6 تتعلق بالمجموعات (1,2,3) >8 و (عرطة) - 8 و(ير») > ©. والعلاقتين ,(1,6)) - م 
)22 .(2.3) (من ث إلى 8) اا ((2كا.(لارء),0رطاتزة)) > 5 (من 8 إلى ع). 

6 أوجد التركيب 888 

ارسم مخطط السهم للعلاقتين 8 و 5 كما في الشكل 7:6 لاحظ أن | في 6 مرتبطة ب* في © بواسطة المسار 
* + 8 |؛ وبالتالي (1,5) تنتمي إلى 8*8. بالمثل» (,2) ى (2.2) تنتميان إلى 808: إذن» ‏ ((22) .(.2) ,0ن !)) > 805 


الححح ١|‏ ححص | 


6 أاوجد المصفوفات .21 .ي3. و وي,20 للعلاقات 8 8 و 8*8 على الثرتيب. 


ل افا 2 براع ع ضهمه 
0 0 1/1 '0 1 0/ه 0 1 1/0 
1 1 216 دوريهة 0 10أمع رد 01 1 
0 0 310 1 1 10 0 0 310 
26 0 قارن المصفوفة الجدائية 2431 مع المصفوفة يني81 
0 0 1 
0 233 ليله 
0 0 0 


لاحظ أن 3 و يكالي34 لهما عناصر غير صفرية متقابلة. يظل هذا صالحاً من أجل أي ترتيب ل 8, 8, ©) 
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المبرهنة 1.6 (قانون التجميع): لتكن 4,ء 8. ©, 2 مجموعات. لنفترض أن 8 علاقة من له إلى 8 5 علاقة من 8 إلى ©, 1 
علاقة من © إلى ه. إذن. (2"5*1 ع ؟"(68). 


اثبت المبرهنة 1.6. 
8 نحتاج لإثبات أن كل زوج هرتب في 855(*7) (8)8*1, وبالعكس. لنفترض إذن أن (4ية) تنتمي إلى 055(*5. 
يوجد عندثذ عنصر © في © بحيث أن (©,ة) ينتمي إلى 855 و (6,0) ينتمي إلى '3. بما أن (©.8) ينتمي إلى 555, يوجد عنصر ط 
في 8 بحيث آن (طبة) ينتمي إلى 2 و (.5) ينتمي إلى 3. بما أن (0,0) في 5 و (4,©) في '2, يكون لدينا (0.0) في 5*5؛ وبما أن 
(ا.ه) في 8 و(0,4) في '5*1, يكون لدينا (4يه) في (8505*1) © (4به). ‏ وبذلك. ‏ (551)*ء 808(*1). بالمثلء 
روم ء نوكم ج عن علاقتي التضمين معا أن (29)89*1 - ”1 > 1155(71). 1 
المسائل 49.6-45.6 تتعلق بعلاقة 1 على مجموعة هد 


متى تكون 18 وإنعكاسية»؟ 

تكون 18 إنعكاسية إذا 388 من أجل كل 2 في . 

متى تكون 8 «متناظرة»؟ 

تكرن 8 متناظرة إذا كانت 210 تقتضي 512. 
متى تكون 1 «متخالفة تناظرية»؟ 

1 تكون 2 «متخالفة تناظر» إذا 880 و 884 تقتضي 6 > 8. 

متى تكون 8 «متعدية»؟ 

8 تكون 1 متعدية إذا كانت 286 و 016 تقتضي ©8285 

أنقد الحجة التالية: لتكن 8 متناظرة ومتعدية. إذن, 310 تقتضي 012 وهاتان تقتضيان معاً 45:8. إذن؛ تكون 1 إنعكاسية. 
18 يعني الانعكاس أن 288 من أجل كل 8. ولكن الحجة أعلاه تؤكد 888 فقط من أجل تلك العناصر 8 المرتبطة ب 8. 

المسائل 53.6-50.6 تتعلق بالعلاقات الخمس التالية على المجموعة (1,2,3) < 8: 


((1,1(,)1,2(,)1,3(,)3.,3)) عم 


علاقة خالية - © ((3,3) ,(2,1(,)2,2) ,(1,2) ,(1,1)) عق 
علاقة شاملة - 4 يم ((1,2(,)2:20,)2,:3) ,1 )ع7 


أي من العلاقات الخمس انعكاسية؟ 

18 © ليست انعكاسية لآن 4 © 2 ولكن 8 © (2,2). 7 ليست انعكاسية لان 7 © (3,3) وبالمثل؛ © ليست انعكاسية, 
اي 44 انعكاسيتان 

أي من العلاقات الخمس متناظرة؟ 

85 8 ليست متناظرة لآن © (1,2) ولكن 8 © (/,2). وبالمثل 7 ليست متناظرة. 8 و92 و 84 علاقات متناظرة. 
أي من العلاقات الخمس متعدية؟ 

8 7 ليست متعدية لأن (1,2) و (2,3) تنتميان إلى 7, ولكن (1,3) لا تنتمي إلى '1. العلاقات الأربع الأخرى متعدية 


أي من العلاقات الخمس متخالفة تناظريا: 
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226 


236 


646 
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5 ليست متخالفة تناظرياً لان (1.2) و (2.1) ينتميان كلاهما إلى 8. ولكن 2» 1. بالمثل. 8 8 ليست متخالقة 
تناظرياً. العلاقات الثلاث الاخرى متخالفة تناظرياً. 


إذا أعطينا ((4,4) ,(4,2) .(3,2) ,(2,3) ,(2,2) .(1.1)) ع 8 على (1,2,3,4) - 8 ارسم البيان الموجه ل 8 


© 


بهل © شكل 8-6 


لط أنظر شكل 8-6 


هل 8 في المسألة 54.6 انعكاسية؟ 
8 © ليست انعكاسية. لآن 8 © 3 لكن 5 © (3,3) 

هل 88 في المسالة 54.6 متناظرة؟ 

02 5 ليست متناظرة, لآن 18 © (4,2) لكن 8 © (2,4). 

هل 8 في المسألة 54.6 متعدية؟ 

588 ليست متعدية, لأن 5 © (4,2) او 8 (2,3) لكن 1 © (4,3). 

هل 5 في المسألة 54.6 متخالفة تناظريا؟ 

8 ليست متخالفة تناظرياً لان 8 © (2,3) او #8 © 3,2) 

لنفترض أن !1 و 58 علاقتان متعديتان على مجموعة 8. بين أن 8005 متعدية. 

18 لتكن (6.) و (©,ط) في 8205 . إذن. (8,6) و (,ط) في 3 و 5 معاً. بما أن العلاقتين متعديتان كليهماء فإن (4,0) في 
8 و (,8) في 5. وبذلك, تكون 805 © ©,ه0). أي أن 805 متعدية. 

لتكن 8 و 5 علاقتين متخالفتين تناظرياً على مجموعة 8. بِيّن أن 805 متخالفة تناظرياً. 

لنفترض (ارة) ى (6.3) في 805 /. إذن. تكون (اءة) و (,6) في 8. بما أن متخالفة تناظرياً. فإن 8 - ». وبالتالي؛ 
تكون 805 متخالفة تناظرياً. 

أعطٍ علاقة 8 على (1,2,3) 48 لها خاصية أن: () # متناظرة ومتخالفة تناظرياً في أَنِ معاً: (ب) 8 ليست متناظرة ولا 
متخالفة تناظرياً؛ (ج) 8 متعدية ولكن 005'-8 ليست متعدية. 

8 (0 (2,2) ,(ل)) 82 (ب) ((2,3) ,لات ,20,)) > 8 (ج) ((2)) عع 

لتكن 1 ترمز إلى علاقة تعامد في *8. هل ل انعكاسية؟ 

اله لان إذا 0غدظ. إذن غلمنة أي أن 0 غدل 

هل .!. متناظرة؟ 

1# انعم إذ1 0 باناء إذن ‏ 20 لان 


هل .ل متعدية؟ 
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8 الاه (1,1,1) - نا متعامدة مع (2-,1,1) > ,او ١‏ متعامدة مع (4,0,2) > #, ولكن 0 6# - بواانا. 
أثبت أن علاقة 8 تكون متناظرة إذا وفقط إذا ‏ 87 > #, 

18# إذا 8 متناظرة. 

“ع (2 ,مات ع (م,6) هت مع (ز ,ه) 
وبذلك *-8-128. بالعكس. إذا 2ع 8# 

8 ع0 ,6) ج 7ع (ذره) ذخ مع (ذ,ه) 
وبذلك تكون ؟ متناظرة 


6 علاقات التجزئة والتكافؤ 


266 


نيك 


6286 


20,6 


عرّف «تجزئة» على مجموعة. 
2 لتكن 5 أي مجموعة غير خالية. نعرف تجزتة ل 5 بأنها تجميع لمجموعات جزئية في 5: تسمى «خلايا»» بحيث أن كل 8 
في 8 تنتمي إلى خلية واحدة وواحدة فقط. 
المسائل 69.6-67.6 تتعلق بالتجميعات التالية لمجموعات جزثية في (1,2,3,...,8,9) > ع: 
3 (1.9) لل(قركشية)] درط [لكقركم9(,)3,ق,4ية) ,(7ركر1)] عر [(2])1,3,6(,)28(,)5,7,9/ 
قل ,م8 تجزلة ل ؟ 
8 لا؛ لان 4 تنتمي إلى 6, ولكنها لا تنتمي إلى خلية. 
هل ٠",‏ تجزة ل كاه 
8 الا؛ لأن 5 تنتمي إلى 6, ولكنها تنتمي إلى خليتين مختلفتين 
هل ,6 تجزئة ل )5 
نعم؛ لأن كل عنصر في © ينتمي إلى خلية وأحدة فقط. بشكل مكافىء: الخلايا منفصلة واتحادها «. 
أوجد كل التجزءات ل (0,عرطية) 2 ع 
لاحظ أولاً أن كل تجزئة ل أ تحتوي على 1 أو 2 أو 3 أ 4 خلايا. التجزءات تكون كما يلي! 
[ل4عرظيه)] 41١‏ 
للءرطها ,(4)],!(ه ,طءم) .ل )] .اله ع بها (ط)] !له عرفا 2( 
أل ,فا( رما] ,[(ك ,ق) ,ل به)] ,[له ن) ,(قبه)] 
لك ,ظ) ,(4) ,له)!,4(1 ,ها رل) ,له)] ,إ(ك ه) ,(طا,له)] (3) 


الط.ه) ,(4) ,)| ,لك ,ه) ,(4) ,(ط)] ,[(ك ,ه) .لع ,(8)] 
0.41 ).(6).(ه)] 4 


هناك خمسة عشر تجِرّوًا ل ا 
لتكن (,1)0 ممثلة لعدد التجزءات لمجموعة 5 عدد عناصرها 2,8 إلى عدد ‏ من الخلايا ' (1,2,...,8 < 6) . أوجد صيغة 
تكرارية من ,6)3 واستخدمها للتحقق من نتائج المسئلة 70.6 
1 ليكن ١‏ عنصراً مميزاً في 5. إذا كان 5 يشكل خلية: فإنه يمكن تجزئة 3-8 إلى (1-1) خلية بعدد (1)8-16-1 من الطرق. 
من جهة أخرى, كل تجزثة ل 5-0 إلى / خلية يسمح بضم ١‏ إلى خلية بعدد 1 من الطرق. نكون بذلك قد بينا أن 
ماي +( - ع نحم )م - وا مار ك4 


وهي الصيغة التكرارية المطلوبة. 
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إن حل (1) في شكل مثلث باسكال 


يؤكد المسالة 70.6. 

56 ماهي علاقة تكافق؟ 
8 نقول عن علاقة +1 على مجموعة 8 بأنها علاقة تكافؤ إذا كانت انعكاسية؛ ومتناظرة, ومتعدية. [من الواضح أن المساواة 
العادية نموذج لعلاقات التكافق]. 

36 النكن ب مجدومة المستقيمات في المستوى الإقليدي. بين أن © المعزفة بواسطة: «تكون موازية ل (1) أى منطقه مع (-ت)» تكون 
علاقة تكافؤ على سآ. 
8 بماأن 8ه من أجل أي في ماء فإن 8 تكون انعكاسية. إذا 306 إذن «لام. وبذلك تكون 8 متناظرة 
مإذا 2518و »68 إذن هلاه أى 6 > وبالتالي تكون 8 متعدية. وبذلك. فإن 8 علاقة تكافؤ 


74 في المجموعة بآ للمسألة 73.6, هل العلاقة 5: «له نقطة مشتركة معء علاقة تكافؤ؟ 
8 لا: مثلاء إذا كان 4 و © مستقيمين أفقيين »ى ط مستقيما رأسيا فإن 256 و 656 ولكن عرم . 

256 لتكن 7 مجموعة المثلثات في المستوى الإقليدي. بيّن أن علاقة التشابه 8 هي علاقة تكافق على 7 
18 كل مثلث مشابه لنفسه, وبذلك تكون 18 انعكاسية إذا كان مثلث 0 مشابهاً لمثلث ا: فإن ١‏ يكون مشابهاً ل *. وبالتالي, 
تكون 8 متناظرة. إذا كان 8 مشابهاً ل 0 و 5 مشابهاً ل 0 إن 8 مشابه ل ع. وبالتالي. تكون 8 علافة تكائق. 


0 برهن أن العلاقة > لمجموعة احتواء ليست علاقة تكافق. 
ل العلاقة > انعكاسية ومتعدية» ولكنها ليست متناظرة؛ أي أن 8 82 لا تقتضي 8 © 8 
6 لتكن مجموعة الأعداد الصحيحة 2 وعدد صحيح | <05. نقول أن * مطابقة ل لا, بمقاس 0, ونكتبها 
70 لمم)بر دعر 
إذا كانت (ا- قسومة. على 7. بيّن أن هذا يعرّف علاقة تكافؤ على 2. 
1 من أجل أي * في 5, لدينا 5001 2 4 لآن 0-»- »ع قسومة على . وبذلك, تكون العلاقة انعكاسية. 
لنفترض أن (00410)نر بت *. أي أن لإ-* قسومة على «. إذن» » - /» (-»)- قسومة أيفاً على © أي أن 
(50 0004 د “9 وبذلك. تكون العلاقة متناظرة. 
لنفترض الآن أن (00018)نر ع « رأن (040م)2 ص بر وبذلك يكون لا-* و 2-لا كلاهما قسوم على 0. إذن, 
المجموع 
مدع >( - رر) + دع 
قسوم على © أيضاً؛ وبالتالي. (5 2)500 > ». أي إن العلافة متعدية. 
المبرهنة 2.6: إن تشابه المصفوفات علاقة تكافق. 
76 اثبت خاصية الانعكاس في المبرهنة 2.6. [تذكر أن 4 تكون مشابهة ل 8 إذا كانت توجد مصفوفة عكوسة © بحيث أن 
مهاعم دمع 


ها المصفوفة المتطابقة عكوسة و ١-1ع‏ ]. بماآن 1-181- ق, إذن ى مشابهة ل 8 
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اثبت خاصية التناظر في المبرهنة 2.6. 

8 إن طها-م دم إزن المماء ردم د ألمهم د قر 

المبرهنة 13.6: إن تطابق المصفوفات علاقة تكافق. 

برهن خاصية التعدية في النظرية 2.6. 

© إن م8-م دعم رو0-0 ده إذن زطو )6< (م2) - زمو )0 ( 07 -م) عزون 8)0 م دم 
اثبت المبرهنة 3.6. [تكون 4 متطابقة مع 8 إذا 5788 > 4, من آجل مصفوفة «]. 


8 البرهان يمائل المسائل 80.6-78.6, بسبب ‏ 7067لا - 0(7ه0 الى 'زاحين د 06771 


لتكن © علاقة افؤ على مجموعة 4. عرّف «صنف تكافؤء لعنصر 8ه في ل4: وأرمز له ب [8]. 

1# إن صنف التكافق [8] هى مجموعة عناصر 4 المرتبطة ب 8 أي (2 © (بة):»*) > [4]. 

لذكن 1 علاقة تكافق على مجموعة 4. عرّف مجموعة «خارج قسمة» ث على 8 أرمز لها ب 4/12. 

*الذ هي تجميع أصناف التكافق؛ أي (48 © 21:5]) > #لة. 

المبرهنة 4,6: لتكن 8 علاقة تكافق على مجموعة 4 إذن» مجموعة «خارج القسمة؛ 4/8 تشكل تجزتة لل. 

اثبت المبرهنة 4.6. 

8 ليكن 0 عنصراً إختيارياً في 8. بما أن 8 انعكاسية, إذن [2] © 4. لنفترض أن [0] © 0؛ سوف نبين أن [4] > [طا. 
في الحقيقة, 


ممه ذ [فاعد 
زماء مجمعه ة يوي ج مهم د إماعه 


وبالعكس. إذن» كل عنصر في 4 ينتمي إلى صنف تكافق واحد وواحد فقط؛ وهذا يجعل 48/8 تجزئة ل 4. 

لتكن 2 علاقة التكافق التالية على المجموعة (1,2,3,4,5,6) > 8: 

((6,6) ,(6,3) ,(6,2) ,(5,5) ,(5,1) ,(4,4) ,(3,6) ,(3,3) ,(3,2) ,(2,6) ,(2,3) ,(2,2) ,(1,5) رذل/1)) ح 8 

أوجد التجزئة المدخلة بواسطة 8! أي أصناف تكافق 8. 

18 العناصر المرتبطة ب ! هي 1ى5, إذن (1,53) * [!]. نختار عنصراً لا ينتمي إلى [1], وليكن 2. العناصر المرتبطة 
ب 2 هي 2 و 3 و6؛ إذن (2,3,6) > [2]. العنصر الوحيد الذي لا ينتمي إلى [1] أو [2] هى 44 والعنصر الوحيد المرتبط به 
هو 4. وبذلك. (4) > [4]. وبالتالي؛ فإن ((4) ,(2.3,6) ,(1,5)) هي التجزئة المطلوبة. 


إن العلاقة ((3,3) ,(2,1) ,(1,2) ,(1,1)) - 8 هي علاقة تكافق للمجموعة (1,2,3) > 5. أوجد مجموعة «خارج القسمة» 
5/8 

8 الدينا, بسبب 8, أن  )1,2(‏ [1]. (1,2) -2[1], و(3) -[3]. بصلاحظة أن [2]< [1], يكون لدينسا 
((11,]3]) ع لابق 


, العلاقة على مجموعة الأعداد الصحيحة, المعرفة بواسطة (7005)لا ت *. نعرف من المسألة 77.6 أن 8 علاقة 
تكافق على 2. أوجد أصناف التكافق المدخلة. 


هناك عدد خمس أصناف تكافؤ مختلفة في ي2/5: 


...3 ا رقرليه,1-..) ديم (...,5,10,,ك- ,10-,...) يم 
ا(سرر4 1 ,هرك ] سرمت,...) جيم (دااايق 1 سيو ير 
271 سر .)م يم 


يمكن التعبير عن أي عدد صحيح *: وبشكل وحيد. في الشكل + + و5 > ع« حيث ‏ 0>,>4: :64 
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6 العمليات وأنصاف الزمر 


886 


596 


50.6 


516 


536 


55.6 


5966 


525.6 


عرّف «عملبة ثنائية» 
نعرّف عملبة ثنائية [أو «عملية»] على مجموعة غير خالية 5 بأنها دالة *# من 55 إلى 8 

إذ! كانت »© عملية ثنائية على مجموعة 5. فإننا نكنب 2*6 أو 20 بدلاً عن (5.ة) © إذا كانت 5 مجموعة منتهية: فإن 
العملبة يمكن أن تعطى بجدولها العملياتي. حيث المدخل في الصف المعذوّن 2 والعمود المعنُوّن 6 هو 4#6. إذا كانت م 
نا نفول أن 48 «مغلقة نحت *ء إذا كان 88# ينتمي إلى 4 من أجل أي عنصرين 8 او ١‏ في 8. 


مجموعة جزئبة في 5 3 


المسائل 100.6-89.6 تتعلق بالمجموعات الجزئية التالية في مجموعتي الأعداد الصحبحة الموجبة ل( 


(ا عدد زوجي :5) > (...,2,4,6) - 8 (0,1) عدم 
( عدد فردي :2) د (...رك1,3) ع8 كن 
(المم"2 د رو د (ليق 4ر2 عع (52 عدد أولي ) 2 © 


هل ثة مغلقة تحت الضرب؟ 

88 نحسب: 0.0-0, 0 0.1, 1.00 اى 1.1-1. نعم, 8 مغلقة تحت الضرب. 
هل 8 مغلقة تحت الجمع؟ 

# الاءلآن 1-2 +ل, و 2 لا تنتمي إلى 8. 

هل 8 مغلقة نحت الضرب؟ 

© بماآن 22-4 وحيث أن 4 لا تنتمي إلى 8, فإن 8 ليست مغلقة تحت الضرب. 
هل 8 مغلقة تحت الجمم؟ 

ها لاء لآن 2-3 + 1ءى 3 لا ينتمي إلى 8 

هل © مغلقة تحت الضرب؟ 

ل لاحظ أن 3,2 أوليان؛ ولكن 6 > 2.3 ليس اولياً. إذن. © ليست مغلقة تحت الضرب. 
هل © مغلقة تحت الجمع؟ 

الاء لان العنصر 5+ 3+ 8 لا ينتمي إلى © 

هل «1 مغلقة تحث الضرب؟ 

18 إن جداء عددين زوجيين هو عدد زوجيء وبالتالي © مغلقة تحت الضرب. 

هل 1 مغلقة تحت الجمع؟ 

18 نعم, لآن مجموع عددين صحيحين زوجيين يكون عدداً زوجياً. 

هل 8 مغلقة تحت الضرب؟ 

8 جداء عددين فرديين هو عدد فردي.ء وبالتالي, تكون 5 مغلقة تحت الضرب. 

هل 5 مغلقة تحت الجمع؟ 

© الالآن 8-5+3 عنصر لا ينتمي إلى 8. 

هل 8 مغلقة تحت الضرب؟ 


لا بما أن **2 -*2.2, إذن # مغلقة تحت الضرب. 
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100,6 


101.6 


102.6 


103.6 


100.6 


105.6 


10066 


107.6 


108,6 


2 البنى الجبرية 

هل 2 مغلقة تحت الجمع؟ 

© الا, لآن 2 + 4 > 6 الا ينتمي إلى 8. 

عرّف عملية «تجميعية:؟ 

2# نقول عن عملية *# على مجموعة 5 أنها تجميعية إذا (ع # ط) # هج ع ن * زط * 8). 
هل مجموعة الأعداد الصحيحة 7 تجميعية؟ 

8 اتعم. 

هل الطرح في :2 عملية تجميعية؟ 

© الا. مثلاً, 6-2-4 - 2-(12-6). ولكن 8 - 12-4 - (6-2)-12. 


هل الضرب على 7 عملية تجميعية؟ 


هل العملية (2)5,0: > # م, المعزفة على 7 تجميعية؟ 
8 نعم: إذا أعطينا 7 © #رو,م, ليكن © >8 > © نسقها في الترتيب الطبيعي إذن 
ع * نو #م) أو * نو #ام) أو ا (ن #ع) - ,+ رو #م) 
دوأو ءأى مده أي ر# أو #» 
وبالمثل. ع - ( #)) #م. 
هل الاسس في #2 عملية تجميعية؟ 
8 لاء مثلاً, إذا وضعنا “م > 2# إذن 
64 - ث4 - 22(3)  )2*2(+3-‏ ولكن ‏ 256 - 25 -*2 < (2+3) +2 

لنفترض أن عمليةٌ [مكتوبة كجداء] على مجموعة 5 ليست تجميعية. كم طريقة يمكن بها كتابة الجداء 4064 للعناصر الأربعة؟ 
1# هناك خمس طرق لإدخال الأقواس: 30(©4)). (0ع)(طة). (0)ء6)ة). (0(0))ه ى ((0)60)ة. 
المبرهنة 5.6: رض أن * عملية تجميعية على مجموعة 5. إذنء كل «الجداءات» الممكنة لنونية مرتبة في 5 تكون 

متساوية. 


اثبت المبرهنة 5.6 
18 يكون البرهان بالاستقراء على 5 الحالتان 1 >« و 8-2 صحيحتان بداهةً, والحالة 3 2 صحيحة لأن « تجميعية. 
لتكن 0<3, استخدم النرميزات 

أي جداء د [يه..بيةرة] 7 مق(..ليق(يهرة)) 2د (ي..نية8) 
سنبين الآن أن (ه...رهرة) ع [,2...رة,ة]. في الحقيقة. بما أن [,2...رة,8] ترمز إلى جداء ماء فإنه يوجد عدد 8>' 
بحيث أن لية...يهالة...رقرة] > [يه...رةرة]. وبالتالي. وبالاستقراء [المسالة 17.6]» 

(ي6 0 ربي6)لية “٠‏ يعرهز > [مه* ٠‏ بيرف][يه ٠١‏ 'يفره] > امه ٠١‏ يف4 

.4 ((ية 6*٠‏ )[ره ٠٠١‏ ه]) > رمز ب6[))4 ٠١‏ ٠ه‏ - 


.ليه *يفيه) كت يهل ديه *6,0) تي6[رديه ** ره] د 


وبذلك؛ يتم إثبات المبرهنة. 
لذلك فإننا عند تعاملنا مع العمليات التجميعية نهمل الأقواس ونكتب ببساطة 8 4 ... # يق © بق 
مع اللعسلما اه 5 و 
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1106 


1116 


110.6 


113 


1106 


115.6 


1166 


117.6 


1186 


119.6 
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عرف «نصف زمرة»ه 


هي مجموعة 5 عرفت عليها عملية تجميعية #. نرمز للزمرة ب ( © ,5) أو ب 5 فقط عندما تكون العملية مفهمومة 

عرّف «عنصر مطابقة» من أجل عملية # على مجموعة 8. 

8 يكون عنصر © في 5 عنصر مطابقة من أجل © إذا 3-2 # عع ع 2#,. من أجل أي عنصر 5 في 5. بعمومية أكبر. يكون 
© عنصر مطابقة أيمن إذا هع ع #ج من أجل كل 8 في 5. وعنصر مطابقة أيسر إذا 2 -#2ه من أجل كل 2 في 5. 
[لاحظ أنه ليس من الضروري أن يكون لعملية عنصر مطايقة أيمن أو ايسر] 


ليكن © عنصر مطابق ايسر و عنصر مطابقة أيمن لعملية * بين أن + 
8 بما أن © عتنصر مطابقة آيسر. 6*5 ولكن بما أن 7 عنصر مطابقة أيمن إذن ع - #1 وبالتالي. ] 


3 


تخبرنا هذه النتيجة, بخاصة؛ بآن عنصر المطابقة وحيد. وأنه إذا كان لعملية أكثر من عنصر مطابقة أيسر [أيمن] واحد. 
لها عنصر مطابقة آيمن (ايسر). 


8 الايوجد عنصر مطابقة على /2: 1ع من اجل 8. 


هل للعملية في المسألة 105.6 عنصر مطابقة عندما تعرّف على 2؟ على /8؟ 
88 الا يوجد عنصر مطابقة على 52 1 > » من أجل /8. 
عرّف «قائون الاختصار الآيمن والايسرء من أجل عملية # على مجموعة 5. 
© العملية # على 5 تحقق قانون الاختصار الايسر إذا 
2# 2*5 تقنضي 0 عط 
وقانون الاختصار الآيمن إذا 
و دعو »م اتقتضي 8-0 
عدف عملية «تبديلية»؟ 
ل تكون ‏ عملية تبديلية على 5 [أو تحفق «قانون التبديل»] إذا 2 * ١ط‏ > 6 #ج من أجل كل 3,9 في 5. 
ليكن ليكن ل * على 58 عنصر مطابقة (وحيد) . ما المقصود «بمعكوس» عنصر 3 في 58 
لقا يكون ١‏ معكوساً لعنصر ه في 8, إذا ع > ه# 0ع 86م 
النفترض أن ل 5 عملية تجميعية بعنصر متطابق ©. أنه يكون لأي عنصر 8 في 5 معكوس وأحد على الأكثر. 
18 ليكن ١‏ و '0 معكوسين ل0. إذن 
طع«دء#ط- (ط6#)#«ط5 إلى طح 'طسعع ناز » زوة»ام) 
بما أن 5 تجميعية: إذن ('8*6) 2# 'ط * (ه * م)! وبالتالي. '- م 
المسائل 120.6-117.6 تتعلق بعملية أخذ المضاعف المشترك الأصغر: (/0©و,م) (613.)0,0.! عو #م. 


إحسب 4#46, 305 #18ه9اى 1466 

بماأن لا #» تعني المضاعف المشترك الأصفر ل* و لل إذن 212 6 4#, 15 385 18 زرسفق 
6ع 86 1 

هل (#.04) نصف زمرة؟ هل هي تبديلية؟ 


أله نبرهن ذ بية الأعداد أن 0) 2# دء »#(0 *2): أي أن العملية :..! تجميعية. وبما أن 8 #ط- 0#«0؛ أي 
أن العملية تبديئية. وبالتالي. تكون (4,ل2) نصف زمرة تبديلية. 


أوجد عنصر المتطابقة ل ©. 


8 العدد الصميح 1 هى عنصر المطابقة, لأن 1.6.50 ل 1 وأي عدد صحيح موجب 8 هو 3 
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120.6 


1216 


1226 


123.6 


120.6 


1253.6 


1266 


6.آ12 


1256 


12266 


البنى الجبرية 


ما هي عناصر 38, إن وجدت, التي لها معكوس؟ 


بما أن !> (0.5)2.5.! إذا وفقط إذا 2-1 و6-1, فإن العدد الوحيد الذي له معكوس هو !. وهو معكوسه 
59 


المسائل 125.6-121.6 تقطلق بالمجموعة © (مجموعة الأعداد المنطقة) والعملية » المعرف على © بسواسطة 
طو-ط جوع ط# غ8 


أوجد (5-) #428 3 اى 7»1/2. 
0 12-5 -3+4- (3()4) -4 +3 سوء3 
2-5+10-7- (5-)(2) - (5-)2 - (5-) 2 
4-(7)1-!+1-7ء7 
هل (#*,0) نصف زمرة؟ 
8# حدد عما إذا كانت * تجميعية: 
أء(طم عط جما ورطه -طجه)اح «ززم -دز+ م)اى ع +زؤء و) 
عله عط معو ع وو سن + ا جع ددعم مع - عع دع + ؤع - « + ع عد 
عطس + ط)ه - عع + () جه د زط -ء + قاعم عسل *ط)*م, 
عه +عه - طم - عؤ - نح + م +ع > 
وبالتالي؛ تكون * تجميعية و (*,0) نصف زمرة. 
هل » تبديلية؟ 
19 ه#ط ع وط - ع + ]اع زو - ط + ح > ذا #ه؛ وبالتالي» * تبديلية. 
أوجد عنصر المطابقة من اجل * 
© وعو#»0- 3#0. إذن؛ 0 هو عنصر المطابقة. 
هل يكون لآي عنصر في © معكوس؟ ما هو؟ 
8 لكي يكون ل معكوس *, يجب أن يكون لدينا 0 > * *4, لأن 0 هى عنصر المطابقة. نحسب كما يلي: 
(1- هله عع ,(1 - هعرس ةرد بروج جع ,0ع عرو - ير +ة ,0ع #عة 


وبذلك, إذا 8*61, يكون ل 2 معكوس وحيد (8/)8-1 
المسائل 128.6-126.6 تتعلق بمجموعه غير خالية 8 والعملية هع ط 8# 


هل العملية تجميعية؟ 
85# نعم, لدينا في الحقيقة وح ع #و ص ع #(ط*3) ى مع ط#ج- »0 *2. 
هل العملية تبديلية؟ 


1# إذا كان ل 5 أكثر من عنصر واحد, فإن » ليست تبديلية. تحديداً. من أجل ط 6 ه, هع 8# ولكن طعة»مط 


بيّن أن قانون الاختصار الأيمن يتحقق. هل يتحقق قانون الاختصار الأيسر؟ 
8# لنفترض أن ءع©#طدع4#. لدينا هدء*5#ة وطدء*م إذن 4>8. قانون الاختصار الأيسر لا يتحقق. مثلاً, 
من أجل عكد]. يظل لدينا (22>)» # جع ط #8 ق. 


لتكن 5 مجموعة رموز. عرّف «نصف زمرة حرة» على 8. 
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8 نعرّف «كلمة» على 8 بأنها متتالية منتهية من عناصرها. مثلاً. ط0هطت - 37 او +اممع - ل كلمتان على (عرطية) - 8 
عند مناقشة الكلمات على 5, نسمى 5 غالباً «الألفبائية» وعناصرها «الحروف». وللملاءمة, نعتبر المتتالية الخالية. والتي نرمن لها 
ب 8 أى 1, بأنها أيضاً كلمة في 5. وسوف نختصر ترميزنا بكتابة 2ه بدلا عن 58, 80 بدلاً عن 482 وهكذا. ونرمن. عادق 
لمجموعة كل الكلمات على 5 بواسطة © 8 

ننظر الآن في كلمتين 1 و ” على 5. يمكتنا تكوين كلمة /الا يكتابة كل حروف لا بعد حروف لا. مثلاًء إذا كانت لاو /ا 


الكلمتين أعلاه: إذن 
وطتعة مومه ح وطعةط5هطة > لآلا 
هذه العملية تسمى «تنضيداً». من الواضح أن العملية تجميعية. وبذلك تكون مجموعة الكلمات على 5 نصف زمرة تحت عملية 


التنضيد. وتسمى نصف الزمرة. هذه, «نصف زمرة حرةه على 5 [أو مولّدة بواسطة 5]. من الواضح أن الكلمة الخالية 8 عنصر 
مطابقة من أجل نصف الزمرة. وأن نصف الزمرة تحقق قانوني الاختصار الآيمن والأيسر. 


6 الزمر والزمر الجزئية 
6 عرّف «زمرة». 
8 لتكن 6 مجموعة غير خالية بعملية ثنائية. إذن» تسمى © زمرة إذا تحققت الموضوعات التالية: 
[,6] «قانون التجميع»؛ أي أن يكرن لدينا (20 > ع(36) من أجل أي . ط. 6 في 6. 
[0] «عنصر المطابقة», أي أنه يوجد عنصر © في © بحيث أن 2ع وه > ع3 من أجل أي عنصر 8 في 6 
[0©] «المعكوسات». أي أنه يوجدء من أجل كل 2 في 6): عنصر !87 [معكرس 2] في 6 بحيث أن اع عدوا "و د !"هد 
[[ي0] و [و0] تحولان نصف زمرة إلى زمرة]. 


56 عرّف زمرة «أبيلية,. 
م نقول عن زمرة © أنها آبيلية [أى تبديلية] إذا تحقق قانون التبديل؛ آي إذا ود د مه من أجل 8 و ١‏ في 6. 
عندما يرمز لعملية ثنائية بواسطة كتابة العناصر متجاورة كما أعلاه. فإننا نقول أن الزمرة © مكتوبة في «ضربيا». وعئدما 
تكرن © أبيلية, فإن العملية الثنائية تكنب «جمعيأ» ويرمز لذلك ب + . في مثل هذه الحالات: يرمن لعنصر المطابقة بواسطة 0 
ويسمى «العنصر الصفري», ويرمز للمعكوس بواسطة (2-) ويسمى «سالب» 8. إذا كانت 8 و 8 مجموعنين جزئيتين في 6, 
فإننا نكتب عندئن 


ر8عطرمعة:طة) عاظة أو (ظعطرم4عيئط + م)ء 8+دم 
ويطلق على عدد العناصر في زمرة © اسم مرتبة ©: ويرمز له بواسطة |16 - وتكون 6 زمرة منتهية لذا كانت مرتبتها منتهية, 
6 لي المجموعات التالية تكون زمراً تحت الجمع: ©,81,2,0,18؟ 
8 إن كل واحدة من مجموعات الأعداد الصحيحة 2, والأعداد المنطقة ©. والاعداد الحقيقية 8, والاعداد الحقدية ©. زمرة 
(أبيلية) تحت الجمع. أما مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة 1 فلا تشكل ‏ زمرة تحت الجمع. لأن 0©0. 
6 مجموعة الأعداد المنطقة غير الصفرية (01)0© تشكل زمرة أبيلية تحت الضرب. ما هى عنصر المطابقة؛ وما هي المعكوسات؟ 
8 العدد المنطق 1 هى عنصر المطابقة. و م/ هو المعكوس الضربي للعدد المنطق 0/م 
6 لتكن 5 مجموعة المصفوفات 88 ذات المداخل المنطقة. وعملية الضرب المصفوفي. هل تكون 5 زمرة؟ 
© الا. رغم أن ضرب المصفوفات عملية تجميعية: ولها عنصر مطابقة 1 [بمداخل منطقة]. إلا أن 5 ليست زمرة حيث أن 
المعكوسات لا توجد دائماً 


6 إن المجموعة © للمصفوفات 8 غير الشاذة تشكل فعلا زمرة تحت عملية الضرب. ما هو عنصر المطابقة. وما هي 
المعكوسات؟ 
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08 عنصر المطابقة هو المصفوفة المتطابقة ؛. ومعكوس 4 هو المصفوفة العكسية *8-7. هذا مثال عن زمرة غير أبيلية, لآن 
الضرب المصفوفي غير تبديلي. 

6 ما هي «الزمرة المتناظرة ذات الدرجة 8,؟ 
8 هذا اسم آخر من أجل ,5 لتباديل )1,2.....8 تحت عملية التركيب [أنظر مسالة 54.4]. 

56 أوجد عناصر الزمرة المتناظرة 57 وجدولها الضربي. 
18 يكون لر5 عدد 31-6 من العناصرء كما يلي: 


0597 5-0217 23س 


5 


123 23 1ل 23 
(2 1 5ه (3 : ثاعه 59 
ويظهر الجدول الضربي ل ,5 في الشكل 9-6 
ل مم امم اماع 
---000 0 000 
0 5 7 5 0007 2 
91 زا ل 8 وو و5 .6 
وم لم > ا هه ارس هه أده 
6 امم اوم امم اهم اله | إن شكل 9-6 
شا ء ام اهم ايه و» أيوم 


المسائل 142.6-138.6 تتعلق بزمرة © ذات عنصر مطابق ©. 
6 بين أن عنصر المطابقة © وحيد. 

18 ينتج ذلك من المسالة 111.6. 
6 بين أن المعكرس '2 لاي عنصن عنصر 2 في 0 وحيد. 

8 يتبع من المسألة 116.6. 


6 ائبت تحقق قانون الاختصار الأيمن والأيسر في 6). 


8# إذا ممع طم إذن عع ممع عزواتم) ع زمم)'-ه - زطع)! ”د ع ززة!07) > ذه ع هم. بالمثلء إذا هع و إذن 


نا 
1416 '-3) من أجل أي عنصر 8 في 6. 

بما أن '-8 معكوس 5. إذن ع- 2718 - '-88. وبالتالي؛ يكون 3 معكوس 47 لي آن  )87(-!‏ 4. 
1426 احوتتوه احرمة). 


امع 6ا“و ع زما-زد وناك نزو -ج)!ط ع (طه)(!-ةأ-0). بالمثل. ع (:-وا“0)(طة). وبذلك يكون 3-ها' 7ط 
معكوس طة؛ أي أن '7(ة) ع احهااطا. 

6 عرّف «زمرة جزئية» في زمرة. 
18 تكون مجموعة جزئية 444 في زمرة 6. زمرة جزئية في 6 إذ! كانت 144 نفسها تشكل زمرة تحت عملية 0. 


5 التكن 11 مجموعة جزئية في زمرة 0. اثبت أن 14 تكون زمرة جزئية في 6 إذا () كان عنصر المطابقة © ينتمي إلى 11 (11) كانت 
11 مغلقة تحت عملية 6), (11ة) 4] مغلقة بالنسبة للمعكوسات [أي. إذا 2614 إذن ١©[1‏ م]. 
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8 11 غير خالية وتحتوي عنصر مطابقة؛ بواسطة (). العملية معرّفة جيداً على 11: بواسطة (31) المعكوسات موجودة على 
4 بواسطة (11). آخيراً. يتحقق قانون التجميع على 11 لأنه يتحقق على ©. وبذلك» تكون 14 زمرة جزثية: 0 


6 لتكن زمرة الأعداد الصحيحة 2 الأعداد الصحيحة :2 تحت الجمع. ولتكن 11 المجموعة الجزثية في 7 لكل مضاعفات عدد صميع 


جهن النيسة يهش هيه سد يرود يمد 


> !1. بِيّن أن 11 زمرة جزئية في :2 


8 (0 ]1 تحتوي عنصر المطابقة 0 ل 2 (11) إذا 78 ى 510 أي عنصرين في 48: إذن ‏ 8(9 + ©) > 50+ 08 عنصل في 14 

أيضاً. (11) إذا 2 أي عنصر في 11: إذن سالبه (4- ينتمي أيضاً إلى 1 1 
6ه لتكن 6 زمرة ماء و ة أي عنصر في 6. عرّف «الزمرة الجزتية الدورية» المولدة بواسطة 8. والتي يرمز لها ب (8)م8 

ال نعرّف كالمعتاد '-8 - 7 (3).» ح "ته وى "عا" من الواضم. أن **"م-"ه"م الى "م -"45), من 


أجل أي عددين صحيحيين 32 و 8. لتكن (85)3 مجموعة كل قوى 8: 


ل را ب 


...) - ماوع 
إذن؛ (0)م8 تحتوي ©, وتكون مغلقة تحت عملية الزمرة وتحتوي المعكوسات. وبذلك؛ تكون (80)3 زمرة جزئية في 6. 
6 ليكن 5 آي عنصر في زمرة 6. صف الزمرة الجزئية الدورية (0)م8 عندما تكون (80)8 منتهية؛ وعرّف مرتبة الل 
8# إذا كانت (80)3 منتهية, فإن بعض قوى 8 ليست مختلفة؛ مثلاً. “هع '6, عندما 8< إذن, 68>" 4, حيث 
0 < 8-». إن أصغر عدد صحيح موجب 1١‏ بحيث © ”3 يسمى مرتبة 8 ونرمز له ب |18 . 
إذا > |2182 يكون لزمرته الدورية الجزئية © عنصراً: (!7"ه...,ثديهر») > (ه)مع. [إذا (0)مغ ليست منتهية: إذن 
نعرّف 0- (إها]. 
المسائل 151.6-148.6 تتعلق بالزمرة (1,2.3.4,5.6) < © تحت عملية الضرب بمقاس 7. 


1486 أوجد الجدول الضربي ل 6. 


كع الإيجاد 8*6 في 0, نبحث عن الباقي عن تقسيم الجداء طه على 7. مثلاً 30 > 5.6, وهذا يعطي باقياً 2 عند القسمة 
على 7؛ وبالتالي» 2 - 5*6 في 6. يظهر الجدول الضربي ل © في الشكل 10-6. 


شكل 10-6 


6 أوجد 
8 يبين شكل 10-6 أن ! هو عنصر المطابقة ل 6. تذكر أن '-2 هو ذلك لعنصر في © الذي يحقق ١‏ - '-84. وبالتالي, 
2-34 5س31-ق 6دان6 


150.6 ن المولدتين بواسطة 2 و 3 ومرتبتيهما. 
ا لدينا 20-2 22-4 ولكن 2321 وبالتالي» |23 و (1,2,4) + (2)مم. ولدينا 3ع '3, 


33-6 4-*3, 35-5 ع3 وبالتالي. 13-6 ى 6 (0م8 


56 هل © دورية؟ 


8 0 دورية لأن (3)مغ > 0. 
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البنى الجبرية 


لتكن 14 زمرة جزئية في زمرة 0. عرّف «مجموعة مصاحبة» يمنى (يسرى) ل 11. 

88 ليكن 4 أي عنصر في ©. إذن: نقول عن المجموعة (11 © #:هط) > 512 بأنها مجموعة مصاحبة يمتى ل1آ. بالمثل؛ 
تسمى 815 مجموعة مصاحية يسرى ل11. 

المبرهثة 6.6: لتكن 11 زمرة جزئية في زمرة 0. إذن: المجموعات المصاحبة اليمنى 118 تشكل تجزئة ل 6. 

أثبت الميرهنة 6.6. 

15 نعرف العلاقة 1 على © بواسطة 8/6 ©8 ج> 6848. سنبين أن 8 علاقة تكافق. 

(0 مجم ج مزرعه ذ #عم [8 انعكاسية]. 

© ممم اه وورعه ذ واحوده دج مزدة ج معه [8 متناظرة]. 


0 عدم 480 بير 
وو عهه ج موعه ج ولهر)-» 3 زور < اعم [12 متعدية] 


لديناء تحت 8 أن 118 - [], وبذلك فإن المبرهنة 6.6 تتبع مباشرة من 4.6. 
عو لك لوو ا 0 
التكن (بالسرطاءبة) > 11 حيث يكون ل]1 عدد ع من العناصر. إذن» (2, 


تقنضي ,> ب وبالتالي؛ فإن ال دا ادك :ان ا شال 
المبرهنة 7,6 (لاغرائع): : لتكن 15 زمرة جزئية في زمرة منتهية ©. إذن, مرتبة 1] تقسم مرتبة © 


رتاه !) د هال ولكن عرط د ها 


اثبت المبرهنة 7.6. 

5 لنفترض أن ل 14 عدد 5 من العناصرء وأن هناك 5 مجموعة مصاحبة يمنى مختلفة. من المبرهنة 6.6 تشكل المجموعات 
المصاحبة تجزئة ل ©: ومن المسالة 6 يكون لكل مجموعة مصاحبة ؟ عنصراً. إذن؛ يكون ل © عدد 55 من العناصر» ربذلك 
مرتبة 11 تقسم مرتبة 6. 
لتكن « زمرة جزئية في زمرة 6. عرّف «دليل» 11 في 6), والذي يرمز له ب [6:11]. 

18 يساوي دلبل 11 في © عدد المجموعات المصاحبة اليمنى (اليسرى) المخنلفة ل]1 في 6. إذا كانت 0 منتهية؛ فإن 
اكااكاعر هس زيرنن)" 
لتكن 14 زمرة جزئية في زمرة 6. عرّف «منظومة ممثلة للمجموعات المصاحية» من أجل 11 في 6. 

ل تكون مجموعة جزئية © في © منظومة ممثلة للمجموعات المصاحية ل ]1 إذا كانت © تحتو تحتوي تماماً على عنصر واحد فقط 
من كن مجموعة مصاحية. يسمى عنصرء مثل هذاء ممثلاً للمجموعة المصاحبة. 
التكن 11 زمرة جزئية في زمرة منتهية 0. كم توجد منظومة ممثلة للمجموعات المصاحبة من أجل 511 
ل 5 عبارة عن العدد |11] لطرف اختيار عنصر من أي مجموعة مصاحبة [أنظر المسألة 154.6], وهناك [0:11] مجموعة 
مصاحبة مختلفة. وبالتائي. فإن العدد المطلوب هو 8190| . 

في المسائل 161.6-159.6, ترمز 2 إلى زمرة الأعداد الصحيحة تحت الجمع. وتكون ‏ (...,0! ,5 ,5 ,0 ,5- ,10--.. 
الزمرة الجزكية في 7 المتكونة من مضاعفات 5 


أوجد المجموعات المصاحبة ل 11 في 2. 
8 هناك خمس مجموعات مصاحبة [يسرى] ل 81 في 2. وهي كما يلي: 
الرة1 ,2,3,8- ,7س ى..) ع ]8 + 3 (..10 ,5 ,0 يكت ,10س رن 


(.14 ,9 بشباك ,نس ن..) د لزع 4 .11ر6 ,41د رهس ي..) 81 + 1 
2712-0 قد رهد ن) ديز 2 


أي مجموعة مصاحبة أخرى 84 + 7 تنطبق على واحدة من تلك المجموعات. 
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5 أوجد دليل 14 في /2. 
رغم أن 11 و22 لانهاتيتان كلاهما. إلا أن دليل 18 في 2 عدد منته. تحديدا 5- 12:01 وهى عدد المجموعات 
المصاحبة. 

5 أوجد ممثلي المجموعات المصاحبة ل 14 في 2 

8 اختر عنصراً واحداً تماماً من كل مجموعة مصاحية مكلا  )0,1,2,3,4(‏ أو (1,0,1,23-) 
المسائل 166.6-162.6 تتعلق بالزمرة المتناظرة 5 التي يظهر جدولها الضربي في شكل 9-6. 

56 أوجد مرتبة كل عنصر في ,5 والزمرة الجزئية المولدة بواسطة. 
8ه مداع إذن ا>اها وى (8)-(6مه ,مح إه. عع تك! وبذلك 2-ارها ى (مه)- (مامع 
بالمثل» 2 > ايها (غيم) > ليهام#؛ ى 2- أره!. (عره) > (رمامع . لدينا 

ع رهية>ة ‏ عةةة روداو 
وبالتالي» 3- ايها ى (يؤ,8,4) > (ه)مك. أيضاً ,ن- ين ,ود يوء 8 - يوم > 2و؛ وبالتالي, 
ى (رشرفع) > ليفامع. 


6 هل يمكنك إيجاد زمرة جزئية 11 من المرتبة الرابعة؟ 


ايها 


8 إن مرتبة ,5 ستة. من مبرهنة لاغرافج لا بد أن نقسم مرتبة 14 مرتبة ,5. وبالتالي؛ لا توجد زمرة جزئية من المرتبة 
الرابعة. 
2 لتكن (يعره) -هى و (يشررة) > 8. ارجد () ظف (ب) حرى. الى (ج) رمف 
. اضرب كل عنصر من 48 في كل عنصر ل 18 ,© ,16,9 ,6 > يهر»/ 3 ,وره. ,6 > يوؤيت©. وبالتالي, 
(يتيكرى) > 248 (ب) أضسرب ره قي كل عتصر ل4: 4: ,4ت ركرم» ين > يوره. وبسالتسالسي, 
(يؤرة) > هيه : (ع) اضرب كل عنصر ل 4 في ,6: ,و > يكرصية > يمره وبالتالي (رؤرة) > يوى. 


56 لتكن (رمامع > 1١!‏ وى (يمامع > 5. هل 115] زمرة جزثية 


ل (,8.6) 11 (يو,8) > 15 وهي ليست زمرة جزئية في ,5 لان ل 115 أربعة عناصر. [قارن بالمسالة 163.6]. 
6 هل ,5 دورية؟ 

8 ,8 ليست دورية؛ لأنها غير مولدة بواسطة أي عنصر من عناصرها 
6 إذا كانت 14 زمرة جزثية في 6 بيّن أن 1[ - 1111 


18 بما أن 11 مغلقة تحت عملية ©, يكون لدينا 11 > 1111. من جهة أخرى, لنفترض أن 14 © 8 بما أن !1 زمرة جزثية, 
ن عنصر المطابقة © ينتمي إلى 1!. وبالتالي» 1411 © ١‏ > 68. وبذلك 18411 © 11. نحصل من التضمينين على 14> 14آ, 


6 بيّن أن 180 > دا1 إذا وفقط إذا 11 © !“د 
1# إذا طتزع وخ1 إذن طاز ع ويزع م وبالتالي» يوجد ١611‏ بحيث أن 86 , وبذلك ينتمي اع '- 6ه إلى 
]8. لنفترض؛ من جية أخرى, أن 611 !80 2 ه. إذن. 145 © طط>. ولكن 28115 ربذلك,. لاك مئل, لآن 
المجموعات المصاحبة تشكل تجزئة ل 6. 

6 لتكن © زمرة منتهية مرتبتها 2. بين أن ع>-"ه من أجل أي 6 86 


له إذا ع إنه)مع|. إذن © > 85. من مبرهنة لاغرانج» 10 تقسم 8! ليكن. 236 > 5. إذن» 


عع “مع ا( و “و داق 
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6 زص جزكية ناظمية؛ زمر عاملية, تشاكل زمر 


170.6 


1.6 


12.6 


136 


14.6 


156 


عرّف ازمرة جزئية «ناظمية» في زمرة 6. 

نقول عن زمرة جزئية 14 في © أنها زمرة جزتية تاطمية إذا 16 808!-8 من أجل كل © © 8. بشكل مكافىء, تكون 
15 ناظمية إذا 188 » اكه من أجل كل 8©60. 

لتكن © زمرة مصفوفات 22 غير شاذة, تحت عملية الضرب المصفوفي. ولتكن 18 مجموعة جزئية في 0 متكونة من 
المصفوفات المثلثية السفلية. أي مصفوفات في الشكل(ي ©). بِيّن أن 15 زمرة جزثية في )2 ولكنها ليست زمرة جزثية 
ناظمية. 


8 81 مغلقة تحت الضرب المصفوفي. والمعكوسات والمصفوفة المتطابقة 1 تنتمي إلى 11. وبالتالي؛ تكون 15 زمرة جزثية في 
©. ولكن 15 ليست ناظمية لان 

4 1سم/_ 21 00/1 21/1- 25/3 00/1 201 1 

5 202)1 00 0 )02 00 1 37 ) 
مثلاً. لا تنتمي إلى فل 
لتكن © زمرة المصفوفات في المسالة 171.6. ولتكن 1 مجموعة جزثية في © متكونة من مصفوفات تساوي محدداتها 1. بين 
أن 5 زمرة جزئية ناظمية في 6. 
بما أن 0661-1. فإن 1 تنتمي إلى 1 إذا كانت ى 8 في كل فإن | - (1()1) > (6]15)زى 161) > (818) 001 
وبذلك تنتمي 418 إلى . أيضاً. 1 - 008/! - !87 06. وبذلك تنتمي '87 إلى >5. إذن» تكون 1 زمرة جزئية. بالإضافة 
إلى ذلك. يكون لدينا ١‏ (0-81). وبالتالي. تنتمي غه'-< إلى ا. وبذلك. تكون ©! زمرة جزئية ناظمية في 0, 


لتكن زمرة التباديل ,5, التي يظهر جدولها الضربي في شكل 9-6 هل الزمرة الجزئية (و.ة) ]1 ناظمية؟ 
1 تكون المجموعات المصاجبة اليمنى واليسرى ل ]1 كما يلي: 


المجسوعسات المصاحبة اليمنى المجموعات المصاحبة اليسرى 
(».ع) د خا (رمرع) عام 
(يهى,ة) ع رولا و(ومرة) ع كر 
(زهبرة) > يهلا و(يكية)؛ > اج 


بما أن ]ان * بولا. إذن 11 ليست زمرة جزئية ناظمية في 5 
بن أن أي الزمر جزئية 14 في زمرة ابيلية © تكون ناظمية. 


5 ليكن 8 أي عنصر في 1 وليكن # أي عنصر في ©6. إذن» م - هه( ع ههه تنتمي إلى ]1. وبالتالي» تكون 11 زمرة 


لتكن 14 زمرة جزثية؛ و 12 زمرة جزثية ناظمية. في 0. اثبت أن 111 زمرة جزثية في © [راجع المسألة 165.6]. 
8 يجب أن نبين أن 1112 © © وأن 11416 مغلقة تحت عملية الضرب والمعكوسات. بما أن ]1 و 1 زمرتان جزتيتان؛ إذن 
اه إى 1 ©©. وبالتاليه 86 دع تنتمي إلى 4116 ليكن * و لا عنصرين في كلا إذن, ,كرطع * و يلوط ع ز 
حيث ‏ 18 © رطرط ى 6ك يكل إنن 
واليطبع ')يطرط > عيطي« د نور 
بما أن >1 ناظمية. إذن 12 © يرط 87: وبما أن 14 و >1 زمرتان ج 
81 © 92« وبالتالي تكون 116 مغلقة تحت الضرب. لدينا أيضا أن 
وخرط لا 


ان إذن 14 © رطرط اي 16 © الوط ج). ويذلكء 


رطام - أ ل(رطرة) عالع 
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بما أن 16 زمرة جزئية ناظمية. إذن تنتمي | 18/7 8,7 إلى >1. أيضاً, تتئمي 8 إلى !1. ويذلك. 1!16 © م أي أن كلك 
مغلقة نحت عملية المعكوسات. وبالتالي؛ تكون 1412 زمرة 


المبرهنة التالية تعّف «زمرة خوارج الفسمةء, 6/11 المقابلة لزمرة جزئية ناظمية 14 في 6. 


المبرهنة 8.6: لتكن 41 زمرة جزئية ناظمية في 6. إذن, تشكل المجموعات المصاحبة ل 8] في © زمرة تحت عملية «ضرب 
المجموعات المصاحبة», والمعرّفة بواسطة 011+ > (1()6]1لة). 


أثبت المبرهنة 8.6 
إن عملية ضرب المجموعات المصاحبة معرّفة جيداً لان 

قاطه - (117ق)مه - لازلاط)ه - تا(طلق)ه - (1لة)(21ه) 
[استخدمنا هنا حقيقة أن 11 ناظمية, آي أن 4]ط- لأ وأن 1484-11 (مسألة 167.6)]. تتبع خاصية التجميع لضرب 
المجموعات المصاحبة من حقيقة أن هذه الخاصية متحققة في 6. كما أن 11 هي عنصر المطابقة في 0/16. لان 


اله - (ال)ه - اززلام) 5 كله > فازلهم) د 1ز(ه81)* زتامالر 
اشير يكون. 8137 ممتفوسا ل كتفالآن 
الع فل - يرما تم - (يزو)(يز! -و) 5 فد بك د برا مم دويز مازيلم) 


وبذلك تكون 11/© زمرة تحت عملية ضرب المجموعات المصاحبة. 


لتكن 2# زمرة الأعداد الصحيحة نحت الجمع؛ ولتكن 1؟ زمرة جزئية في 7 متكونة من مضاعفات 5. بِيّن أن 11 زمرة جزئية 
ناظمبة في واوجد زمرة خوارج القسمة 2/14 

88 بما أن 2 أبيلية. فإن 11 تكون زمرة جزئية ناظمية. ليكن 6, 1/ 2, 3,ءى 8 ترمز على الترتيب للمجموعات 
المصاحية الخمسة المذكورة في المسأآلة 159.6. يظهر الجدول الجمعي من أجل زمرة خوارج القسمة (0,1,3,3,3) - 2/1 
في الشكل 11-6. [هذه الزمرة تسمى عادةٌ «مجموعة الأعداد الصحيحة بمقاس 5» وتكتب غالباً ي2]. 


شكل 11-6 


3 
14 
5 
ٍ 
د 


ا 
2 
3 
ا 
0 


عرّف «تشاكل زمرة». عرّف أيضاً التشاكل التقابلي (التماكل) للزمر. 
18 نقول عن تطبيق م من زمرة © [بعملية #] إلى زمرة 0 [بعملية #] أنه تشاكل إذا 
(0)؟ ' # جم ع زط # مغر 


من أجل كل 2, ١‏ في 6. أضف إلى ذلك إذا كانت ؛ واحد ‏ لواحد رفوفية فإن ؛ تكون تشاكلاً تقابلياً (تماكلاً). رنقول أن © 
و '© منشاكلان تقابليا (متماكلان). ونكنب, '6 > 6. 


لتكن © زمرة الأعداد الحقيقبة تحت الجمعء ولتكن '0© زمرة الأعداد الحقيقية الموجبة تحت الضرب. بِيْن أن التطبيق 
'0 0 © المعرّف بواسطة *2 > (1)8 تشاكل. هل هو تشاكل تقابلي (تماكل)؟ 

88 التطبيق ؟ تشاكل لأن (2)2(5)0 - ” 
لتكن © زمرة المصفوفات الحقيقية المربعة -8 تحت الجمع. بِيّن أن دالة الاثر تشاكل من © إلى زمرة الأعداد الحقيقية 8 تحت 
الجمع. 

8ه لتكن 8 و 8 مصفوفتين في 6. إذن» (1)8 + (8)»! > (8 + 10)8. وبالنالي» تكون دالة المحددة تشاكلاً 


6ل (6 + 5)8. كما أنه تشاكل تقابلي؛ لأن ؟ دالة واحد ‏ لواحد وفوقية. 
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لتكن © زمرة المصفوفات المربعة -8 تحت الضرب لأعداد حقيقية غير شاذة. برهن أن دالة المحددة تشاكل من © إلى زمرة 
الاعداد الحقيقية غير الصفرية “6 تدت الضرب. 


8 التكن ثاى 8 مصفوفتين في 6. إذن (8غ8()06 066) - (4)48ع4. إذن تكون دالة المحددة تشاكلاً. 


أعطينا تشاكلاً '© +- © ثر, بين أن “ع - (1)6 حيث »و “© عنصرا المطابقة في 6 و '0 على الترتيب 


بماأن ع* 
)1 د رن » ' 


ع وى 4 تشاكل. إذن ‏ ()1' * ())] - (ء #ع)1 > ()4. وبالتالي, 
زم" » ززم" > اكع )1 دم »7م16 د اع 


أعطينا تشاكلا '506+06: بتّن أن ؟4(7)] )5 من أجل أي عنصر 2 في 6. 
ا من المسالة 182.6, 
زم" » راحم د زوه أحم)ل ع (م)ر د اع د زوز د زاحو #ه)1 د زأحم)]' * زمر 
إذن (لحماس اتتزم)1. 
عرّف «النواة» أو «الصورة» التشاكل الزمري ‏ '60+0. 
28 تعرف نواة » وتكتب 86 بآنها مجموعة العناصر التي صورتها '»© في '06: ('ه - (0:1)4 © 4) > 6:1ك, 
وتعرّف صورة ‏ وتكتب (4)0 أى 4 158, بأنها مجموعة صور عناصر 6 تحت ؟: 


لقيمة: (6©ه (8) ع 5 :600 5) ع 1ص[ 
[يستخدم أيضاً المصطلح «مدى» من أجل صورة]. 
المبرهنة 0.6 ليكن '0+ 40 تشاكلاً بنواة . إذن, (1) كا زمرة جرثئية ناظمية في 6), و (1) زمرة خوارج القسمة 0/1 

متشاكلة تقابلياً (متماكلة) مع صورة #. 
اثبت (1) في المبرهنة 9.6. 
8 من المسالة 182.6, '» (ع)), وبذلك 1 ©». لنفترض الآن أن 1 © طبه ى ©86. إذن »2 (ه)1 
ى'» > (0)!. وبالتالي, وباستخدام ترميز التجاور/ 0511100م12كناز للدلالة على عمليتي الزمرتين]: 
ع > (ط)(ة)؟ > (طه) 
عع ارمع 7م 
عم اتزرع)؟'وزع)! د راح )ازمازه؟ د ( نهدي 

إذن, '-ه, و '-عمع تنتميان إلى >1 وبذلك تكون ©!1 ناظمية. 


1 


اثبت (11) في المبرهنة 9.6. 
8 لتكن '1420 صورة , وعرّف تطبيقاً 11+ 0:6/5 بواسطة ((8) - (58). نبين أن 0 معزف جيداً؛ أي إذا 
دكا د هك فإن (طكل)ن > (مك1)نة. لنفترض أن 6 - هكل. إذن >لع؛”طة [المسألة 168.6]. إذنء “هع ('“طماق, 
وبذلك 
“مع رأحمق)! كه (أ-0))(م)م د !“ز)ك(ة)1 
وبالتالي (6)؟ > (4)0 وبذلك (5)ن - (50). وهكذاء يكون + معرّفاً جيدآً. نبين بعد ذلك أن 4 تكون تشاكلاً 
(6)وجهكلن ع (م)أزم)؟ ع زطم) 1‏ (طهكل)ن - (طكلة »)و 
وبالتالي يكون هذا التطبيق تشاكلا. نبين الآن أن + واحد ‏ لواحد. لنفرض أن (0060 > (00168. إذن 
)ع هم الى - 1600-3( الى مع( 6له؟ الى كن( مهم 


وهكذا 16 © '-طه, ومنهاء باستخدام المسالة 168.6 مرة أخرى, يكون 5 - 58. وبذلك, يكون ف واحداً .. لواحد 2 
بين أن م تطبيق فوقي. لتكن 6115© بماأن !ا صورة ‏ يوجد إذن © 26 بحيثأن ط-(868. وبذلك, 
- (1)0 - (5ا)ن: أي أن التطبيق فوقي. نستنتج من ذلك أن 11 > ©0/1, وهذا يكمل البرهان. 
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المسائل 189.6-187.6 تتعلق بزمر التطبيقات التالية 
© > زمرة الأعداد العقدية غير الصفربة تحت الضرب, 
'4) > زمرة الأعداد الحفيقية غير الصفرية تحت الضرب, *“6 .6 هم معرّف بواسطة |2! 


جين أن ؟ تشاكل زمري 


8 يتان - ايتذابها 


أيقرة! > لي )1 

صف هندسياً النواة >1 للتشاكل 5 

4 تتكون 1 من تلك الأعداد العقدية الني تحقق ! > || ؛ أي أن دائرة الوحدة. 

صف زمرة خوارج القسمة 0/1. 

ل 0/1 متشاكلة تقابلياً (متمائلة) مع صورة 6. وهي زمرة الأعداد الحقيقبة الموجبة تحت الضرب. 


بين أن أي زمرة دورية تكون متشاكلة تقابلياً إما مع مجموعة الأعداد الصحبحة 2 نحت الجمع آي مع بي مجموعة الاعداد 
الصحيحة تحت الجمع بمقاس 11. 

98 لتكن 8 أي عنصبر في زمرة 6. أن الدالة ©+-2:ر المعزفة بواسطة *- (م)) تكون تشاكلاً. لان 
(0)أ(م)1 د توكوه "خكو د روج ول وتكون (2)م8 صورة 2 وهي زمرة جزئية دورية مولّدة بواسطة 8. وبذلك. 
“ال - (ه)مق, حيث >1 نواة ؟. إذا (0) > ك#, إذن 2> (06)م8. من جهة أخرى. إذا كانت « مرتبة 4 فإن )1<( 
مضاعفات 8) ؛ وبذلك 2 > (م)مع. 


6 الحلقات والمثاليات 


15106 


1226 


123.6 


1546 


عرف «حلقة:. 

8 لتكن 8 مجموعة غير فارغة بعملينين ثنائ 
إذن» تسمى 8 «حلقة؛ تحقق الموضوعات التالية 
[ 8] من أجل أي 8 © عرطية,. لدينا (ع + 5) + هعم + (ط + ن) 


ن» عملية جمع (نرمز لها ب + ) وعملية ضرب (نرمن لها بتجاور الرمون). 


[ي8] يوجد عنصر 8 6 0. يسمي العنصر الصفريء بحبث أن 8>- 2+ 00+ من أجل كل 8 4©6, 

[8]) من أجل أي 85 86 يوجد عنصر 8©78-, يسمى ,سألبء 8ه بحيث أن 0-0 + زوب 

لب8] من أجل أي #©طرة, لدينا ++ ع 6+ م 

[ي8) من أجل أي 5 © عرطية. لدينا (0)ة > عزمم). 

[م8] من أجل أي 8 © ببطية, لد 
() مم+ طوع ل + م)ة, (تم)معه + وطد و + 5) 

إن الموضوعات من [,8] إلى [,5] تجعل 8 زمرة أبيلية تحت الجمع. 


زد )جه 


كيف تعرّف الطرح' في حلقة 58 

8 (طس) + وص قشع 

عرّف «حلقة تبديلية, 

88 تكون حلقة 8 «تبديلية إذا 8ط > 5ه من أجل كل © © لبه 
عرّف «عنصر محايد» في حلقة 8. 


8 انقول عن عنصر غير صفري 2 © 1 أنه «عنصر محايدء إذا 8 > 1.8 - 8.1 من أجل كل عنصر 1 © 8 
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لتكن 1 حلقة ذات عنصر مطابقة 1. عرف «وحدذء على 8. 
يكون عنصر 8 © 24, وحدة إذا كان له معكوس ضربي. 8 © 27 بحيث أن 1 د وانود الهم 
لتكن حلقة الأعداد الصديحة 2. (1) هل 2 تبديلية؟ (ب) هل ل 2 عنصر وحدة؟ (ج) ما هي الوحدات في 2؟ 


() # حلقة تبديلية لأن 02> 20 لأي عددين صديحين 2 © 5بة. (ب) العنصر ١‏ هو عنصر وحدة في 2, 
(ج) الوحدتان الوحيدتان في 2 هما 1و 1-. 


آوجد الوحدات في .2 حلقة الاعداد بمفاس 8 


إذا كان 8 وحدة في ,2. إذن (075دص) ! 87 آى في 2 


سم اعواتة الأو (إعصم- وق 


في :2 يبين هذا ان أي قاسم مشترك ل2 و 3 لا بد أن بقسم 1؛ أي أن 2 و 8؛ أوليان نسبياً.. وبالعكسء إذا كان 8 و 0 أولين 
نسبياً في 2 فإن 

مو + مم - (مبى لمع ع ١‏ أي (40مم) | ع هم 
وهذا يبين أن 2 وحدة في ,7 [لمعكوس م]. إذن» وحدات ,2 هي نلك الأعداد الصديحة التي تكون أولية بالفسبة إلى 5. 
الوجد 3-. 8- ,371 في ,2 
اناه انعني ب (0-) في حلقة 8 ذلك العنصر الذي يحقق 0 > 8+ (0-) - (ه-) + 8. وبالتالي» فإن 3-7- لان 
3+7-7+0 في ,,ل. بالمثل, 8-2-. ونعنسي ب 2 فسي حلقسة #8 ذلك العنصر الذي يحقق 
1 د !”وه 2-3.. وبالتالي» فإن 337 لان 73-1- 3.7 في ,2. 
التكن 4 + +4 + 2822 > (»)1. أوجد جذور (1)0 فوق ى,. 
ا نعوض بالعناصر العشرة ل ,2 في (5)؟ لنرى أيها يعطى 0: لدينا 

٠‏ 4 > (1)0 د (2), 2ع (ه4ل 0ع (4)6 4<(ق1)8 

0ع )ل + عرزت 4ع(5)م 47-0 2-ر(0)9 


وبذلك. فإن الجذور هي 1. 2, 6. 7. [يبين هذا المثال أنه قد يكون لحدودية من الدرجة « أكشر من © جذراً فوق حلقة اختيارية. 
هذا لا يمكن أن يحدث إذ! كانت الحلقة حقلاً] 
المسائل 202.6-200.6 تتعلق بالحلقة 8 للمصفوفات الحقيقية المربعة -. 


هل 8 تبديلية؟ 
الا؛ ضرب المصفوفات ليس تبديلياً. 
هل ل 2 عنصر محايد؟ 


1# نعم؛ للمصفوفة المتطابقة ]. 

أوجد الوحدات في 8 

18 كل المصفوفات غير الشاذة أو العكوسة هي وحدات في 8. 
أثبت أن 0 > .0 > 8.0 في حلقة 8. 


بماآن 0-0+0, لدينا 2.0 + 2.0 (0 + 2)0 > 2.0. بإضافة -(8.0) إلى الطرفين تحصل على 8.0 > 0. 
وبالمثل» 20 0.4. 


بين أن «السوالب» وحيدة في أي حلقة. 
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إذا أعطينا عنصرأ 2 نفترض عنصراً # بحيث أن 0 بر+ 8 [وهذا يقود مباشرة إلى 0 > 8 + »]. لدينا 
اسيرع يرع 20 يرع زوج و-) ع ورج و)ع ود د نل جاه دج 
بين أن طه د طله) > (0-)ة في حلقة 8 


كلا 0ع 0.يم ع (رط-) + ط)و ع (طد)ع + طق وبالتالي [المسألة 204.6], طوع (ط-)عة ‏ بالمثلء طن ب ازو-) 


بين أن *- > 1(8-) في حلقة ذات عنصر محايد 1 


8 2-0م0- وزن -) + )ع وز )+ م1 د ورل-) + يو وبالتالي» 8 - - «(]-) [المسألة 204.6]. 

لتكن 8 حلقة ذات عنصر محايد أ. بين المجموعة * 8 للوحدات في 8 تشكل زمرةٌ تحت الضرب 

ها إذا كان 8 و ط وحدتين في 8, فإن 20 وحدة أيضاًء لآن !6-2-7 معكوس 230. وبذلك, تكون * 14 مغلقة تحت الضرب 
كما أن “8 ليست خالية. لأن *2 © |4 وهي تجميعية لآن 8 تجميعبة. أخيراً إذا 8 وحدة في 18 فكذلك الأمر ل !>7 [لآن له 
معكوساً 0]؛ نتيجة لذلك؛ تكون ** مغلقة بالنسبة للمعكوسات. إذن؛ تكون *8 زمرة تحت الضرب. 


عرّف «حلقة جزثية» في حلقة 8. 


9 تكون مجموعة فارغة 5 زمرة جزثية في 8 إذا كانت هي نفسها تشكل زمرة تحت عملية 8. من الواضح أن 5 
تكون حلقة جزئية في 8 إذا وفقط إذا 5© 2.8 يقتضي 5 © 8-ه آى 080©5. [الإغلاق تحت الطرح يقتضي تضمين 
0, وتضمين السوالب, وبالتالي الإغلاق تحت الجمع]. 

عرّف «مثالي» في حلقة 8. 

ا تكون مجموعة جزئية 3 مثالياً في © إذا: 

(0 0©3 (أو: زلييست خالية). 

(11) [ مغلقة تحت الطرح؛ أي أن [© 2-8 من أجل أي 2 6 في ل 

(311) [ مغلقة بالنسبة للمضاعفات من 8؛ أي أن 3767 ,58 من أجل 5 في ل. و5 في #. بالنسبة إلى (011. تسمى 1 مكالياً 
أيسر فقط إذا ل© 78 ومثاليأ أيمن فقط إذا 3 © 37. وبذلك, فإن المصطلح مثالي سوف يعني مثاليأ من الجانبين» كما 
أعلاه. في حالة حلقة ٠‏ أي مثالي أيسر أو أيمن يكون مثالياً. 

بِيّن أن (0) مثالي في أي حلقة 8. 

8 يتبع ذلك من حقيقة أن 0-0-0 ينتمي إلى (0), ومن أجل أي 5 © / يكون لدينا 0.60 > 20 ينتمي إلى 
(20. 


لتكن 2 حلقة الاعداد الصحيحة, و ,1 متكونة من مضاعفات 2 < 0. بتِن أن ,,3 مثالي في 2. 
ص من الواضح أن ,,ل6© 0. لنفترض أن 1038 و 05 عنصران اختياربان في ,3 إذن. (ط- م)صع طم > وور ينتعي 
أيضأ إلى ,ل. ايضأ من آجل كل 2 © ؟. لدينا (68)م > عزهص) > (هص)م كعنصر في ,ل وبذلك؛ يكون ,,ل مثالياً في 2. 

لتكن 14 حلقة المصفوفات الحقيقية 2 أعط مثالا لمثالي أبيسر ل, لا يكون مثاليأ ايمن. ومثالي أيمن ؛ لا يكون مثاليأ أيسر. 


.8 لقاع 2 10-ء 


ليكن ل و 5 مثاليين في 8. أثبت أن 10176 مثالي في 8. 
بماأن ذويط مثاليانء إذن [0©1 و1 ع0. وبالتالي 06321. ليكن الآن 1616 طبع و68 إذن 
ل© طيه وغ طرة. لأن ذو مثاليان. 

ل تقيقرط جه ااي لع عه ةريط ده 
وبالتالي 1616 © عه يه ,ط - 5. إذنء يكون 3212 1 مثاليا. 
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ليكن 1 مثاليا في حلقة 8 ذات عنصر مطابقة !. أثبت: () إذا ‏ 13© 1 إذن 8 - 3 (ب) إذا كان أي عنصر رحدة [© نا 
إذن 8دل 
© ()إذا 3©اء إذن لدينا 51©31, آى 63+ من أجل أي #8 ©,. وبالتالي 8- 3 5 
ل©. إذن 3© ها“ لى [©1. ,بالتالي. 8 -7, باستخدام (0. 
تستخدم المبرهنة التالية حقيقة أن مثالياً ل في حلقةٍ 8 يكون زمرة جزثية [ناظمية بالضرورة] في الزمرة الجمعية ل 8. 
وبذلك. يشكل تجميع المجموعات المصاحبة ‏ (8 © 118+ 48 تجزتة ل 8. 
المبرهنة 10.6: ليكن 3 مثاليا في حلقة 8. إذن. تشكل المجموعات المصاحبة (8+13:8©8) حلقة تحت 
المجنوماك النمنادنةة 
3+ زط + مع (ل +0 + (13 +6 إلى ل+مه- 2+ م(6+1) 


اثبت المبرهنة 10.6 [يرمز لحلقة المجموعات المصاحبة ب 8/3 وتسمى حلقة خوارج القسمة]. 
8# تبين النظرية المناظرة 8.6 من أجل الزمر أن 5/7 زمرة تبديلية تحت الجمع؛ بحيث يكون 3 عنصرها الصفري. وتكون 
عملية هرب المجموعات المصاحبة معرّفة جيداً لان 
ل+ طوك + ذ+ ل+ طوك لذ+ طل+ لو+ مهم ع (1 + 66( + 6) 
إن قانوني التجميع والتوزيع صالحان في 8/1, لانهما صالحان في 8. وبذلك؛ تكون 1/1 حلقة. 
لنفترض أن 3 مثالي في حلقة تبديلية 8. بيّن أن [/8 تبديلية. 


0 (1 + 1()6 + 0) - [ + هط ع [ + مع ع (ل + 5)زل + 8) 


لنفترض أن ل مثالي في حلقة 1 بعنصر محايد 1, وأن [1©4. بيّن أن 1+3 عنصر محايد من أجل [/8, 

88 لديناء من أجل أي مجموعة مصاحبة [ + 4, أن [ + 2- ل+ 1ه > (1 + 2+1()01) 
وى ل + 1+ ه.اء (4+1)([+ 1). وبذلك, يكون 1+3 عنصراً محايداً في 8/1. 
عرّف «التشاكل الحلقي. ى «التشاكل التقابلي (التماكل)» الحلقي. 

8 نقول عن تطبيق © من حلقة © إلى حلقة '8 بأنه «تشاكل: إذا (1)60 + (1)4 ع زط + 1)8 ى (1)0(100 » (طه)5, من أجل 
كل 8 © اره. [رغم الترميز لهما بشكل مماثل, إلا أن عمليتي الحلقة على '8 تكونان عموماً مخلفتين عن العمليتين على 8]. 
إضافة إلى ذلك إذا كان ؟ واحداً ‏ لواحد وفوقياً. فإننا نقول أن ؟ «تشاكل تقابلي (تماكل)». 
اناقش العلاقة بين التشاكلات الحلقية والرمزية [قسم 6.6]» واذكر المناظر الحلقي للمبرهنة 9.6. 

1 إن تشاكلا حلقياً '8 +-8 بم هى تشاكل زمري على البنيتين الجمعيتين ل 8 و '8. وبذلك. '0 > (8)0. إذا كان ل-8 
و “1 عنصرين محايدين 1و '1, على الترتيب. فإننا نتطلب ايضاً أن '! > (5)1, وذلك لكي يكون ؛ تشاكلا حلقياً نعرّف أيضاً 
نواة ! بواسطة ('0 » (0)5 :8 © 6) دوع 

المبرهنة التالية هي النظرية الاساسية للتشاكل الحلقي. 
المبرهنة 11.6: ليكن '8<+-8 :/ تشاكلا حلقياً بنواة 3. إذن. تكون [ مثالياً في 1, وتكون [/1 متشاكلة تقابلياً (متماكلة) مع 


صورة 6 


لتكن الحلقتان 22 8 اى 8/3272 [أي أن 8 تتكون من كل مضاعفات 2, وتتكون “8 من كل مضاعفات 3]. بِيّن أن +7 
ليست متشاكلة تقابلياً مع '8. 

إذا كان '#رجج بم تشاكلاً حلقياًٌ فإن 31> (2, من أجل بعض عدد صحيح 6. بما أن # تشاكل, إذن 
ع6 ع عل3 + عل3 ع (1)2 + (1)2 - (2 + 12 > (4]: كماأن رو > 310.)310) > (1)2(.1)2 ه (2.2): - (1)4. ولكسسن 
6 - 912 وكون غ عدداً صحيحاً يقتضيان معاً أن 6-0. وبالتالي. 0 (2)). ولكن 0 (50. وبذلك؛ لا تكون + 
تشاكلاً تقابلياً (تماكلاً). 
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المسائل 223.6-221.6 نتعلق بمثالي 1 في حلقة 8. والنطبيق (القانوني) 8/1 < 5:82 (تذكر النظرية 10.6) المعرّف بواسطة 
3+ د زم 


56 مين أن ؟ تشاكل حلقي 
2ه (1)0 + ©)؟ ع ( + 0) - زل + ي د زع زم + ن) > (زط+ )1 
(1)2()0 ع زز + (ط)زز + ) د زع هطو (طه)1 


223226 


أن 4 تطبيق فوقي. 
1 إن أي مجموعة مصاحبة 4+3 في [ل8 صورة ل 268 
6 اوجد النواة 1 ل 4. 


لا العنصر الصفري ل8/1 هو [. وبذلك, تتكون ! من نلك العناصر 2 في 1 التي تحقق 3- رمال أو 3س زدم 
ولكن 1ع [+ه إذا وفقط إذا كان في [. إذن» يكون [ نواة 7. 


6 الحلقات الصحيحة:. المناطق المثالية الرئيسية» مناطق التحليل الوحيدة إلى عوامل أولية 


نفترض أن كل الحلقات © في هذا القسم. والقسم 9.6, تكون تبدبلبا 
56 عرّف «قاسماً للصفر» في حلقة 8. 


ولها عنصر محايد !؛ إلا إذا ذكر غير ذلك 


يكون عنصر غير صفري 8 قاسماً للصفر إذا وجد عنصر غير صفري 8 بحيث أن 0طة 
6 عرّف «حلقة صحيحة». 

ل تكون حلقة تبديلية 8 بعنصر محايد «حلقة صحيحاء إذا لم يكن ل (! قواسم للصفر. 
56 بين أن الحلقة وم للأعداد الصحيحة بعقاس 105 ليست حلقة صحبحة 

قا كل ,2 ذات 10 مركبة. تمتلك قواسم للصفر؛ لأن (, > ط به > 1) مه د م تقنضي 0 - م في 2 
56 بين أن الحلقة ور للأعداد الصحيحة بمقاس 29 حلقة صحيحة 


© بعكس المسألة 226.6, إذا كان 8 عدداً أولباً. إنه لا بكون ل قواسم للصفر. في الحقيقة, لدبنا من أجل 


> طبق 1. 


6 ج و«اجوعهم ‏ أ 0م مام أ نادم 


6 النفترض أن 8 حلقة صحيحة. بيّن آنه إذا عه > طم من أجل 80 م إذن 0 2ط 
ا إذا عه» مه إذن 0دعن- طفق وبذلك 0-(©- 26. بما أن 0 4, ولبس ل 8 قواسم للصفر, فيجب أن 
يكون لدينا 6-60 أو © > ط كما زعمنا. وبذلك, فإن الضرب في © يخضع ل «قانون الاختصار» 

2-6 عرّف «مثاليا رئيسيأه في حلقة تبديلبة 1 بعنصر مطابقة 1. 
8 0 ليكن 8 أي عنصر في 8. إذن» تكون المجموعة (78::21) > (3)؛ وتسمى «المثالي الرئيسي المولّد بواسطة *, 

6 ماهر 0]م؟ 


© 200 اختصار ل 000818 (1062 1دم2601/ منطقة مثالية رئيسبة. وتكون حلقة 8 منطقة متالية رئيسبة 818, إذا كانت 
# حلقة صحيحة وكان كل مثالي في 8 رئيسيا. 


6 بين أن 2 هى 15ط. 
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2 حلقة صديحة. لآنه ليس لها قواسم للصفر. لنقرض أن ل مثالي في 2. إذا (0) عاق إذن (0) - ل أي المثالي 
المولّد بواسطة 0. لنفرض أن (40 2 [. وأن #0 * تنتمي إلى 3 إذن -*(1 -) - * تنتمي إلى 1؛ وبالتالي تحتوي ل 
عدداً صحيحاً موجباً واحداً على الأقل. ليكن 8 أصغر عدد صحيح موجب في 3 [تذكر المسآلة 18.6]. سنبين أن (6 - [) أي 
أن ل تتكون من مضاعفات 8. لنفترض أن 3© *. نحصل بواسطة خوارزمية القسمة على 6+ 8 #. حيث 0>7>2. 
بما أن 3 مثالي ى ل© »ره يكون لدينا أن 2و - «ع م 


إلى .1. بما أن 8 أصغر عدد صحيح موجب في 3 و2 > , 


يجب أن يكون لدينا 0< + وهذا يجعل *. مضاعفا ل 2. وبذلك, (2) > 5, وبالتالي تكون 2 منطقة مثالية رئيسية 511 


6 عرّف «العناصر المتشاركة» في حلقة 8. 
8# نقول عن عنصر 8 © ط أنه مشارك ل 2 © 8 إذا 8-102 من أجل عنصر وحدة ‏ 2 © ناء 

6 أوجد العناصر المشاركة ل 4 في ,2 (الأعداد الصحيحة بمقاس 10). 
8 الرحدات في ,2 هي 1. 3, 77 9 [أنظر مسألة 197.6]. نضرب 4 في كل واحدة من الوحدات فتحصل على 4< 1.4 
2 -3.4, 7,4-8, 9.4-6. [أجريت عمليات الضرب بمقاس 0!]. إذن؛ تكون 2, 4. 6 8 العناصر المشاركة ل 4 في 
مك 

6 أوجد العناصر المشاركة ل 5 في و2 
8 نضرب 5 في كل واحدة من الوحدات فنحصل على 5- 1.5 
الوحيد المشارك ل 5 في و,2. 


6 بين أن علاقة المشاركة علاقة تكافق في حلقة 8. 
88 أن أي عنصر 2 مشارك لنفسه لأن 1.8 8 [قانون الانعكاس]. لنفترض أن ١‏ عنصر مشارك ل8. إذن. 2ن > ط 
حيث نا عنصر وحدة. إذن, 6/”لاع 8 حيث “لا عنصر وحدة؛ وبالتالي. يكون 3 عنصراً مشاركاً ل 5 [قانون التناظر]. 
لنفترضء آخيراً. أن 2 عنصر مشارك ل 6 و0 عنصر مشارك ل©: رلا 8 ى 6رلا > 6, حيث إلا و رلا عنصرا وحدة. 
إذن علينارن) كت (عين) نا ع حيث ,نا,لا عنصر وحدة أيضاً. وبالتالي. يكون 2 عنصراً مشاركاً لء [قانون التعدي]. 


6 عرّف «عنصراً غير خزول» في حلقة صحيحة 0. 
2 ليكن 2 © م عنصرا غير عنصر وحدة؛ يكون 6 غير خزول إذا كان 80 > م8 يقتضي أن 8 أى ١‏ عنصر وحدة. [من 
الواضح أن هذا توسيع بمفهوم «الأعداد الآولية» في /2]. 
56 عرّف «حلقة التحليل الوحيد إلى عوامل أولية» 8لا. 
28 تكون حلقة صحيحة 1 حلقة تحليل وحيد إلى عوامل أولية 1088 إذا أمكن كتابة كل عنصر غير وحدة 2 © م 
وبشكل وحيد [مع فارق العناصر المشاركة والمرتبة] كجداء لعناصر غير خزولة. 
6 اوجد العناصر المشاركة ل 5 في 2. 
8 الوحدتان الوحيدتان في 2 هما 1 وى 1 - [مسالة 196.6]. وبالتالي. يكون ‏ و 0- العنصرين المشاركين الوحيدين ل 5 
6 مها هي العناصر غير الخزولة في 2؟ 
08 الأعداد الأولية [وسالباتها] هي العناصر غير الخزولة في 2. 
6 عبر عن 12 في 7 كجداء لعناصر غير خزولة. 
18 يوجد 12 من هذه الجداءات: 
)-2(١)-3(‏ .2 ع (3-) )-2(٠ )-2(١-3- )-2( ١:2:‏ -12-2:2:3 
37١ )-2(‏ :22 (2ت) )-2(١ )-3(١2- )-2( 3٠‏ 22:32 
)-3(١ )-( 2 )-3(:2٠ )-2( - 3: )-2(.)-2(‏ 232:25 
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56 هل 2 حلقة تحليل وحيد إلى عوامل اولية؟ 
#8 نعم. [رغم أنه يمكن كتابة 12 الخ بطرق عديدة كجداء لعناصر غير خزولة. إلا أن كل مكل هذه الجداءات لا تختلف إلا 
بالعناصر المشاركة والمرتية]. 

2026 إن المجمسوعسة (2© طرة :61/13 + 4) - 2 حلقة صحيمسة. وحسدات 8 همي 21 ؛ 1851/13 ,و 519/13 + 18- 
العناصر 2. 1/13 -3 . ى 3-1/13- غبر خزولة في 8. بيّن أن 12 ليست 9"لا. 


نه 4-22 و (1/13- 3-)(3-1/13) -4. 


6 الحقول 

6 عرّف «حقلاً». 
ا نقول عن حلقة ت بعنصر مطابقة !, أنها «حقلء إذا كان كل عنصر غير صفري 3 في 1 عنصر وحدة. أى. بشكل 
بديل» يكون 8 حقلا إذا كانت عناصره غير الصفرية تشكل زمرة تحت الضرب. 

6 بين أن حقلاً 5 بكونه حلقة صحيحة؛ أي, ليس له قواسم للصفر 


8# إذا 0-<طة و80 ة. إذن 0-0-ه 


مواتوع مل عاط 


6 أي المجموعات التالية تكون حقولاً بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب المعتادين: الأعداد الصحيحة 2, الأعداد المنطقة ©. الاعداد 
الصحيحة 25 الأعداد العقدية ©؟ 
018 2 مثال كلاسيكي للحلقات الصحيحة الني ليست حقولا [لآن 1 و ١‏ - هما الوحدتان الوحيدتان]. أما © و * و © فهي 
حقول. 
6 لنكن 8 مجموعة الاعداد الحقيقية التي في الشكل 1/3 +6 ٠‏ حيث 8 و ط أعداد منطقة. بِيّن أن 5 حقل. 
قط تكون مجموعة 5, من أعداد حقيقية أو عقدية؛ حقلاً إذا كانت تحتوي 0 و ! وكانت مغلقة تحت الجمع؛ والطرح؛ والضرب, 
والقسمة [ما عدا على الصفر]. بما أن 01/5 +070 ى 00/3 +1-1 . فإن 0ى ! ينتميان كلاهما إلى 5. أيضاً: 
3 + () +دن + م) - (قلط +جع) + (3لحط + ه) 
)5٠- 5‏ +ن -م) - (2/3 +») - (قلاط + م) 
5لحط + هه) + (همة3 +عه) ع (2/3 + ع)(3لاط + ه) 
وبالتالي» تكون 58 مغلقة تحت الجمع, والطرح؛ والضرب. نبين الآن أن 5 مغلقة تحت القسمة [مما يجعل كل عنصر غير صفري 
عنصر وحدة]: 
همجعم , فمةجعه _ (3لك سعازة لاط جه) _ (دلاط + م) 


تووم “ تووم ” 273 ع0 (77 دع - (203 جم 


وهكذاء تكون 5 حقلا. 
6 لتكن 1 حلقة المصفوفات الحقيقية 22 التي في الشكل 5 1( بين أن 2 متشاكلة تقابلياً مع مجموعة الأعداد العقدية 
1 ٍِ . 
©. وبذلك تكون 2 حقلاً. 


8 التكن 82+-©:/ معرّفة بواسطة 5-5 غ)- نه ذمار. من الواضح أن 7 واحد- لواحد وفوقية. لنفترض أن 
توك به ولق جع يك إذن: 


الك + 5) + ع + ه)ع رم+ ,2 ىل اإإ(وط+ له + (لط - 0م ع تيه 
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250.6 
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2536 


20.6 


25566 


البنى الجبرية 
وبذلك, 
عمد 2 20-72 وغل ١)‏ ددعم 
عط +هه)- ‏ 854 -عم)_ ١4د‏ و- 
ماله (يع لي و - 4 6( 6« دعردمر 
أخيراً. 1 (01 +  2)1‏ (4)1. المصفوفة المتطابقة. وبذلك تكون # تماكلاً. 
المبرهنة 12.6: إن حلقة صحيحة منتهية 8 تكون حقلا. 


اثبت المبرهنة 12.6. 


© لنفترض أن 8 لها « عنصراً. ولتكن (,8.....رة.,3) > 212 ليكن 2 أي عنصر غير صقري في 8©, ولننظر في العتاصر 
ال ه: ,8ش....ريةة,,8ة. بما أن 60 4. يكون لدينا ,80 ع ,88 يقتضي /ث > ,4ه [المسالة 244.6]. وبذلك. تكون العناصر 
ال 8 أعلاه مختلفة, ولا بد أن تكون إعادة تنسيق لعناصر 8. أحدهاء وليكن 33, لا بد أن يساوي عنصر المطابقة ١‏ في 0؛ أي 


أن 288.1 وبذلك» يكون ,3 معكوس 4. بما أن 2 عنصر غير صفري إختياري في 1, ينتج من ذلك 
بيّن أن ,2 حيث ‏ عدد أولي؛ تكون حقلاً. 
8 2 حلقة صحيحة [المسألة 243.6] ومنتهية. 


بيّن أن المثالي الوحيد ل في حقل 7 هو (0) أ الحقل 5 نقسه. 


88 إذا (1*)0. إذن 1[ تحتوي عنصراً غير صفري 4. بما أن 7 حقل. إذن 3 عنصر وحدة. 


46 (ب)]. 


لنفترض أن 8 «-/ :ل تشاكل من حقل 52 إلى حقل '6ل 


أن 2 حقل. 


إذن. 3-8 [مسالة 


بيّن أن ؟ تطبيق متباين؛ أي أن ؟ واحد ‏ لواحد. 


إن 4ع >( مثالي في ؟, بواسطة المبرهنة 11.6. إذا 15 1 إذن '20 (1). ولكن, وبما أن ؟ تشاكل؛ تتطلب 
'1 > (2)1. وبالتالي © * ل وهكذا (0) >3 [المسألة 250.6]. لنفترض (86 > (508. إذن, 
0- (م)؟ - (ه)] » (ط- 8). وبالتالي 2-6 تنتمي إلى ل وهكذا 4-6-0 أو 4-8. ينتج من ذلك أن ؟ واحد. 


الواحد. 
ليكن 2 حلقة صحيحة. عرّف «حقل خوارج القسمة: ل 2 


8 لتكن 5 مجسوعة كل الأزواج المرتبة [خوارج القسمة] (له, حيث 62 (ره, و60ةط 


عرّف 2094 له إذا 


+ > 00. [هذه علاقة تكافق]. لتكن (8)0 صنف علاقات التكافؤ [2/0], بعمليتي الجمع والضرب المعرّفتين بواسطة: 


[(ك0)/زءط + 4ه)] ع [لاء] + [طلع] وى [(00)لزعة)] ع [ل/ع].زملم) 
إذنء (7)0 هى الحقل المطلوب. 
ما هى حقل خوارج القسمة للحلقة الصحيحة 2 للأعداد الصحيحة؟ 
8 © - (8)5, حيث © حقل الاعداد المنطقة. 
لتكن (»]2 > 216 حلقة الحدوديات في * بمعاملات حقيقية. ما هو حقل خوارج القسمة ل 1؟ 


8 (10 هى حقل الدوال المنطقة من الشكل 5)2(/800 حيث (4 ى #0 (8)5 حدوديات. 


لتكن 2 حلقة صحيحة. بيّنَ أنه يوجد تطبق متبآين بحيث تكون صورة 8 في حقل خوارج القسمة (1)0 


08 ليكن (5)0 ج-8 :م تطبيقاً معرّفاً بواسطة [1/ه] > (5)8. إذن: ؟ تطبيق متباين؛ أي أن * تشاكل وأن # واحد ‏ لواحد. 


[مثلاً. نطابق عدداً صحيحاً : في 2 مع الكسر 5/1 في ©]. 
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الفصل 6 5 187 


6 عرّف «مثاليا أعظمياء >1 في حلقة © 
ا يكون #2 مثالياً أعظمياً في 8 إذا 12628 وإذا لم يكن هناك إي مثالي 3: يقع فعلاً بين 16 و 2 أي إذا كان 
18> 5 ايقتضي 85-37 أو 8< ل 

6 لنفترض أن 12 مثالي أعظمي في حلقة تبديلية 8 بعنصر مطابقة 1. اثبت أن حلقة خوارج القسمة 8/1 تكون حقلا. 

8 بما أن 8 * كك. لدينا ©3© 1 [المسالة 214.6 (1)]. من المسألة 217.6, تكون المجموعة المصاحبة 8+ 1 عنصر 
مطابقة من أجل 8/6. ومن المسألة 216.6, تكون 8/6 تبديلية. يبقى أن نبين أن أي مجموعة؛ مصاحبة أخرى غير 1 
[العذ الصفري ل 18/1]. تمتلك معكوساً ذ بياً في 8/6. لنفترض أن عل * ع + ه. إذن. 61 8. لتكن 
للع لهك عم عاو + م) د ل إذن. 3 مثالي يحتوي 8 و #5 معا. بما أن 216 يكون لدينا 3 ك. وبذلك, وبما أن 
أعظميء فإن 8ل إذن,ء [1©3. وهكذا يوجد 68 يكن و1 يا بحيث أن يليه + قن - 


ينتج من ذلك 


أن 


19+ 1006 + ع + قي > 16+ يكلرة + هيع عزج 1 


أي أن 164 + ى؟ هو المعكوس الضربي ل + . وبذلك. تكون 8/5 حقلا. 
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الفصل 7 
الفضاءاد و الفضاء اذ 


يتطلب تعريف فضاء متجهي حقلاً إختيارياً (أنظر قسم 9.6) تسمى عناصره «سلميات». نتبنى الترميز التالي (إلا إذا ذكر أى 
فهم غير ذلك): 
5 حقل السلميات 
,5 ,2 عناصر 1 
٠‏ الفضاء المتجهي 
#إلاينا اعتاصر 37 0 
ولن يفقد الموضوع جومريته إذا افترض القارىء آن 16 هو حقل الأعداد الحقيقية 2 أى حقل الأعداد العقدية ©. 


7 الفضاءات المتجهية 


17 


27 


37 


4. 


1688 


عرّف «فضاء متجهيا. 

88 ليكن 8 حقلاً معلوماً. و لا مجموعة غير خالية بقواعد الجمع والضرب السلمي اللتين تعرّفان من أجل كل /ا© .نا 
«مجموعاء 1 © 0+ نء وكل 1 © نا و1 عط جداءة 67 نل إذن, نقول أن /7 «فضاء متجهي فوق 56 (ونطلق على 
عناصر / اسم «متجهات») إذا تحققت الموضوعات التالية 

آبةا: من أجل أي متجهات 3707© برام (بدج 7) ج باع برج (ا+ 1 

آية]: يوجد متجه في 7, نرمز له ب 0 ونسميه «المتجه الصفري», يحقق نع 0 + نا من أجل أي متجه / © نا. 

[,4]: يوجد, من أجل كل متجه 7 © لاء متجه في ا نرمز له ب -ناء يحقق 0< (نا -) + لا. 

آ,4]: لديناء من أجل أي متجهين 67 لارلاء أن لا+ لات با+ يد 

[,9]:' من أجل أي سلمى 76 © وأي متجهين 67 انه 60 + باك (0+ نعل 

لياقا: من أجل أي سلميين 36 © طبه وأي متجه / © ناء نط + به ع نا(ط + 8). 

[,31]: من أجل أي سلميين 12 © طبه وأي متجه ا نه (ناا)ة > د(طه). 

[,8]: من أجل وحدة السلميات >1 © 1, لاع 10 من أجل أي متجه 7 © نا. 


بين أنه في أي فضاء متجهي 7 يكون لدينا: (1) أي مجموع متجهات 7+ ... + ,0+ 7 الا يتطلب أقواساً ولا يعتمد على 
ترتيب الحدود المجموعة. (ب) المتجه الصفري 0 وحيد. (ج) السالب ل- لآي متجه نا وحيد. (د) يتحقق قانون الاختصا, 
أي يكون لدينا من أجل أي متجهات 7ع ,بريه بح باح اانا يقتضي لاح يل 

8 تبين الموضوعات الأربع الأولى للفضاء المتجهي 7 بأن 7 زمرة تبديلية تحت الجمع. والخواص المذكورة أعلاه تنتج من 
هذه الحقيقة. 
كيف يعرّف الطرح في فضاء متجهي 87 

28 يعرف الطرح بواسطة (نات) + يدك بدن 
في منطوق الموضوعة [,81]. (نا8)ة > ن(مة). ما هي العملية التي يمثلها كل جداء؟ 

18 في ل(ة) يرمز الجداء 6ه للمسلمين 2. 6 إلى الضرب في الحقل 5, في حين أن الجداء بين السلمي داه والمتجه لا 
يرمز إلى الضرب السلمي. 

في (0) يرمز الجداء اا بين السلمي 6 والمتجه د إلى الضرب السلمي: أيضاً جداء السلمي 8 والمتجه ناا يرم إلى 
الضرب السلمى. 
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5 


77 


57 


527 


107 


117 


147 


157 


ليكن ”6 > لا حيث 12 حقل إختياري. بين كيف نجعل / قضاءً متجهياً فوق >1. 
8 رف الجمع والضسرب السلمي بسواسطة الي + ي#سميظ + بهريظ + ي4) د لابرط ل ليه 


رفاظا حيسث ‏ 61 لرنا.رة. ويكون المتجه الصفري فى لا نسونية الاصفاً. 


5 4 أرء 


22222025 
(0,0.....0) ده 


إن “#5 - 37 فضاء متجهي عماثل للبراهين في قسم 3.1 من أجل "2 
لتكن» مجموعة الاعداد الصحيحة بمقاس 3 سم عدد العناصر الموجودة في الفضاء المتجهي *)! 2 17 
ا هناك تلاثة خيارات: 0. ١‏ أو 2 لكل مركبات متجه في . وبالتالي لا لها 81 - 


قلي عنسرا 

لتكن /! مجموعة كل المصفوفات 8 * © التي مداخلها في حفل إختياري 6!. بِيّن كيف تجعل ا فضاء متجهياً 

© إن لا فضاء متجهي فوق 15 بالنسبة إلى عمليتي الجمع المصفوفي والضرب السلمي. إثيات هذه الحقيقة ممائل تماماً 
لإثبات مبرهنة 3.2 للمصفوفات 2001 فوق 26. 

لتكن /ا مجموعة كل الحدوديات "اي +...+ ثاية + 3,1 + م3 التي معاملاتها به من حقل >1. بيّن كيف تجعل 7 فضاء متجهياً. 
له إن 7 فضاء متجهي فوق ؟! بالنسبة إلى العمليتين المعتادتين لجمع الحدوديات والضرب في ثابت. 


بيّن أن *8- 1 ليست فضاء متجهياً فوق 2 بالنسبة للعمليتين التاليتيين للجمع المتجهي والضسرب السلمسي 
(ك + ط ,ع + ه) > (لن) + (ية) او (4.6») > (6)0,5. بِيّن أن واحدة من موضوعات الفضاءات المتجهية لا تتحقق هناء 
8# لتكن 1ع 2دم (3,4)-» إذن 
(9,4) > (3,4)ة ع زوج ن) 
(9,8) > (6,4) + (3,4) > (2)3,4 + 4 
بما أن 50 + 0ع # 5(0 + )4 فإن الموضوعة [,6!] لا تتحقق. 


1ع وج بر 


بِيّن أن 882 ليست فضاءً متجهياً 8 بالنسبة إلى العملبتين: (6ية) - (لرء) + (طيع) وى (ططرة) 2 زطيناا. 
واحدة من موضوعات الفضاءات المتجهية لا تتحقق. 
لل لتكن (1,2) > , (3,4) > ب إذن 
(1,2) ع رك4,ة) + (1,2) ع وجب 
(3,4) > (1,2) + (3,4) ع بر بو 
بما أن » + ٠‏ » # + 0, فإن الموضوعة [,6) لا تتحقق. 


بين أن 


بِيّنِ أن *8 > /31 ليست فضاء متجهياً فوق 8 بالنسبة للعمليتين: (0+ 8 ,ع + د) > (ل) + (طره) و (#0لبهة) - (طها 
بين أن واحدة من موضوعات الفضاءات المتجهية لا تتحقق 
التكن 1دى 32م «(3,4)- ٠‏ إنن 
(27,36) > (4,ة)ة د وزو + ) 

(15,20) > (12,16) + (كرة) ع (4رة)2 + (4,ة)1 د بدو + بر 
وبذلك. 80 + 20 *» (5+ 0 وهكذا لا تتحقق الموضوعة [ي31]. 
لنفترض أن 25 حقل يحتوي حقلاً جزئياً ك. بين كيف يمكن النظر إلى 8 على أنه فضاء متجهي فوق >1. 
8 ليكن الجمع المعتاد في 8 جمعاً متجهياً والجداء السلمي ا ل >1 © 1 و 8 © 7 هو الجداء بين ظ وا كمنصرين في 
الحقل 8. إذن: يكون 8 فضاءً متجهياً فوق >1. 
هل الحقل الحقيقي #8 فضاء متجهي: () فوق 50 (ب) فوق 52 (ج) فوق ©؟ 
8 () نعم, لآن © حقل جزئي في 8 (ب) لاء لآن 2 ليس حقلاً. (ج) لاء لان © ليس حقلاً جزئياً في 7 


هل الحقل العقدي © فضاء متجهي: (أ) فوق 51. (ب) فوق ©؟ (ج) فوق 52 (د) فوق ©؟ 
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90 11 الفضاءات والفغضاءات الجزئية المتجهية 
© () نعم لآن 8 حقل جزثي في ©. (ب) نعم. لأن © حقل جزئي في ©. (ج) لا, لآن 2 ليست حقلاً. (د) نعم: كل 
حقل فضاء متجهي فوق نقسه. 

07 هلر” فضاء متجهي فوق ,:2؟ 
الات (0,1,2,3,4) يت ليست حقلاً جزتياً في (0,1,2-6) حيةه لآن العمليات مختلفة؛ مثلاًء 2+3-0 في و2 
ولكن 0 3 + 2 في ب وبالتالي: ,2 ليست فضاء متجهيا فوق ي2. 


مبرهئة  :1.7‏ ليكن / قضاء متجهياً فوق حذل 56 
(06 من أجل أي سلّمى 1©< لي 00م ,1 ©0. 
(09) من أجل 7 © 0 وأي متجه 00-0 ,لاع ند 
(1) إذا 0ع«عط حيث 1ع و لاعن إذن 0-< أى 20د 
40 من أجل أي 16 © وأي ‏ 17ج ا نطت زبات)اك نا-). 


7 اثبت () في المبرهنة 17: 0-0 
8 لديناء من الموضوعة [يه] ب 0 -ناء 0-0 + 0. وبالتالي. ومن الموضوعة [,01] 10 ++ 0 > (0 + 0). - 60 
نضيف 40-- إلى الطرفين. فنحصل على النتيجة المطلوبة. 

7 اثبت (11) في المبرهنة 1.7: 0 ن0. 
18 نحصل, من خاصية ل, على 0-0 + 0. وبالتالي. وبواسطة المرضوعة [,81], 00 + نا > با(0 + 0) > ن0. 
بإضافة 0- إلى الطرفين» نجد النتيجة المطلوبة. 

7 اثبت (1أ) في المبرهنة 7.!: إذا 0« مط, إذن 0-* أي 0س 
8# لنفتسرض أن #0تناط و6#0. يوجد عندثشذ سلمسيى '-# بحيثآن 1غ وبالتالي 
0د واحزك رمات د نوز -6) دبال دير 

27 اثبت (7) في المبرهنة 1.7 0- - (ن-)ط! ع بال-) 
لها نستخدم 0 - (ن-)+ ناء فتحصل على (نا-)ط + نا ع ((نا-) + ذ)ط > 0 > 0. نضيف اظ- إلسى الطرفين» 
قتحصل على (نا-)ك! > نانا- . 
انستخدم 0ع ن)-) + غ, فنحصل على ل(1-) + نعط ن((ا-) + ) > 0 > 0. إضافة 'اءا- إلى الطرفين تعطينا 
ن(ا-) ع نا-. وبذلك ناح ح (ن-)ئا ع بال-). 

7 بيّن أنه من أجل أي سلمى ‏ وأي متجهين ذاى لا لاطا - ناما > (0 - )كل 
8# تستخدم تسريف الطمطرج,. (-) + نا اج لاح ناء. والنتيجسة «الا- » (ا-)ا للحصول على 
بم > ناك زعا-) + بماك (حدعيز + باك ززو)+ )عا د زر - نل 
مبرهنة 27: ليكن 12 حقلا إختيارياً ولتكن © أي مجموعة غير خالية. لتكن لا مجموعة كل الدوال من 6 إلى 6. نعرّف 

مجموع أي دالتين 7 © 5.8 بأنها الدالة 37 © ع +4. حيث 
كنتافا مع + 0)؟ ع )ع + 1) 


[الومز 1 يعني «من أجل كلء]. إذن. 7 فضاء متجهي فوق 5, أي أن 7 تحقق المرضوعات الثماني 
للفضاءات المتجهية. [/ا ليست فارغة لأن 7 ليست فارغة]. 


7 اثبت أن // في المبرهنة 2.7 تحقق الموضوعة [,8]. 
88 لتكن © طرع. لكن نيين أن (8+ع) +4 8+ (ع +1). يلزم تبيان أن الدالة ط+ (ع+/) والدالة 
(ط + ع) +7 تعطيان كلاهما نفس القيمة من أجل كل © 2 الآن» 
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]1 381 (هاط + رهام + ضر ) - نمام + وزع جر ) - زم جرع + ر) 
+ © 332 (زداط + زماير) ٠“‏ (ماز - حازم +ع) + ضار - رع)ز(م عدي دي) 
ولكن (1)0, («)ع: (71)00 سلميات ف ي الحقل 1 حيث جمع السلميسات عملية نجميعية:؛ وبسالتا! 
زط + ومع) + 00 > روط + (ل«اع + 00). إذن. (8+ ع + - وج روي 


027 اثبت أن /9, في المبوهنة 2.7 تحقق الموضوعة [ي8]. 
2 لتكن 0 الدالة الصفرية: 0 > (0)8, © «لا. لدينا إذن. من أجل أي دالة 07 ©/, 
]ل[ ع 3١‏ («ال- 0 + (م)ل - )0 + ضار - زه + /) 
وبذلك. 9 -2+0. ويكون 0 المتجه الصفري في 1. 
07 اثبت أن 97؛ في المبرهنة 2.7 تحقق الموضوعة [ي8]. 
قا من أجل أي دالة لا © لتكن 7 - الدالة المعرّفة بواسطة (*؟ - (00-). إذن 
+1 3 0 -0 - مم/ - ضمز - و)زر-) + جارد (زم) جر) 
وبذلك 020-)+م 
7 اثبت أن لا؛ في المبرهنة 2.7 تحقق الموضوعة [,8]. 
8# لتكن 37ا©ه,. إذن 
+1 3 ما( + ع)ء (مال + )ع > (مع + (د)ز »- (ما(ع + [) 
وبالتالي» ؟ +عص عجوم [لاحظ أن (<)) + (ممع ع زنع + (:)م تتبع من حقيقة أن (1)8 و ()8 سلميين في الحقل 1 
حيث يكون الجمع تبديليا]. 
7 اثبت ان ١؛‏ في المبرهنة 2.7, تحقق الموضوعة [,31] 
1# لتكن 7ا©هم؟ وى ا66. إذن 


لمجا + جماها ع ((م)ع + مال )ا - (ض)(ع + )ا > (م((ع +1 )4 
لاع 3 (يا(يا + أ)) - (م)(ها) + ()(/ا) - 


وبالتالي» عا + عع زع + )كز [لاحظ أن (4)5 + 0)ع > 800 +( تتبع من حقيقة أن 2 («)1: («)ع سلميات في 
الحقل 16 حيث الضرب توزيعي فوق الجمع]. 

7 اثبت أن , في المبرهنة 2.7, تحقق الموضوعة [,31]. 
#ه لتكن ا©2 لى كا طيه. إذنء 


قارط + (ما(زم) - ضمزط + جبازه - )ززم + م) د وزترزة + م) 
قوزرم + رم)د- 


وبالتالي 6ط + كه > غم + 6. 
7 اتبت أن لا. في المبرهنة 2.7, تحقق الموضوعة [,81). 
8# التكن 4©17 و 61 طرة. إذنء 


1ع +37 نما( زط)م) - وا(زميه > (زوازطاه - وم ز(طم) - وال (ضم) 
وبالتالي. مه > ؟(طم). 


7 أثبت أن /9: في المبرهنة 27, تحقق الموضوعة [ي31). 
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2 13 الفضاءات والفضاءات الجزئية المتجهية 


8 التكن 7 ©5. إذن. من أجل الوحدة 216 1, 0 - 1660 > (18)2), 120. وبالتالي ؟ - 16. 
7 لتكن /7 مجموعة متتالية لا نهائية (....ره.,ه) ذات مداخل من حقل ك. بيّن كيف تجعل 7 فضاء متجهياً. 
8 تعرّف عمليتا الجمع المتجهي والضرب السلمي على 7 بواسطة: 
) رطر6) + لسيقية) 


50576 


8+ يقبرط + ,6 - 
هار 08 - 
حيث 1 © را.,ه. ويكون البرهان أن 77 فضاء متجهي ممائلاً للبراهين في القسم 3.1 من أجل *8. 


7 ماهو المتجه الصفري 0 وسالب متجه (...ره.,ة) > نا في الفضاء المتجهي ‏ للمسألة 80.7؟ 
8 هما (...,0,0) 0 متتالية الأصفار: ى (....رم.,ه-)- 0-0 متتالية سوالب المداخل في لا. 

7 التكن ا مجموعة الأزواج المرتبة (8,6) للأعداد الحقيقية, حيث تعرّف عمليتا الجمع في 7 والضرب السلمي على ٠‏ بواسطة: 
(ك + طبع + ه) - (فيع) + (طرة) وى (8,0) > (طرة)ك. آي الموضوعات الثماني للفضاءات المتجهية تتحقق من أجل 87 
8 تحقق ‏ كل موضوعات الفضاءات المتجهية باستثناء [,26]: ناح ن1. 
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ان [,!] ليست نتيجة للموضوعات الآخرى من فضاء متجهي. 
018 بما أن البيثة الجبرية ٠‏ في المسألة 32.7 تحقق كل الموضوعات ما عدا [,01]. فإنه لا يمكن اشتقاق [,1/!]) من 
الموضوعات الأخرى. 

7 لنفترض أن 8 حقل يحتوي حقلاً جزئياً ك5. بيّن أنه يمكن اعتبار المجموعة *ت- 3 فضاء متجبياً فوق 86 
8 عرّف الجمع المتجهي والضرب السلمي في 7 كما يلي: 

يم + كن ىا كن + 2 
يقار يهكاى 168 - الل سيقيية)! 

حيث ‏ 8 © رطية وى 1 ©ظ. إذن, يكون 7 فضاءً متجهياً فوق 5. [هذا الفضاء المتجهي يختلف عن الفضاء المتجهي "ا 
باعتباره فضاءً فوق 8]. 


قرط ر8) + لم#مسبيق.ي8) 


7 هل يمكن تعريف © [ازواج أعداد عقدية] كفضاء متجهي: (1) فوق 8؟ فوق 0؟ (ج) فوق ©؟ (د) فوق .2؟ 
18 نستخدم المسالة 34.7: () نعم, (ب) نعم. (ج) نعم. (د) لاء لآن 2 ليست حقلاً. 


7 هل يمكن تعريف 22 كفضاء متجهي: (|) فوق 0؟ (ب) فوق 58 (ج) فوق 0©؟ 
الا نستخدم المسألة 34.7: () نعم. (ب) نعم. (ج) لا؛ لآن © ليست حقلاً جزكيا في . 
7 كيف نعزف «الجداء النقطي». الطول» التعامد على فضاء متجهي مجرد؟ 


8 الا يعتبر الجداء النقطي. والمفاهيم المتعلقة به مثل الطول والتعامدء جزءاً من ١‏ 
يمكن اعتبارها كبنية إضافية قد تعرّف أى لا تعرّف. [سوف ندرس مثل هذه الفضاءات 


الأساسية للفضاءات المتجهية: ولكن 
ي الفصلين 14 و 20]. 


7 الفضاءات الجزئية للفضاءات المتجهية 


7 عرّف فضاء جزثياً في فضاء متجهي. 
8 التكن 1 مجموعة جزئية في فضاء متجهي فوق حقل 5!. نقول أن 7 «فضاء جزئي» في 17 إذا كانت 11 نفسها فضاء 
متجهياً فوق 14 بالنسبة لقانوني الجمع المتجهي والضرب السلمي على ل 


مبرهنة  :3.7‏ تكون 77 فضأ في إذا وفقط إذا: 
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(0 /لا مجموعة غير خالية (لو: / © 0). 
(1) الا مغلفة تحت الجمع المنجهي: 77 © 37,8 تفتضي /1 © بن + نإ 
لك 7 مغلقة تحت الضرب السلمي: 3187© 7 تقنضي اعم من آجل كل # © # 
اثبث مبرهنة 3.7. 
قا لنفترض أن 2 نحقق (1) ى (1) و (11). من (1) تكون /77 غير خالبة؛ ومن (4) و (411), تكون عملينا الجمع المتجهي والضرب 
السلمي معرفتين جيداً على /ل. كما أن الموضوعات [,8). ليةش] » 1943 [ي81], [,21): [رالا] نتحفق على /ا لآن المنجهات في 
تنتمي إلى 7. وبالتالي, نحتاج فقط إلى ان نببن أن [42] و [,8] تنحققان أبضاً على /10. من (1). ١(/‏ ليست فارغة. ليكن مذلاً 
/8ا © ه. إذن, من (11). يكون لدينا 070 ©0006 و0-0+, من أجل كل 1“ وبالتالي» تحقق /ا الموضوعة 
آيةى]. أخيراً. إذا ا إذن 10 ©--:1(0-) و0 («-) +0 وبالتالي, /لا يحقق [ي4]. إذن, بكون /3ا فضاء 
جزنياً في /ا 
وبالعكس, إذا كان /لا فضاءً جزئباً في /اء فمن الواضح تحقق () و (1) و (611. 
انتيجة 4.7 يكون /لا فضاء جزئياً في 7 إذا وفة لط إذا (3) 10 © 0 (لى #6 /3ا)ى (11) /1©#«,» تقتضسي 
/لا © 5 + 07ت من أجل كل )1 6 طرة. 


اثبت نتيجة 4.7. 

88 لنفتسرض أن 1١‏ تحقسق () و (11). إذن» من (). لا غير خساليسة. كما أنه إذا 97 © لاه إذن, من (1), 
الات 10+ باع « + وإذا ا ع» و ا ©؛ إذن, ومن (61. 17 © 00 + 60ت 60. وهكذاء وبواسطة المبرهنة 
7 يكون /ا فضاء جزنياً في 7. 


وبالعكس, إذا كان للا فضاءً جزثياً في /7, فمن الواضح نحقق () ى (1) في 19. 


ليكن ١‏ أي فضاء متجهي. عرّف «أصغره و «أكبرء فضاء جزئي في 7 

18 المجموعة (0) المكونة من المتجه الصفري وحده تكون فضاءً زثياً في 7 منضمناً في كل فضاء جزثي آخر في ا, 
والفضاء الكلي / هو نفسه فضاء جزئي في ٠‏ يحتوي كل فضاء جزئي آخر في 0. 

المسائل 46.7:42.7 تتعلق بالفضاء المنجهي (1 © ,ه:(3.0,0)) > /3ا 


برهن آن ا فضاء جزني في 7-87 حيث ا المستوى لا المؤلف من المنجهات اللواني مركباتها الثالثة تساوي صفراً. 
أي (6رطيةنزمطه)؛ ع نل 
8 الات (0,0,0)- 0 لآأن المركبة الثالثة في 0 هي 0. من أجل أي منجهين (0ب,ه) > لا (4.0,غ) سن« في ا وأي 
سلميين (عددين حقيقيين) ٠‏ و '/: لدينا 
(0,0ا + طيلك عا + هع > (0,ل عات 6) + (0,طعايي)ع (0,ليع) 1+ (ورطيه)ط ع بواج و ومكذا. /لا © سا + ا رهمذا 
يعني أن 7 فضاء جزثي في 9. 
بين أن 17 فضاء جزثي في 87 - لا حبث 73 تتكون من تلك المتجهات التي مجموع مركباتها يساوي صفراً؛ أي 
(معء + 6+ متورطة)) د بل 
8ه لا © (0,0.0) -0 لآن 0+0+0-0. لنفنرض أن (#لرايه) - م (08'5'6) ع »« ينتميان إلى ا أي ان 
0ع + +ع وى 0ع »+ 'ط+ '4. إذن, من أجل أي سلميين »او “ل, 
ع" + معل 'ط'ا + ناكل نو“عا + 83) ع راع )0 + وععارط ارو ع جاع 'طنه) اع (عرطيه)» ع بواعا + ب كما أن 


+٠0 -0‏ ماع رك + 'ط+ هتلاح + ط+ هم)لا ع زع عا + ععل) + (لطاما + طائل) + كوا + قعل 


بِيّنِ أن /ا ليست فضاء جزنياً في 87 - 
(0جدنطة)) د بل 


حبث تتكون 7 من تلك المتجهات التي مركباتها الآولى غير سالبة, أي 
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الفضاءات والفضاءات الجزئية المتجهية 
8 نبين أن واحدة من الخواصء مثلاً. في المبرهنة 3.7 لا تتحقق. للا © (1,2,3) >7 أي #2 © 5- -6. ولكن, 
(15-,10-,5-) ه (5)1,2,3- > 17 لا تنتمي إلى 10 لأن 5- عدد سالب. وبالتائي. لا يكون 1 فضاء جزثياً في 7 

بين أن 7 ليست فضاءً جزثياً في 7/87 حيث تتكون لآ من تلك المتجهات التي لا يتجاوز طولها 1, أي 
(1ا> تمه تطل توبرعرطية) ) ع بل 


© الاك (1,0,0) عم وى لات (0,1,0) - م ولكن (1,1.0) > (0,1,0) + (1,0,0) > «ا+ 7 الا ينتمي إلى ا لآن 
1 < 02-2 + 12 + 12. وبالتالي» لا يكون 18 فضاء ج يآ في لا 


بيّن أن 1 ليست فضاءً جزتياً في 87 - لا يث تتكون /73 من تلك المتجهات التي مركباتها أعداد مُنُطقة, أي 
(0 ع عطم لطم ) د ثلا 

© بتاع (1,2,3 ى 4/38 . ولكن ‏ (2,20/2,31/3/) - (40-7/2)1,2,3. لا ينتمي إلى 77 لأن مركباته 
ليست أعداداً منطقة. وبالتالي, لا يكون /ا فضاءً جزئياً في لا. 


المسألتان 48.7-47.7 تتعلقان بالفضاء المتجهي 7 لكل المصفوفات المربعة -5 فوق حقل ل. 
بيّن أن /ا فضاء جزئي في ,١/‏ حيث /لا مكون من كل المصفوفات المتناظرة؛ أي كل المصفوفات (ية) > م حيث يه * يه 
1 لاا © 0, لآن كل مداخل 0 أصفار وبالتالي متساوية. إفن الآن أن لية) داه الى (را) - 8 تنتميان إلى /لا؛ أي 
أن ربه »بره فى ارط ,ط. من أجل أي سلميين 16 © «,ه, تكون 68+ 28 المصفوفة التي مدخلها ال زؤ هي العنصر 
راط + يقه. ولكن ررطط + ببقة > رناط + يهم إذن تكون 68+ 28 متناظرة هي الأخرى, وبذلك يكون /لا فضاءٌ جزثياً 
في لا. 

بين أن //ا فضساء جزئي في / حيث يتكون 7 من المصفوفات التسي تتبادل مع مصفوفة معطاة !؛ أي, 
(14ع ملاع م) د أن 


الات 0 لآن 07-0-710. لنفترض الآن أن ا © 8,8؛ أي أن 81-148 او 831-78 لديناء من أجل أي 
سلميين >1 © تارة, 
زط + هه" > (7)8 + لهه)؟ ع زقاكاط + (8]ه - (31)ط + (30)ه ع '1ز08) + 1لحع) ع 68(1 + قه). ‏ وبذلك, تتبادل 
8+ هه مع ؛ أي أننا ننتمي إلى 77؛ وبالتالي. يكون 78 فضاءً جزئياً في ا 
المسالتان 50.7-49.7 تتعلقان بالفضاء المتجهي / لكل المصفوفات 22 فوق الحقل الحقيقي 8. 


بِيّنَ أن //ا ليست فضاءً جزئياً في /ا. حيث تتكون 7 من كل المصفوفات ذات المحددات الصفرية. 

5 06 10 ١ 
[تسذكر أن م6-له- 5 1 السسفوفتان (0 0)-4 وى (! 8-00 تتنتميان إلى .لان‎ 1# 
ره يمل 03 > (8) 064 ولكن (9 ل)دقعه لا تنتمي إلى /1 لان 1 ع (18+ 06)8. وبالتالي. لا يكون /78 فضاة‎ -0 
.7 جزئياً في‎ 


بين أن /17 ليست فضاءً , حيث /1 تتكون من كل المصفوفات 8 التي تحقق ودع ثم 


18 مصفوفة الوحدة 97 ا تنتمي إلى 7 لأن 


ا لان 


وبالتالي, لا يكون /لا فضاءً جزئياً في /. 
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المسائل 52.7-51.7 تتعلق بالفضاء المتجهي / لكل الدوال من الحقل الحقيقي 8# إلى 8. هناء ترمن 0 إلى الدالة الصفرية 
-000. من أجل كل 8 ©». 

بيّن أن !ا فضاء جزئي في لا حيث (0 - ()51) > /. أي تتكون 18 من تلك الدوال التي تطبق 3 إلى 0. 
8 06# لان 0-(0)3. لنفترض أن 10 © 8,, أي أن 0- (1)3 و0- (80. إذن, يكسسون لسدينا 
60-0 + 0ه - (3)هط + (3) - (52(03 + 88). من أجل أي عددين حقيقيين 2 و 6 ربالتالي. 18 © ع6 +38 وبذلك 
يكون 7 فضاء جزثياً في /7. 
بين أن 17 فضاء جزكي في /ا حيث ((1)1 > (5:17) > ا أي أن /13 تتكون من كل الدوال التي تقرن نفس القيمة ب 7 و 1. 
8 0ا©9 لآن (0-0)1- (00. لنفرض أن /لاعه5. أي أن (1)1 > (9)7 و 10)ع > (8)7. إذن. يكون لدينا 
(59()01 + كم - (ليهط + (لاله > (7)عط + (0107 > (62(07 + 86). من أجل كل عددين حقيقيين © ى 8. وبالتالي. ت 
8ط +35 إلى /ا: أي أن /78 فضاء جزكي في لا. 
بِيّن أن 7 فضاء جزئي في ل حيث تتكون /لا من كل الدوال الفردية. أي تلك الدوال ؟ التي تحقق (1- - («-)". 
8 061 لآن (000- ع 0- 0 («-)0. لنفترض أن 77 مك أي أن 00 > (-)) او و وحاق 


لدينا إذن؛ («)(هط + 0م)- د زوم + 0لة)- ع هط - للم د لوسداوط + )قم ك رد)زوط + 6ه 
من أجل أي عددين حقيقيين 8 و م. وبالتالي» /8ا© ع8 + 26 وبكون /لا فضاء جزئياً في 37 


بِيّنِ أن /!ا ليست فضاءً جزثياً في /ا حيث ((01 + 2 ع (0)1) ع بل 

انظ نفترض أن 5,861 أي (101/+77-2)) و (إ)ع +2 > (7)ع. إذن 

(1)ع + /) + 2ع (لعزع + ؟) + 4 > (ا)ع + زلا + 4ج (ل)ي + 2 + (لك + 2 - رمع + زجاله (ت)و + وبسالتسالسي» 
ته وبذلك لا يكون ١1‏ فضاءً جزئياً في 37 


بين آن 17 ليست فضاءً جزئياً. حيث تتكون ا من كل الدوال غير السالبة. أي كل الدوال ‏ التي تحقق 0< ()5, 06# 


ليكن 2- >6 ولتكن 7637 معرّفة بواسطة *«-(18. إذن. 10 ©؟ لآن 0< * ا (8), 926 ولكن 
0 > 50- - (2)52-) - (5))ء ع (قيم) وبالتالي © 4ك6. وبذلك لا يكون /3 فضاء جزئياً في 7 


بين أن لا فضاء جزئي في ل حيث بن لا من كل الدوال المحدودة. [تكون دالة «لا ©] «محدودة» إذا وجد 1 08/6 


بحيث أن 80> |(1)0] من أجل كل © «]. 

ل من الواضح أن 0 محدودة. لآأن 0 (*0)8 من أجل كل 8 > »ا لتكن الأن /8ا© 1.8 مع وجود حدين ,31 و ث3 
مسن أجسسل ؟ و م علسى التسرقيب. إذن؛ يكسون لدينا منن, اجل اي سلميين 8و8 وكيل 1 6ين 
لاطا خرقلاءا» اومع| إطر+ اوقازها ع المهطا + زلوائها > نيه + لد ألوزوط + 6ة)|. أي أن 


يط +,136ة1 يكون حدًا من أجل الدالة + 37. وبذلك؛ يكون 17 فضاة جزئياً في /. 

هل يكون /7 فضاءً جزئياً ل لا حيث (1) /لا يتكون من كل الدوال المستمرة؟ (ب) /13 يتكون من كل الدوال القابلة للاشتقاق؟ 
ل نعرف من الحسبان أن الدالة الثابتة 0 مستمرة وإشتقاقية (قابلة للاشتقاق). نعرف من الحسبان أيضأ أنه إذا كانت ؟ و ع 
)» فإن 86+68 من أجل أي عددين 2 و 8 تكون دالة مستمرة (إشتقاقية). وبذلك؛ () نعم؛ 


مستمرتين (اشتقا 
(ب) ثغم. 


ليكن 7 الفضاء المتجهي للحدوديات "1ه + ... + “ايه * 2,4 + ,3 بمعاملات حقيقية» أي أن © ,2.4 حدّد ما إذا كان /لا 
كي في / أم لاء حيث 


(1) تتكون 1 من كل الحدوديات ذات المعاملات الصحيحة. 
(ب) يتكون /ا من كل الحدوديات ذات الدرجة الأقل من 3 أو التي تساويها. 
(ج) لا يتكون من الحدوديات ‏ "2رط+ ...+ “ارط + خابط + يط آي الحدوديات بقوى زوجية فقط ل + 
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8 () لاء لآن المضاعفات السلمية لحدوديات في 7لا تنتمي داثماً إلى /لا. مثلاًء لات 72 + يو + 3ه 0 لكن 
لات 2 7/2 +ع 5/2 + 3/2 -1/2. إلاحظ أن لا «مغلقةء تحت الجمع المتجهي؛ أي أن مجموع عنصرين في /لا ينتمي إلى 
0 (ب)ى (ج) نعم. لأنه, في كل حالة, 1 ليست فارغة. ومجموع عنصرين في 77 ينتمي إلى 17 والمضاعفات السلمية لاي 
علم في /لا تنتمي إلى /لا. 

مبرهئنة 5.7 إن تقاطع أي عدد من الفضاءات الجزئية في فضاء متجهي ايكون فضاة جزئياً فيه, 

7 أثبت مبرهنة 5,7. 

8 ليكن (411:161 تجميعا لفضاءات جزئية في ,١‏ وليكن (11/:1©1) 0 - /ا. بما أن كل ,1 فضاء جزئي. فإن 
3 0 من أجل كل 2.165 وبالتالي» 77 © 0. لنفترض أن 3اكلا.ن. إذن. ‏ 10,7618 من أجل كل 161 بما 
ان كل ,لا فضاء جزئي. فإن /1 © 67+ ناه من أجل كل 161. وبالتالي 677 «6+ لله. وبذلك, يكون 17 فضاء 


جزتياً في ,7 

7 بيِّنْ أنه ليس من الضروري أن يكون الاتحاد يلا نا ,13 لفضاءين جزثيين في فضاء متجهي 21 فضاءً جزئياً في /. 
8 ليكن 82 < لا وليكن (8 © 0(:5.,ة)) > إلا فى (0,6(:0568)) > ,لا. أي أن ,ا هو محور -* ويا محور لا 
في *8. إذن. ,/3 و يللا فضاءان جزئيان في لا. ليكن (1.0)- نا و (0,1)> ؟. إذن ناى ؟ ينتميان كلاهما إلى الاتحاد 
ثانا ,/8ا. ولكن (1,1)- +١‏ نا لا ينتمي إلى اانا ,10 وبالتالي» لا يكون ,11 لا,/1 فضاء جزثياً في 7. 
مبرهنة 6.7 لتكن منظومة معادلات خطية متجانسة في عدد 2 من المجاهيل والبسسالن» فوق حقل >1: 


وليه + ركيي» 
+ يتيج 4 + ركررة 


0ع جوع ديء+ ويكويرة + علرىة 
إذن» إن مجموعة الحل 1[ فضاء جزئي للفضاء المتجهى "16 
607 اثبث مبرهنة 6.7 
18 المنظومة مكافثة للمعادلة المصفوفية 8-0. بما أن 2800 فإن المتجه الصفري ينتمي إلى 17. لنفترض أن نا 
و ١‏ متجهتان في 197, أي أن لاى 7 حلآن للمنظومة إذن. 0- ده و 0- 490. وبذلك يكون لديناء من أجل أي سلميين 2 و ط 
في , 0-0 + 0ع 0ط + موك هط + نلخه > (0 + لاهاث. إذن: يكون 11 فضاء جزنياً في "ك. 
7 لتكن 18-)87 منظومة غير متجانسة لمعادلات خطية في عدد : من المجاهيل فوق حقل ع!. بين أن حل المنظومة ليس فضاءً 
جزثياً في "1. 


ا إذا 0د 8, إذن 8غ 80؛ وبالتالي, لا يكون 0 حلاً ل 8 - 876. وبذلك. فإن الحل ليس فضاء جز 
7 ناقش ما إذا كان 82 فضاء جزياً في 1:7 
8 لاء فعلى الرغم من أنه يمكن «مطابقة: المتجه 82 © (ط,ة) مع (8,6,0) في المستوى -لا» في 1283 إلا أنهما عنصران 
مختلفان ينتميان إلى مجموعتين منفصلتين. 1 
المسالتان 65,7-64.7 نتعلقان بالفضاء المتجهي 7 المتكون من المتتاليات اللانهائية (....ي8,.8) في حقل ك1. [أنظر المسألة 
7 
7 بين أن 1 فضاء جزئي في /!. حيث يتكون ا من كل المتتائيات التي مدخلها الأول صفري. 
8 من الواضح أن (....0.0) 0 تنتمي إلى 19. لنفترض أن 17 © #.لا. إذن, المدخلان الآولان ل نا ى ؟ مساويان 
للصفر. وبذلك. يكون المدخل الأول ل + نا هو 0+0-0, كما أنه من أجل أي سلمى 5 © . يكون المدخل الأول 
دا هى 0-0.ك6. وبالتالي. ينتمي 7+ ناو ناط إلى 218 وهذا يعني أن 11 فضاء جزثي في 1 
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كك 


أن 77 فضاء جزئي في /. حيث 11 مجموعة كل المتتاليات التي ليس لها إلا عدد منته من المداخل غير الصفرية. 
ليس ل (...,0,0) - 0 مداخل غير صفرية. وبالتالي 017 لنقترض أن /لا © انا إذنء يكون لكل من نان عدد 
منته من المداخل غير الصفرية. وبالتالي» يكون ل“ + نا ى ناك. من أجل أي سلمى 52 © 48 عدد متته من المداخل غير 
الصفرية. إذن» 7 + 4 او هط ينتميان إلى 1: وبذلك يكون 17 قضاء جزكياً في 7. 


7 التركيبات الخطية. البسطات الخطية 


26 عرّف التركيبات الخطية في فضاء متجهي. 
8# ليكن لا فضشضساء متجهياً فبوق حق ل 16 ولتكن 67 ...7 إن أي متجسه في لاامن الشكل 


لبي 4ل ياوه + رارق حيث ‏ 16 © ,8 يسمى تركيبة خطية ل لسرلا 


7 التكن 5 مجموعة جزئية فى فضاء تجهي /, عرّف «البسطة الخطية» ل 5, والتي يرمز لها ب (5) هدم أى (1.)8. 
0 يه في متجهي يٍِ 
8 إذا #2 5 فإن (0) > (5) 0هم5. في غير ذلك, تتكون (5) 30م8 من كل التركيبات الخطية للمتجهات في 5 
في في 
67 صفا هندسياً (00)0مم حيث لا متجه غير صفري في 2 


88 المجموعة (ذ) 8087 تتكون من كل المضاعقات السلمية ل د؛ هندسياً (1) 580 هو الخط المستق 8 المار عير 
: 5 5 نيم في : 
نقطة الاصل 0 والنقطة نه كما موضح في الشكل 1-7. 


شكل 1-7 


زن) مقرو 
67 صف هندسياً (9.نا) 5037 حيث لاى 7 متجهان غير صفريين في 87, وبحيث لا يكون أحدهما مضاعفا للآخر. 


4 تتكون المجموعة (/.0ا)8ةمة من كل المتجهات التي في الشكل "8 + لاه حيث # © طبن؛ هندسياً يكرن 
(9,نا) 80م5 المستوى في 27 عبر نقطة الأصل والتقطتين لا و *: كما هو موضح في الشكل 2-7. 


شكل 2-7 


(ن ,م) مهمع 
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مبرهنة 7.7: | لتكن 58 مجموعة جزئية في فضاء متجهي ل. 


() تكون المجموعة (5) 5030 فضاء جزتياً في /7 يحتوي 5. 


(01) إذا كان 1 أي فضاء جزتي في لا يحتوي 5. فإن 17 © (5)ندمه. 


اثبت (1) في المبرهنة 7.7: المجموعة الجزثية (5) 5028 فضاء جزتي في ل يحتوي 8. 

ا إذا © - 8 إذن (0) > (58) هدوف وهو فضام في 7 يحتوي المجموعة الخالية ©. لنفترض الآن أن © * 8. 
إذا 0©85. إذن (5)هدم» © > 170 وبالتالي» تكون 5 مجموعة جزثية في (5) 5830 آيضاً 2 * -5) ممصم لأن 
2 5. النفترض الآن أن (5) ممم © #ر ‏ أي أن اليه خط ابه ع د أي رأطرط ...+ رطع # أ حيث 


5 إلا او رطبة سلميان. إذن. الاي لاج رايط ل يليه ...+ إلاره حت بو + لا ويئتمي 

بالميقكا لط ارقا كت لرابية + ...+ إلارة)ط > 1680 إلى (5) هلام5, من أجل أي سلمى 6. لآن كلا منها تركيبة خطية من 
متجهات في 5. وبذلك؛ يكون (5028)5 فضاءً متجهياً في /. 
اثبت (11) في المبرهنة 7.7: إذا كان لا فضاءً جزثئياً في /7 يحتوي 8 إذن 19 > (90)5م5. 

# إذا 2ت 5, فإن أي فضاء جزئي /ا يحتوي 5: وتكون (0) - (2805م5 محثواة في /1. لنفترض الآن أن 
6* 5 ولنفترض أن 07 5 © ي".....,9. إذنء كل المضاعفات 673 “"ي2....,رارةء حيث 2,©16. وبالتالي يكون 
المجموع ا © ,اي +...+ ,لا,ة. أي أن 77 تحتوي كل التركيبات الخطية لعناصر 5. وبالتالي» يكون 1 © (482)5. كما 
هق مطلوب. 
لنفترض أن لا تركيبة خطية لمتجهات ”7 
بوره لس وللية + رارق > لا :رالاسسس 13 فى واللى+ ل والثيرط + رايط 
وبذلك. إذا (1) همد © 5 فإن (1) ضدمة > (ك)ضهمة. 


وأن كسل ,, تسسركيبسسة خطية للمتجهسسات 
بين أن نا تسركيبسة خطية أيضاً لك لا. 


85 الدينا 


ررناى© +00 + وناج4 + رناره عد ير 
(رلاييية +0 + رارم )يه + ٠١‏ + (راايية + +٠٠١‏ #روظ)يه + (_اطورط + ٠٠١‏ + لاررظارة > 
لها( مرظمه + +٠:‏ موظيه + ورظره) ٠٠١4‏ + رثا( رمظمه + ٠١‏ +بوطيه + ررطره) ع 


أى ببساطة 


5 (0 000 


لت 


اكتب المتجه (2,5-,1) « ٠‏ كتركيبة خطية للمتجهات (1,1,1) > ,6 (1,2,3) > يه ى (1,1-,2) 


8 نريد أن نعبّر عن 7 في الشكل ,ع2 + ,هلا + ,ع« > , حيث لا تزال », لاء و 2 سلميات مجهولة؛ لذلك؛ نتطلب 


(1,1-,2)2 + (1,2,3)بر+ (1,1 ,1م > (ق ,2- ,1) 
(2 ,ع - ,2) + (رة ,بر عبر + زم رعرع 
(2 + 3 + درج > بر2 + عر ,22 + برج بو) ع 


تكون منظومة المعادلات المكافتة بمساواة المركبات المتقابلة: ثم نختزلها إلى الشكل الدرجي: 


1 عم جبر جع -22 + برج 1 22 +برجيعر 
2-عج سرجه الى ع ةدير أى 2-3 مقسير 
5 عع جبرقجع عع س2 10 عمو 


لاحظ أن المنظومة آعلاه متوائمة ولها حل. نحل من أجل المجاهيل فتحصل على 6- - *, 23 لر. 2-#. وبالتالي 
و28 + رمة + رمم ع بن 
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اكتب المنجه (5,3-,2) + 07 في 8 كتركيبة خطية للمتجهات (3,2-,1) > ,8 (1--.4-,2) > ري او (5,7-,1) 2 يع 
8 نضع ؛ كتركيبة خطية لل ,© باستخدام المجاهيل * و لاو عد ي8ه + يعلز+ يعي > » 


(5,7-,2)1 + (1- ,4 ,2)ر+ (3,2-,1) 2 (3 رق- ,2) 
(72 + بر 2 ,مك - بر4 - برق بج + و2 جع) د 


ثم رتكوّن منظومة المعادلات المكافتة ونختزلها إلى الشكل الدرجي: 


2« مبرو جع 2-2 +برفجيعر 
أو 1 2ج2سبر2 أو 22-1-بر2 
1- د جو + برف 0-3 


إن المنظومة غير متوائمة. وبذلك ليس لها حلول. إذن, لا بمكن كنابة ؛ على شكل تركيبة خطية للمنجهات ,© و ,6 و ,6. 
ما هي قيم ٠‏ التي تجعل المتجه (1,6-,1)- 0 في 287 تركيبة خطبة للمنجهين (2-,3,0 


8 نكتب ‏ #«لر+ الاح ند (ركس رربت 2 + ية) د (ق-,ل- ,2)بر + (2-,3,0): - (,2-,1). ونكون منظومة المعادلات 
المكافتة: 


“فى ا(قسرلات,2) - بو 


ع بر5 -عر2-. 2س عن لؤسم 1-بر2 +3 


نحصل من المعادلتين الأولى والثانية على 2 - لا, 1- #*. نعوض في المعادلة الأخيرة, فنجد أن 8- - . 


اكتب الحدردية 3-)4+ 2 و فوق 28 كتركيبة خطية للحدوديات ‏ 5 +20 - 2) - بع, 22-36 ع ي» ق3+اعء 


لا نكتب 7 كتركيبة خطية لل ,© باستخدام * و لاو 2: و56 + رعلا + برعم > هر 
(3+)2 + (مة - :22)ير + (5 + ع2 - )بر د و رن + تر 

32 + )ع + وبر - #إبر2 + برك + 2 - عبر ع 

(32 + 52) + /(2 + بر3 - ع2-) + #(بر2 + ب) - 


نساوي بين معاملات القوى المشابهة. ثم نختزل المنظومة إلى الشكل الدرجي 


1 سا ابروجير 21 افينع 
أى 22-6 جير أو 6>توجبر 
8- - م3 + بز10-. 13252 
لاحظ أن المنظومة متوائمة. وبذلك يكون لها حل. نحل من أجل المجاهيل؛ فتحصل على 3- ع ين 2 2-4 ومكنا 
يكون لدينا ‏ يع4 + ي26 + ,36 > د را. 
5 0 5 قل النسق نات 11 1ت 101 0ن 2 2/0 
اكنب المصفوفة ( (_ [) -2 كتركيبة خطية للمصفوفات (لّْ !) -4 , (9 عمد (اعه. 
8 نكتب التركيبة الخطية 8 ل 8. 8, © باستخدام المجاهيل ». ل, 2: © + 8ب + 4« - 8 
2 0/0 هللا 3001 
3 6 يم 
مجه اع 0/0 6/ لماع 
م و2 اك م )- 
نكون منظومة المعادلات المكافثة بمساواة المداخل المتقابلة: 3 في 1ع تر + ين لصوي [س د مير نعوض 


ب 3 - * في المعادلتين الثانية والثالتة فنحصل على 2- > لا و 1- -2. بما أن هذه القيم تحقق أيضاً المعادلة الأخيرة. 
فإنها تشكل حلاً للمنظومة. وبالتالي» © - 0-28 348 - 8 


حدد ما إذا كان (2-,4-,3,9) 7 في “8 تركيبة خطية أم لا للمتجهات: (2,0,3-,1) > رند (1-,2,3,0) 
ى (1,2,1-,2) - يناد أي ما إذا كان (يلاريطا نا)ضهووك بن 
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88 ذكتب 7 كتركيبة خطية ال إلا باستخدام المجاهيل 9,2,؟ أي نضع 20,5 + رثالا + ناكا > لاد 


(1,2,1-,2)2 + (1- 3,0 ,2)بر + (2,0,3- ,1)م - (2- ,4- ,3,9) 
+١ 2(‏ بر- ع3 ,22 ,2 - برق + 2- ,22 + 2 + بو - 


منظومة المعادلات المكافثة بمساواة المتقابلة. ثم نختزلها إلى الشكل الدرجي: 


3 صسج2 + برج +ع 22-3 + بر جع 3 22 + بر عر 3 22+22 +ع 
9 دج م برقع برو 
4--ج22 

2 مج جبر لوق 


لاحظ أن المنظومة أعلاه متوائمة, وبذلك يكون لها حل؛ وبالتالي» تكون ؟؛ تركيبة خطية لل ,نا. نحل من أجل المجاهيل؛ فنحصل 
على 1 دي 3عس 22-2 إذن. و20 حينة + ناح ىن 


لاحظ أنه إذا كانت منظومة المعادلات الخطية غير متوائمة, أي ليس حلول؛ فإن المتجه ؟ لن يكون تركيبة خطية للك ,نا. 
المسائل 82.7-79.7 تتعلق بالمتجهين (3,2-,1) - نا ى (1,1-,2) 7 في 87 
اكتب (4-,1,77) > 8 كتركيبة خطية ل لاء 0 


8 نكتب بابر دا - ا باستخدام المجهولين »« وى ند (26+9,لا-»3-,2 + ع) ع (1, 1-,2)رز + (2رق-, )ع (4ت,17). 
نكون منظومة المعادلات المكافئة: 1 - ب2 + »«, 7دبر-»3-, 4- - + 28. نحل المنظومة. فتنحصل على 3- - 

وى 2 2. وبالتالي, 20 + ناق- ‏ م 

اكتب (5,4-,2) > 3 كتركيبة خطية ل ناو 9. 

8 نضع ابا+ بع »ا استخدم المجهولين » وى لاد (0إ+22,لا-كرق- ,و2 + 6 ع (لرا-,2)ن + (2,ق-,1)ع ‏ (فركت,2), 
نكوّن المنظومة المكافثة ثم نختزل إلى الشكل الدرجي: 


2 دبر2 جم 2ر2 +ع 
5- عير دوق- أو أو ابرق 
4 بر م2 0-1 


وتبين المعادلة الآخيرة أن المنظومة غير متوائمة. وبالتالي. ‏ ليست تركيبة خطية ل نا و .٠‏ 
أوجد ‏ لكي يكون (1,6,5!) >< "1 تركيبة خطية ل نا 7. 


8 تكتب الالال بيرك بعد (لرج عت ةرك + ع د زلا -,2)لاط للقت )ع > (قركل,1) 
إن منظومة المعادلات المكافنة: | ع 2 + ١‏ ن-»«3-. 5ج نو+ »«2. نحصل من المعادلتين الاولى والثالثة على 
2 ع, 1ل + .| بالتعويض في المعادلة الثانية نجد أن 8- -6. 


أوجد شرطا على 2 5 © بحيث يكون ن,ا,ة) - 8 تركيبة خطية ل ناو , أي لكي يكون (لارل)ههم؟ © لا. 


ا نكتب لالا+ نا« با باستخدام المجهولين * و لا 


زوج عقر - «قر2 + ») > (ل,|-, )ير +  )1,-3,2(‏ (عرطبه). نكوّن المنظومة المكافثة ثم نختزلها إلى شكل درجي: 
6ع بر جع م اعدبر2 ير م د بررة جع 
وعير -جمق- أو 8+ه3 حيرد5 أو 6 +34 عأ يرذ5 
حبر +ع2 ع 1 ع5 + وقع هد د 0 


وتكون المنظومة متوائمة إذا وفقط إذا 8-36-58-0: وبالتالي. يكون « تركيبة خطية للا و7 إذا وفقط إذا 
0ع ووس قسج 


أوجد شروطاً على ة, ط © بحيث أن 87 (عرطية) ينتمي للفضاء المولّد بواسطة (2,1,0) ع نار (1,2ح,ا) > ل 
(4-,0,3) د ب 
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8 نكتب (©,2,6) كتركيبة خطية ل داء , ٠“‏ باستخدام المجاهيل ». ز: 2: 
(42 - 29 ,32 + باح ع ,روج 26) ه رهب,2)0,3 + (1,2-,1)برء. (2,1,0) > (مرطرة). نكوّن منظلومة المصادلات الخطية 
المكافئة ثم ذختزلها إلى شكل درجي: 


م2 بر+جع2 و برعوعه2 85 6 م ع2 
8ع م3 ودع آى 2-ه دعت -. و3 أ 26-م -ه6- برق 
عع مهم 2 مد م4لر2 ع3- 45 - م2 0 


إن المتجهة (ع,طبة) ينتمي إلى الفضاء الموئد بواسطة لاء “, « إذا1 وفقط إذا كانت المنظومة أعلاه متواشمة, وتكون المنظومة 
متوائمة إذا وفقط إذا 0 ع3 - 45 - 28. 

لنفترض أن 19 فضاء جزتي في ل. أثبت أن لا ع (/()0دمه. 

8 بما أن ا فضاء جزئي في /,: فإن 1 يكون مغلقاً تحت التركيبات الخطية. وبالتالي. 77> (ا)هدمد ولكن 
(18)مدم؟ > /لا. ينتج عن الاحتوانين أن 78 - (/لل)هدمة. 

بين أن (5)مهم ع ((5)ضهمة)مدمة. 

لها بما أن (805مم5 فضاء جزئي في لا, فإن المسالة 84.7 تقتضي (0)5هم4 > ((20)5مه)هدم». 

لنفترض أن 5 و 7 مجموعتان جزثيتان في فضاءٍ متجهي / بحيث أن 7 > 5. بين أن (4801م8007)5(©5 

ليكن (5)مدمم 6 ب إذن إارة +...+ إنارة > 7 حييث 616 # او 5©إنا. ولكن 5©7؛ وبالتالي كل 


1١‏ © بن إذن, (1)مومة 6 د رمنها (801همد؟(5)مدمي 
بِيّن أن (00)5م5 هى تقاطع كل الفضاءات الجزثئية في 7 التي تحتوي 5. 

8 ليكن (007) تجميع كل الفضاءات الجزئية في التي تحتوي 5 وليكن ,210 - 10. بما أن كل ,/13 فضاء جزئي 
في ,١‏ فإن المجموعة ا فضاء جزئي في لا. أيضاً, وبما أن كل ,|1 تحتوي 5 فإن التقاطع /7 يحتوي 5. وبالتالي, 
الا > (30)5م5. من جهة أخرى, يكون (5) 5038 فضاءً جزئياً في الا يحتوي 5: وبذلك, لا - (90)5م5 من أجل بعض 6. 
إذن, (0)5هم5 > ,الا © لا. الاحتواءان يعطيان معأ /18 2 (40)5مم 


بين أن ((0) نا 0)5دم» > (30)5م4. وبذلك. يمكن شطب المتجه الصفري من أي مجموعة مولّدة. 
8 لسديناء بواسطة المسسالة 867 أن ((20)500)0م5 © (38)5م5. لنفترض أن ((0)800)0ممم © أي أن 
0+ يليه +.. رنارة > ١‏ حيث كلعطية فى 65 إا. إذن الليه+...ط بنابة ع 0 وبذلك (5)مدمم © ١‏ ومكنار 


نجد أن (0((©5030)5)لا 00)5م5. بعطينا الاحتواءان معأ ((0)0ا5)هدمه > (5)ضدمة. 


7 المجموعات المولّدةء المونّدات 
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عرف مجموعة مولّدة: إو مولدات, لفضاء متجهي 7. 

8 نقول أن المتجهات إلا....رره, رن تولّد لا, أو نقول انها تكوّن مجموعة مولّدة ل 7 إذا (لا....,,2)4م8 - 0 وبشكل 
بديل. تود ,نا....ررلار بلا الفضاء ٠‏ إذا كان يوجد.ء من أجل كل متجه الا 7 سلميات 616 2....رره.بد بحيث أن 
بلارق*...+ ونارة + ,نارق * 1 أي أن 7 تركيبة اخطية ل لار.بررناررنا. 


بِيّنِ أن المتجهات (1,0,0) > ,8. (0,1,0) > ي©. وى (0,0,1) > ري تولد الفضاء المتجهي 87 


8# ليكن (عراره) >7 متجهاً إختيارياً في *#. نضع ,26 + رعلا + ,ع« ع + حيث *, لل 2 سلميسات مجهسولة 
(#لاء» > (20,0,1 + (0.1,0)بر+ (1.0,0): > (عرطية). وبذلك. م- ». اع الى ع- 2 وبالتالي, يكون » تركيية خطية 


ل © ي©: و©؛ تحديداء رعه + رءط +رعم 


0 يعني هذا أن ,ع يه ره تولد 87 
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المتجهية 

ف المتجهات (1,2,3) دس 0,1,2 > (0,01) - »تود ثه 

© نحتاج إلى أن نبين أن متجهاً اختيارياً 8,50(©87) يكون تركيية خطية ل ل “د 8 نضع 209 لالا+ لالح (عرطية): 
( + بوك + برقرنو + شرع ع (2)0,0,1 + (0,1,2)ز + (5)1,2,3- (عرطية). ثم تكوّن منظوعة المعادلات 


286 


مح ع + بر + ع3 
المنظومة أعلاه في شكل درجي ومتوائمة؛ في الحقيقة, يكون وديم 26- مدن و+20-ع2 حلا إذن نا ادي 9 
تود 80 

بين أن (1,2,5) # بس (1,3,7) > رلاء و (1-,1-,1) > ين لا تولك 80 


18 نكتب (عرطرة) - ا كتركيبة خطية ل إلاء رلاء ونان 


زو بو + يوقي - نو3 + مارج + نوج ») - ([-,1-,[) + (1,3,7)ز + (1,2,5): > (عرطبة). نكوّن منظومة المعادلات الخطية 
المكافئة ثم نختزلها إلى شكل درجي: 
مد عير جع م امج جبرجوع م سج +برجير 
مدهديرة +22 أو +م2- - :3 - بر أى م +م2- د وةدرر 
مدع در +عة ع + وك- د و6 - بر2 م+26-ه- د06 


تبين المعادلة الآخيرة أن " لا تنتمي إلى (رلارناء,ن)نا إلا إذا 0-ع- 20 + 4. وبالتالي» هناك متجهات في *8 لا تنتمي 
إلى (رنارناى نمقدمة. إذنء رلا إوناء ونا تولّد 83 
المسائل 3.7-7 تتعلق بالمستوى -لا»ه (0,طة) > لا في 87. 
بين أن (1,2.0)-س ى (0,1,0) ١-‏ يولّدان /. بِيّن أن متجها إختيارياً 7 © (6,0,) يكون تركيبة خطية ل نا 
2 
8 نضع لالا+ نادت (0رطرة): (0,+ »2,») ت (0,!,0)ير + (1,2,0)» - (0رطرة). ثم نكوّن منظومة المعادلات: 
0 6ع ع2 بر 


بر+ع2 أل مجي 
0-0 


المنظومة متوائمة؛ في الحقيقة, يكون ه-», 26-28 لز حلاً. وبالتالي, ناو" يولدان /لا. 
بيّن أن (10-,2) د ناى 7-0130 يولدان للا. 


88 تمصع بابر + تع > (0رناية): (318,0 + عرب + 26) > (1,3,0)لز + (1,0-,2)] > (0رطة). كم نكوّن المنظومسة التالية 
ونختزلها إلى شكل درجي: 


> بر ع2 26 برلير2 
وسبرقدير- آي 28+ مرو 
0-0 


المنظومة متواثمة. وبذلك يكون لها حل. وبالتالي» يتولد 18 بواسطة « و “. (لاحظ أننا لا نحتاج.إلى الحل من أجل *ى لا. يكفي 
أن ذعرف أنه يوجد حل) 


بين ان (3,2,0) عه 1ن 1,1,2) - م يولدان نلا 
88 المتجهان ناو ؟ لا يمكنهما توليد 28 لأن 7 لا ينتمي إلى 17 بتعبير آخر, (,ت) مدمد ع /لا. 
المسائتان 97.7-96.7 تتعلقان بالفضاء المتجهي / لكل الحدوديات (في ). 


بين أن الحدوديات .., 144,0 تولد 7 
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88 إن أي حدودية (10 في لا نكون تركيبة خطية ل [١‏ وفوى ؛. وبالتالي, 


اابا, أ)صممة ع 3/7 


7 بين آنه لا يمكن لمجموعة منتهية 5 من الحدوديات في 7 أن نولّد لاد 
للا إن أي مجموعة منتهية 5 من الحدوديات تحتوي واحدة ذات درجة فصوى, لتكن 8. إذن, لا يمكن ل (88909)5 إحنواء 
حدوديات من درجة أعلى من 8. وبالتالي. (5087)5+ لا من أجل أي مجموعة منتهية 8 


7 النفترض أن ل.....رناء,لا تولّد لا. بيّن آنه. من أجل أي منجه 77 © | تولد المتجهاث ‏ رلارءرتدرناء إلى ٠"‏ الفضاء 37 


ال طريقة 1. ليكن 01 ©0. بما أن ال,لا تولّد 7 توجد سلميات ‏ يره..., 
إذن 07+ لاير3 +...+ يلارة + بثارة - 7. وبذلك؛ تولّد يرلاء...ررلاء,نا إي ١‏ الفضاء /1: 
طريقة 2. لديناء من المسالة 86.7 (لارن)20م5 > (0)مدمة. وبالتالي. 17> (ب«رن)مدمة © (ن)صدمة د 10 وبذلكء لا 


يمكن لأي إحتواء أن يكون فعلياً؛ إذن. /1 - (هين) هدم 


ب بحيث أن إلاية ++ رنابة »+ 


7 النفترض أن إلاء...,رثاءنا تولّد ل. ولنفترض من أجبل !1< أن المتجه ,نا تشركيبة خطية للمتجهات التي تسبقه 
رقا...موناءرنا. ين أن ال ناد بدون يناء تقولد لاد أي أن لا > للاسدد لامر يلابي )لمق 
ا ليكن 7©, بما أن البنا تولّد /!, إذن توجد سلميات 82 


تركيبة خطية ل ,_يلاء...,رن إذن توجد سلميات 


8 بحيث أن لل8+...+ رنارن > ١‏ بما أن ينا 


س8 بحيث أن يقار يطاعط بللرط يلا 


. إذن'» 
بماقير 4 + 98 طوليع +000 + ركاه د 

رمه +20 + ( يار يط + تداج رلارظ)يع 04د وكارم ع 

بمللى4 +200 +بموكاريية يكال وطية + يه) + ١‏ + وبارطيه +رم) د 


وبالتالي  ١(‏ > ليلا يلار تامسن قامتممى 


7 لتكن ..../8ا.,19 فضاءات متجهية في فضاء متجهي لا بحيث أن ...© 3/5 © ,1 ليكن ...لا _/لانا 9ك 10 بين أن 
/لا فضاء جزثي في /. 
ا المتجه الصفري ,7 ©0: وبالتالي 18 0 رض أن ا © ارنا. يوجد إذن ,لو يل بحيث أن 1#ع» اق 
رعس ليكن (يل,53*0 - ل إذن, بلا راغ ى ١11/1390,‏ وبذلك لاا ام ولكن ,/لا فضاء جزني' وبالتالي, 


03 
لا + ل كما أن المضاعف ١2,‏ © 0. من أجل أي سلقى 6. بما أن 17 > ,/11. يكون لدينا الاعناط باللا 
وبذلك, يكون 1 فضاء جزئياً في ٠‏ 

7 لنفترض. في المسألة السابقة؛ أن ,5 تود ,/لا من أجل ...1.2 -1. بين أن ...نا 5لا 5-5 تود 9ا, 


8 اليكن © 0. يوجد إذن [ بحيث أن 63 ١‏ إذن, (5)هدمة> (5)مدمه © 0 وبذلك (5)هدمة > للا ولكن 
© 5 كما أن للا فضاء جزثي؛ وبالتالي. '7 > (5020)5. الاحتواءان يعطيان معا /17 > (0)5م6 أي أن 5 يولد /1, 


7 الفضاء الصفي لمصفوفة 


7 عرّف الفضاء الصفي لمصفوفةٍ 4, وأرمز لها ب (8)م5:ه0:. 
18 التكن 4 مصفوفة إختيارية 8 18 فوق حقل 1: 


د 137 لس السا 


إن صفوف 4 لي يشريه > لسرب سررشربة) - ,8 باعتبارها متجهات في “6 نولّد فضاء جزنياً في "1 
يسمى «الفضاء الصَّفِيء ل ذه أي أن( ريه )هدم كت (ق)وودمى 
يدي ي يٍ ب ب 


موقع الفريد في الفيزياء 


4 02 الفضاءات والفضاءات الجزثية المتجهية 


7 عرّف فضاء الأعمدة لمصفوفة 4, وأرمز له ب (هش)وةاه. 
8 إن الأعمدة ,©.,....ر©.,©. لمصقوفة إختيارية 508 فوق حقل ك1, باعتبارها متجهات في ”ك, تود فضاء جذئيا في 
"16 يسمى «فضاء الأعمدةء ل 4؛ أي أن (ي©....ري0,)هدمة > (ش)وواهء. أى, بشكل بديل (له)موبهه: > (ش)وفاده. 
مبرهنة 87: إن للمصفوفات المتكافكة صفياً نفس الفضاء الصفي. 

77 أثبت ميرهنة 87. 
8 لنفترض أننا نطبق عملية صفية أولية على مصفوفة شا (0 8 جه 8 (01 ب#اجسيع, 0« أق 
زان 8+ بحسم ونتحصل على مصفوفة 8. إذن» كل صف في 8 هو صف في ث أو تركيبة خطية لصفوف في 4. 
وبالتائي يحتوي الفضاء الصفي ل 8 الفضاءً الصفي ل 8. يمكنناء من جهة أخرى؛ نطبق العملية الصفية الأولية العكسية على 8 
ونتحصل على 4؛ وبالتالي يحتوي الفضاء الصفي ل 8 الفضاء الصفي ل 6. ينتج عن ذلك أن ل ى ى 8 نفس الفضاء الصفي. 
وهكذاء فإن أي متتالية من عمليات صفية أولية تعطى مصفوفة لها نفس الفضاء الصفي. يعني ذلك, أن للمصفوفات المتكافئة 
صفياً نفس الفضاء الصفي. 

7 حدّد ما إذا كان للمصفوفات التالية نفس الفضاء الصفي: 

د ال ا 
2 2 1- 1/ى 113 فين 
4 2 6-4 (3 4 4-م ( ذإاعه 


88 يكون لمصفوفات نفس الفضاء الصفي إذا وفقط إذا كان لأشكالها الصفية القانونية نفس الصفوف غير الصفرية؛ 


وبالتالي نختزل صفياً كل مصفوفة إلى الشكل الصفي القانوني: 
الك ل الكل 
6151 - 63129 - 24-0 دم 
10 إلا غات 7 لنت اله 3 ا 
0 1 ( - 0 1 0 35 3 1 0 3-5 3 5 6 
60 960 0 0 06 67/7 2 6 3 1- 3 


بما أن الصفوف غير الصفرية للشكل المختزل ل 8 هي نقسها الصفوف غير الصفرية للشكل المختزل ل © فإنه يكون 
ل 4 و © نفس الفضاء الصفي. من جهة أخرىء الصفوف غير الصفرية للشكل المختزل ل 8 ليست هي نفسها في المصفوفتين 
8 و ©. وبذلك يكون ل 8 فضاء صفي مختلف 


7 حدّد ما إذا كان للمصفوفات التالية نفس الفضاء الصفي: 
1-13 8 افد فون اداوه الى 
1 1- 5 3 3 )8 (5 ود )سه 


1 ك5- 3 
© نختزل صفياً كل مصفوفة إلى الشكل الصفي القانوني: 


2 - 067522 - 2 2 )سه 
679 - 1-0 6 - :5 )سم 
7 18 1-13 1-13 
9 1 0 3 4 0 35 1 1 3 
0660 06006 4ه 2 0 


المصفوفتان 4 و © لهما نفس القضاء الصفي لآن لهما نفس الشكل الصفي القانوني (بعد استبعاد الصفوف الصفرية) 
ولكن 8 ليس لها نفس الفضاء الصفي كما 4 و ©. 
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7 حدّد ما إذا كان للمصفوفتين التاليتين تفس فضاء الأعمدة: 


1 2 3 
-2 0-3 4 


ا عا ته 


5 13 
0 4 1]دم 

119 

ا لاحط أنه يكون ل4 و 8 نفس فضاء الأعمدة إذا وفقط إذا كان للمنقولتين *ه و 87 نفس الفضاء الصفي. وهكذاء 
نفقزل "4و 87 إلى الشكل الصفي القانوني: 


3 108 1 101 3- 220317 5 
2- 11[ 0 - | 1 0 ه 4 81 - 1 4 سكم 
١80 0 6 606 0‏ 0 4 0-2 5359 
4 1 0# 8ت 4 7 1-2 7 1-2 
1-2 ( - 1-2 ( 3 | 1 ( َه | 3- ”م 
3 2 01 60 0 © 4 2 0 7 4س 3 

بما أن ”8 وى 85 لهما نفس الفضاء الصفيء يكون ل 8 و 8 فضاء الأعمدة نفسه. 


1087 ليكن (رنارناء,0)0م5 > لا وى (يا.,0)09همه > 13 فضائيين جزئيين في “2 حيث ‏ (1,3-,1,2) > بلا (2-,2,4,1) > رلا 
(7-,3,6,3) يس (4,11-,1,2) > بر (4اركس,4ة) ديد بين أن 18ح ا 


8 طريقة 1: نبين أن كل ,لا تركيبة خطية ل ,7 و ."/ ونبين أن كل ,7 تركيبة اخطية ال ال 
المنظومات الست للمعادلات الخطية متوائمة. 


طريقة 2: نكوّن المصفوفة 8 التي صفوفها ال ,ا ونختزل 4 صفياً إلى الشكل الصفي القانوني: 
2 3 1 12 2-1-3 1 
5 - ف 55م - 2- 1 4 2إعم 
05-1 16- 6 0 0 3 
الآن؛ نكوّن المصفوفة 8 التي صفاها ,"و ,. ونختزلها صفياً إلى الشكل الصفي القانرني: 


([ 655 - 65159 - 410 )سم 


ولا. لاحظ أن ملبنا 


يان أن 


بما أن الصفوف غير الصفرية في المصفوفتين المختزلنين متطابقة. فإن الفضائين الصفيين ل 8 و 8 متساويان, وبذلك 
/لاع لاء 


7 ليكن (يلابرناء ن)ضدمة > لا و (واررا.,8)9دم؟ - /1 فضائين جزئيين في 17: حيث (احاءا) عب (احرقرة) عيبل 
ل (قسرلت,!) س را (8س2ب,3) تر ىو (3-,2,1) ع را بين أن 3ك 0 


ا نكون المصفوفة 8 التي صفوفها ال ,نا ثم نختزلها إلى الشكل الصفي القانوني: 


2-2 1 3ح 1 1 3< 5 1 
1 1 ( و 3 1 0 7 3 3 08 
0 06 0 لس ل 5- 1 3 


ثم نكوّن المصفوفة 8 آلتي صفوفها ال ,. تم نخنزلها إلى الشكل الصفي القانوني: 


10 1 3ت 21 :1 
| 1 0 ب 0 1 ( م 3 2 3اع-م 
60 6 0 13 3 06 1-3 :2 2 


بما أن 8 و 8 لهما نفس الشكل الصفي القانوني. فإن الفضاءين ل 8 و 8 متساربان, وبذلك لا > /1 


7 لتكن (,8) >8 مصفوفة إختيارية. لنفترض أن (,6.....8) > نا تركيبة خطية للصفوف ‏ 2.....#8 ل 4:ات: 


وليك جد رطع له بين أن لاد يفيك ++ هيك + بيقر حرط حيث ابيق,.رية مداخل العمود 1 في 8 
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8 الديناة رط +...+ 8ب > لد بالتالي, 
(ريهي +20 ل يوقا ع برورقبيك +024 0+ برهك) > (مية به 


بمسساواة المركبات' المتداخلة, نتحصل على النتيجة المرغوية. 


ل )ريا لحت ل زمره ل رووك او > (مظد. .ررق). 


77 التكن (يم) ع م مصفوفة درجية ذات مداخل رئيسية غير صفرية ,,,© , ... ,رزد4 ور.» ولتكن (,,5) - 8 مصفوفة درجية ذات 
مداخل رئيسية غير صفرية يرط ٠٠.‏ بييو# بيرف: 


ماما ماج عع خخ بيرق .ا ملعا عا عه 


لنفترض أع ل 4 و 8 نفس الفضاء الصفي. بيّن أن المداخل الرئيسية غير الصفرية ل 8 و 8 تقع في نفس المواضع. أي 
0 


ف وودرى 
من الواضح أن 8-0 إذا وفقط إذا 0 > 8, ونحتاج فقط إلى إثبات المبرهنة عندما 6<1 ى 5<1. نبين أولاً ان 
نفترض أن ,1>,ل إذن, العمود ,ز في 8 يكون صفرياً. بما أن الصف الأول في 8 يكون في الفضاء الصفي 
ل 8, فيكون لدينا من المسالة السابقة. 0 > 0ع + ٠.١‏ + 0رع +0,ع - ,6 من أجل سلّميات ,6. ولكن هذا يناقض الحقيقة بأن 
العنصس 60 ,6 ٠‏ وبالتالي. ,6< رأ وبالمثل رز ,1 وبذلكء ,6 - رق / 
لتكن الآن 4 المصفوفة الجزئية في 4 المتحصل عليها بشطب الصف الأول في 8, ولتكن '8 المصفوفة الجزئية في 8 
المتحصل عليها بشطب الصف الأول في 8. سنثبت أن ل 8 و '8 نفس الفضاء الصفي. وسوف تتبع المبرهنة عندئذ بواسطة 
الاستقراء, لان “4 ى '8 مصفوفتان درجيتان أيضاً. 
- 8 أي صف في '4, ولتكن 18,.....8 صفوف 8. بما أن 12 في الصف الفضائي ل 8, فإنه يوجد 
1 بحيث أن ,غيل +...+ ييل + ,بل - 8. بما أن ل في شكل درجي, و 8 ليست الصف الأول في 8/ 
فإن المدخل ,[ ل 8 صفري: 0< ره من أجل ,ات [- 1. 
إضافة إلى ذلك. وبما أن 8 في شكل درجي. تكون كل المداخل في العمود ,! صفرية. باستثناء المدخل الأول: #0 بيرط ؛ 


باعل 


ولكن 0ت بي , ...0 يي وبذلك, فإن ,ررطرك - 40 + +٠٠١‏ 0ر4 + ورطر4 ريه - 0 . الآن 0 ف يرث وبالتالي؛ تكون 
0 ,4. إذن تكون 8 تركيبة خطية ل ,8,....ر8, وبذلك تكون في الفضاء الصفي ل '8. بما أن + صف إختياري في '8, 


فإن الفضاء الصفي ل '8 يحتوي الفضاء الصفي ل '8. بالمثل؛ يحتوي الفضاء الصفي ل '4 الفضاء الصفي ل '8. ينتج عن 
ذلك أن ل “ةو '8 الفضاء الصفي نفسه. 
مبرهنة 19.7 لتكن (رة)- 8 ى(ر)- 8 مصفوفتين درجيتين في شكل صفي قانوني. إذن, يكون ل-8 و 8 نفس 
الفضاء الصفي إذا وفقط إذا كان لهما نفس الصفوف غير الصفرية. 
7 أثبت مبرهنة 9.7. 
8 من الواضح أنه إذا كان ل 6 و 8 نفس الصفوف غير الصفرية, فإنه يكون لهما نفس الفضاء الصفي. علينا فقط إذن أن 
93 العكس. 


لنفترض أنْ ل ه و 8 نفس الفضاء الصفي. ولنفترض أن 8*0 هو الصف 1 في 4. توجد عندثذ سلميات 
بحيث أن 0 1 
بقع جحل يليك جهن ده )600 
حيث ,8 صفوف 8 غير الصفرية. سوف يتم إثبات المبرهنة إذا بينا أن 8 8. إي أن 6-1 ولكن 0-ي© من 
لجل ام 
ليكن ,6 المدخل غير الصفري الرئيسي في 8. من (1) والمسالة 110.7, يكون لدينا 


رظي ٠٠٠+‏ حل يوون + بروطار© ت ره 22 
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ديكون ,8 ؛ وبواسطة المسالة 111.7 هو المدخل غير الصفري الرئيسي في 8. وبما أن 8 مختؤزلة صقا فهو المدخل غير 
الصفري الوحيد في العمود إل في 8 وهكذاء تحصل من (2) على يلو + ريه ٠‏ ولكن ‏ 1جيه إل 1خريط. لآن كه و8 
مختزلتان صفيا؛ وبالتالي» | 


2 


لنفترضى الآن أن 61 ك2 وأن ,ري العنصر المميز في ,8. من (1) والمسآلة 110.7. نجد أن 


6 0 


هرت +5 يدوع + يررظرت تت بزب لق 


بما أن 8 مختزلة صفباً فإن ير هو المدخل غبر الصفري الوحيد في العمود يز ل 8؛ وبالتالي» وبواسطة (3). 
بعلي >* ريه ٠‏ ويكون بريه ٠‏ وبواسطة المسالة 111.7, المدخل غير الصفري الوحيد في 8؛ وكذلك. 20دريه. لآن 8 
مختزلة فب وبذلكء 0*: ,روطت وبما أن 1 - رررة.ء 0- ,». ينتج عن ذلك أن ٠8-8,‏ وهذا يثبت الميرهنة 
مبرهنة 10.7 لتكن .4 أي مصفوفة. إذن» تكون 8 مصفوفة مكافتة صفياً لمصفوفة وحيدة في الشكل الصفي القانوني. 
اثبت مبرهنة 10.7 

08 النفنرض أن 8 مكافثة صفياً لمصفوفتين ,4 و يا حيث ,48 و رى في الشكل الصفي القانوني. من المبرهنة 8.7, 
(رخامت«م - (خامعه و (ية) موسم - (خ)م»«6؛ وبالتالي. (يخ)م»<0 - ((4)م5«م بما أن إلى ورم ذ 

0 ب ي' 7ع 1 0 اع ل 
الشكل الصفي القانوني. فإن ,ث8 - ,8 بواسطة المبرهنة 97. 
مبرهنة 11.7: المصفوفتان 8 و 8 يكون لهما نفس الفضاء الصفي إذا وفقط إذا كان لشكليهما الصفيين القانونيين نفس 

الصفوف غير الصفرية. 

أثبت مبرهنة 11.7. 

ليكن ,8 و ,8 الشكئين | الصفيين القانونيين ل 8 و 8, على الترنيب. لنفترض أن ل 8 ى 8 نفس الفضاء الصفي. إذن 
لووسمد ع (8)موجمم ع (م)ووبوو ع (,8)م605. من المبرهنة 9.7, يكون ل ,لثى ى ,8 نفس الصفوف غير الصفرية. 
وبالعكس, لنفترض أن ل ,ث و ,8 نفس ) لصفوف غير الصفرية. إذن. (8)م0«5؟ - ( 8)مدسدهدع (رخامو هم ع زه)ووور 
وهذا يثبت المبرهنة. 
ليكن 1 متجهياً صفياً. ولتكن 8 مصفوفة 
ألا لنفترض أن المقسيقية) 2 8 اق ره ع 8 ولنرمز ب .8 


0 


يث نكون 18 معرّفة. بيّن أن 88 تركيبة خطية من صفوف فل 


..رظ لصفوف 8, وب ”81....,8 الأعمدتها. إذن 


(82 هر اااث8 يه اه نع)ع وعر 
(لسظيرة + ٠0١‏ + موطية + ررطره ٠.١,‏ موررطبيه + ٠:١‏ خيوطية + مرظيه بيرطيه + +٠٠١‏ روشيه + ررطره) - 
اورظن تميس تويظ مي + ١‏ + (موظ يندت بهوة بروق )يه + لور رن ٠‏ مورط بررة) ره ند 
رقىمه ١١١+‏ +يقيه + رقرهموع 


وهكذاء تكون 58 تركيبة خطية لصفوف 8, كما افترضنا. 
مبرهنة 12.7 لتكن 8 و 18 مصفوفتين؛ بحيث تكون 48 معرّفة. إذن؛ الفضاء الصفي ل 8 يحتوي الفضاء الصفي ل 8 
اثبت المبرهنة 12.7. 


8 إن صفرف 48 هي 88 حيث ,15 الصف 1 في 8. وبالتالي, وبواسطة النتيجة أعلاه. يكون كل صف ل 4188 في الفضاء 
الصفي ل 8. إذن؛ يكون الفضاء الصفي ل 8 محتوياً الفضاء الصفي ل 88. 


بين أن (ى)موامء > زجاح)موامه. 
8 الديناء باستخدام 127. 


(خامدام ع (كح)موبهمر > ("ه"ظاموهمر - ("زظ4))ووم د زظح)ووامن 
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8 ذا الفضاءات والفضاءات الجزئية المتجهية 


7 النفترضى أن 8 مصفوفة غير شاذة (عكوسة). اثبت أن زه)مدهه: - زخ8)م ةم 
018 لديناء باستخدام مبرهنة 12.7, أن (ش)مةبههء ع (8)ودهم > زفط ”)وعدم ح (هل)وودم ع (ه)ود»0. لذلكء لن 
يكون هناك إحتواء فعليء وبالتالي (م)دوهم - (خم)م»«ه. [بشكل بديل. تكون 84 مكافئة صفياً ل 4 وبالتالي يكون 
ل 28 و اذه نفس الفضاء الصفي, بواسطة المبرهنة 87]. 


7 المجاميع والمجاميع المياشرة 
7 لتكن [1ى 7 فضاءيين جزئيين في فضاء متجهي /1. عرّف ‏ 187+ نا. 
8 تتكون 7 + 1 من كل المجاميع ا+نا حيث [1©نا ار ل[ عله 
بلاج ولاك وبرا+ ن) ع /لا+ لآ 


7 لنفترض أن (] ى ا فضاءان جزتيان للفضاء المتجهي ؟. أثبت أن 18 + [1 فضاء جزثي في 7 


4 بماأن ]ىللا قضاءان جزثئيان. فإن [0©1 بر /0©17. وبالتالي2. 18+ [1© 0+0 0. لنفترض أن 
+ نا © “سد إذن؛ يوجد 61 “رن و1 © “0,0 بحيش أن الاح لاح 0 فى “+ الاح “ا بماأن- لاو ا 
فضاءان جزئيان» فإن © “ن + او الاج “+ 48 ولدينا من أجل أي سلّمى . لا © لاط وى 1 © «ظط. ينتج عن ذلك أن 
ا + نات “سج بو) + كي ع نع ع بر + “نم ل زبر + نماك وار وأن 18+ ل1 ع سل + بط ع (بو + ن)ءز - ب مسن 
أجل أي سلمى . وبذلك, يكون 17+ لا فضاء جزثئياً في لا. 

7 ليكن 7 الفضاء المتجهي للمصفوفات 22 فوق 76. ولتكن [] متكونة من تلك المصفوفات في 7 التي صفها الثاني صفري, 
ولتكن /7ا متكونة من تلك المصفوفات في 7 التي عمودها الثاني صفري: 


عع :8 6)) 


م عدوي )اده 


صف 38+ ا ى ل9املا. 
18 تتكون 11+18 من تلك المصفوفات التي مداخلها السفلية اليمنى صفرية, وتتكون 10018 من تلك المصفوفات التي 
صفوفها وأعمدتها الثانية صفرية: 


إ#عء ةيه 5 )دن 03 إععه :زم من 


المسائل 24.7-122.7! تتعلق بالفضاءين الجزئيين (] و 18 في فضاء متجهي ل 
7 أتثبت أن [1ى لا محتويان في 18+ لا. 1 
8 ليكن [1 © ن. يكون الا, فرضاء فضاءٌ جزثياً في 9, وبذلك 617 0. وبالتالي 18+ ل © 0 + نا» ل. ينتج عن 
ذلك أن /لا + [1 يحتوي []. وبالمثل» /لا+ لة يحتوي للا. 
7 بين أن 378+ [1 أصغر فضاء جزئي في /ا يحتوي لآى لا أي بِيّن أن (/0,19ا) هده > لا + لا. 
8 ابما أن 17+18 فضاء جزثي في لا يحتوي لا و 18 محا فإنه لا بد أن يحتوي البسطة الخطية ل لا ى 9!؛ أي 
ا + نا > (للا, )هقوف 
من جهة آخرى» إذا للا+ ناع إذن س1اج+ زع س + اع »ا حيث [1© نا ى 3198© 8 بالتالي» يكون ؛ تركيبة 
خطية لعناصر في 17لا( ويذلك ينتمي إلى (9ا,0)صدم. إذنء (لا,ن)صدمة > 11+ (1. يعطينا التضمينان معأ النتيجة 


المطلوية 


7 بين أن اح 18+ للا 
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الفصل 7 0 209 
8 بما أن 18 فضاء جزئي في لا فإن 7 يكون مظقاً تحت الجمع المتجهي, وبالتالي. /لا > 18 + ل لديناء من المسالة 
16177عن ‏ 17/7 الا “8ع إذن ‏ لاع بلاج بل 
77 أعط مثالاً لمجموعة 5 في 22 بحيث أن 5 © 5 + 5 (إحتواء فعلي). 


- ))08(,)0,6(,)03( ...١ تكن‎ 88 


لذن 58د 

1207 مط مثالاً لمجموعة جزتية 5 في #2 بحيث أن 5+ 55 (إحتواء فعلي). 
© التكن ((0,0(.0,1)) > 5. إذن 8+و5, 

7آ12 أعط مثالا لمجموعة جزئية 5 في 82 لا تكون فضاءً جزئياً في 72 ولكنها تحقق 5+5-8 
18 لتكن (...,(0.0(:0,1(,)0,2(,)0,3)) > 5. إذن. 8-5 +5 

7 لنفرض أن [1 و /ا فضاءان جزتيان في فضاءٍ متجهي ل ١‏ بحيث أن (5) ههمىت [] او (1) صدمم - ا بيسن أن 
(5101) مومه - بلا + 10 


8 بماآن 8+لاعناع8 و 2+3 727, يكون لدينا 8+ 07ا8. وبالتالي.فإن 
1+ لاك (8]01) هممة. لنفترض الآن أن 7+ لاع« إذن 16+ ددن حيث لا عه وللا©« بمساآن 
(5)مهمة ع لا ى (1) مدو ع للا فيه + + رقا يه حي و لاوط + ... + للارة د بور حيسكث ك1 © رطيه 65لا 
وبذلك. (0)801دمو© 180+ لا الاحتواءان 


67لا إذن ترط + ... + لطع تايهم ... + تايماع سرج يرد بن 
يعطياننا (1 لا 5)مدمه - /ن1 + []. 


7 نفترض أن [1 و 78 فضاءان 
لاع نا و بلا هن 


يْن أن 17+ 13> إذا أمكن كتابة كل 1 ٠‏ في الشكل «0+ لات», حيث 


© ليكن لدينا +نا >0 من أجل كل /ا© حيث لاعن و الام« إذن, /لا+لاكم وبذلك #«+لاتى. بماآن 
لاى للا فضاءان جزثيان في /!/ فيكون لدينا 0+18/237). يعطينا الاحتواءان /3(+10- /1. 

7 عرّف المجموع المباشر /0ا©نا - 0. 
ل بُقال عن الفضاء المتجهي ١!‏ أنه مجموع مباشر لفضاءيه الجزثيين لا و ١9‏ والذي نرمز له ب /1©90) > 37 إذا امكن 
كتابة كل متجه /1© بطريقة واحدة وفقط واحدة في الشكل + نا ١‏ حيث © نا او للا © بر 


ميرهئة 13.7: يكون الفضاء المتجهي ٠١‏ مجموعاً مباشراً لفضاءيه الجزثيين لا و /ا إذا وفقط إذا (0 /10+ )2 ا 
و (61 (0) د امنا 
77 أثبت مبرهنة 13.7. 
8 لنفترضص © ا > ل9. إذن يمكن كتابة أي 1< في الشكل الوحيد + لا حيث لاعن رلا © بد 
إذن. 1+ لاع لا. لنفترض الآن أن /01 0 © ». إذن 
0+ عدن حيث للا 0,0ا46 ا 22 
0+ 0-0 حيث للا عابلا 0 2( 


3 


لأن مجموعا مثل هذاء من أجل . يجب أن يكون وحيداً. 0-0. إذن, (0) 1082م ل 


من جهة أخرىء نفنرض أن /3ا+نا /3 و (0)خ الاثآ. لتكن لال بما للا+ اع لا فإنه يوجد (ا©ن 
و /18 © بحيث أن +ناح 7 يلزمنا أن نبين أن هذا المجموع وحيد. لنفترض أيضاً أن “بلا+ “ناج ؟ حييث 
ا © أن وى إلات ابن إذنء “« + الاح »+ نا وبذلك ساب اع انان ولكن 0 © “لاحن ىللا © سس “بن 
وبالتالي وبسبب (0) - 0618 0 اسن و0دس- “با إذن. “لاحن او “ام وبذلك. فإن مثل هذا 


المجموع. من أجل 7 6 7. يكون وحيداً و /1© 39/21 
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0 9 الفضاءات والفضاءات الجزئية المتجهية 


77 ليكن. في الفضاء المتجهي 87. [] المستوى -لإا و 77 المستوى -2[: 
(8 ع طرة:(0,طبة)؛ - 1 و 8ك عرطتل,08)) ع بهو 


إتن» /لا+(]- *8, لآن كل متجه في 27 هو مجموع متجه في لآ ومتجه في 7 بيّن أن 27 ليست المجموع المباشر ل 5 


| بين أنه يمكن كتابة | 76277 بأكثر من طريقة كمجموع لمتجه في لآ ومتجه في /!! 


(0,4,7) + (1,0ا,ة) ع (7,ثرة)» قيض (0,9,7) + (4,0ف-,3) > (3,5,7). 2 من جهة أخرى, لدينا 61 17 © (0,1,0): 


 )0(‏ /0079 لآ. وبذلك, 3777© ا عروتي 


7 ليكن, في *8, لا المستوى -ا* وليكن 78 محور -2: 
(8 ع طية:(0,طية)) ع نآ 5 00 كين 
بِيّن أن 14 © نع 83 
18 يمكن كتابة أي متجه 27 © (عرءة) كمجموع لمتجه في [] ومتجه في /اا. وذلك بطريقة واحدة وواحدة فقط: 
“(©,0,0) + (0,رطية) > (عرطية) 

وبالتالي يكون 87 المجموع المباشر ل لا و /, أي أن 1 © () - 87 

7 ليكن 17 و 7 الفضاءين الجزئيين ل *8 المعرّفين بواسطة 
لع ١د‏ ونزعرطبة)) - نا 5 (0,5,0)) د /17 


(لاحظ أن /1 هو المستوى -2لا). بيّن أن 7 © ل) ع 87 


1 


إذن 


لاحظ أولاً أن (40- 618تا, لآن 01لا © (عبطة) -؛ تقتضي 2-6-0 و0 4: وهذا يقول إلى 


0م 0<-ط 0ع, أي أن (0,0,0) -م 


ونقول أيضاً بان /لا+ 28-1 لأنه إذا 628 (عرطرة) > ا فإن (ه-عره-ط,0) + (فهره) - 1 حيث لا © (هرهرة) 


و الاك (م-وع-,0). الشرطان,. (40-/018() و /لا+ ]87-1 يقتضيان معأ /18© زاء 80 


77 ليكن ٠‏ الفضاء المتجهي للمصفوفات المربعة -0 فوق حقل 8. وليكن 'ا و 17 الفضاءين الجزثيين للمصفوفات المتناظرة 


وتخالفية التناظر. على الترتيب. بين أن /1[©01-/. (تكون المصفوفة 14 متناظر: 
التناظر إذا وفقط إذا 34- ع 05). 


إذا وفقط إذا 215 ع 204 وتخالفية ‏ 


*# شبين ولا أن 38 + [7-1. لتكسن 8 أي مصفوفة مسربعة -8 إختيارية. لاحصظ أن 


كم- 1244 + رتم+م)2اءم. نزعمهاآن (5©1ه2)4+8/| وأن ل/لا© 7ه-م)2/!. عن 
7ه + 0 2/ز» رككم + "ى ١/2‏ - زم + ى)) يبر - 5زم + ه) 1/2). أي أن (5ى + 48) 1/2 مصفرفة متناظرة. كما 


(87- 1244 ع رح - "ه) ١/2‏ ع 7م - 4) ١/2‏ - 7ززته - خ) 1/2). أي أن (7ه - 4) 1/2 تخالفية ‏ التناظر. 


اجل 


أن 


انبين بعد ذلك أن  )0(‏ 617ا. لنفترض أن /811[01. إذن, 31 ]28 و11- 705 وهذا يقتضسي 


4 - -]ة لى 88-0 بالتالي (0)- 018 نا. إذن. 19© ا - لا 


7 بيّن أن 5 +77 + 5 من أجل أي مجموعتين جزئيتين 8 و 7 في فضاء متجهي لا. 


8 بما أن نا+ باع + نا من أجل أي متجهين نا ولا في 9, يكون لدينا ع (1 © سرو ع رسج ن) ع داق 


5+ 1ه ( 1 رقع ريط بس 


77 بين أن (8 + ,8) + ,8ت ,8 + (,8 + ,8) من أجل أي مجموعات جزثية ,5: ,5 ,5 في فضاء متجهي 9 


بماأن (با+ :00 .لاع م + (07+ ن) من أجل أي متجهات ل © بارلا.ناء يكون لدينا 
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1337 


13137 


07ظ1 


17ظ1 


7ؤ14 


1437 


7ظظ1 


145.7 


القصل 7 6 211 


(ي5 © هررة © و5 عن + اع به4) > ر5 + ليق + ,8) 
5 + ر5) + ,5 - (ر 58‏ الاررقاع باى5 ع نزم + )+ با)ع 


بيّن أن > 13+5- 17+ 5 من آجل أي مجموعة جزئية 5 في فضاء متجهي /17 
بما ان 5237,ى 17/3 يكون لدينا /5+129. الننظر الأن في أي متجه /7217. وليكن 8©5. إذن 237و با 
أن (0-5+00-8, يكون لدينا 25+37 وبالتالي. ٠25+1ل9.‏ الاحنواءان يقتضيان محا 10-/5+9. ونعرف, من المسالة 
ا 


بين أن > 5+ (0) - (0) +5 من أجل أي مجموعة جزئية 5 في فضاء متجهي 7 

0 لديناء من أجل أي 65ن, ندن+0-0+د وبالتالي. 8- (85علانت) - (65ن:0 + ن) > (0) + 5. وبذلك, 
5-(0)+5. نجد. من المسالة 136.7. أن 85> (0)+9-5+(0). 

لنفترض أن لاء 9. ى /17 فضاءات جزئية في فضاء متجهي. أثبت أن (/17+ 009 لا > )لآ 0 ن1) + (17م (1) 


8 ليكن (00[001)+(017)© نا. إذن إنا+ لاعن حيث 607لا © رن 0173© رن وبالتسالسي 
لآ 6 يناءرن. بصا أن لا فضاء جزئيء إذن © إنا+ رناع نا أيضاً 637 ,نا و67 يله ولسذلك فسإن 
77+ © رلا+ بنع ن. إذن. (/لا + 0007 لاعن ومنها (للا+ 007 ا > (18ام نا) + 10م 00 

أوجد فضاءات جزئية لا لا, /8ا في 22 بحيث أن (/13+ 001 1 (/8( 6 [غ) + 617 200 

1# ليكن (ط0> ؤ:(طرة)) - نا (المستقيسم « > (). ((2,0)) -/ (محور «). ((10-4)0,6 (محون -لا). إذن؛ 
(4)0- 610لا و(37-40 © نا وبالتالي   .)001(+)0[00-1)0(‏ لديناء من جهة أخرى, 
617 1) + (037 نا) ع (0) ع لاع 82م لاع رزلاب لام نا 

ليكن ٠‏ الفضاء المتجهي للمصفرفات المربعة -0 فوق حقل 6. وليكن [] الفضاء الجزئي للمصفوفات المثلئبة العلياء و ا 
الفضاء الجزئي للمصفوفات المثلثية السفلية. لاحظ أن 18+ [ا- لا. بين أن 6180© اه لا. 

للا (0) 01لا لآن 07 تتكون من كل المصفوفات القطرية. لذلك. لا يمكن للمجموع أن يكون مباشراً 


ليكن ٠‏ الفضاء المنجهي لكل الدوال من الحقل الحفيقي 8 إلى 8 ليكن لا الفضاء الجزئي للدوال الزوجية و 1 الفضاء الجزئي 

للدوال الفردية. بين ان 1081 > ,. [تذكر أن ؟؛ تكون زوجية إذا وفقط إذا (©)) > («-)1 وفردية إذا رفقط إذا 
0ك )اع 

8 (0-)! - ()؟) 12+ ((-)؟ +( )1) 1/2 > ()1. حيث ‏ (0«-)] + (1)0) 1/2 زرجية و ((2-)]-(1)0) 1/2 فردية. 

إذن /10+لا>-ل. لنفترض أن /0ا61ناع5. إذن («-))>-(«-)5 ومنها 0-(خ-)6. وبذلك لديناء من أجل كل 639», 

0>-(8), إذن, يكون 20. الدالة الصفرية وبذلك. (0)>/لاعلا. ومنها ا©لالا. 

لنفترض أن ,3, يللاء..._/لا فضاءات جزئية لفضاء متجهي .١'‏ ناقش الفرق بين /3 + ... + لاج اع لا 
ةا ©...© 3 © الاح لا 

8# افترض انه يمكن كتابة كل لا © ٠,”‏ كمجموع في الشكل اا 02 حييث إلا © ا إذن, 
,ا +...+ ,18 + ,للا > /7. إذا كان مثل هذا المجموع وحيداً. فإنه يكون مباشراً. أي أن ,/3ا © ... © 1731© لاع 37 

لتكن ,"ا يلاا. 313 محارر », لا. 2 على النرتيب. *8. بين أن 13/7 © 1837© ,/13- 83 

قا يمكن كتابة أي متجه ‏ 83 © (عيطة), وبشكل وحيد. كمجموع متجه في ,ل/لا. ومتجه في ,/لا: ومتجه في ,الاء كما يلي 

(.0,0) + (ميطة) + (0,0.ه) د رعرطة) 
وبذلك. ‏ ,/38 © للا © للع ته 
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7 لنفترض أن ...18.18 فضاءات جزثية في // بحيث أن 180+...+ ,178+ ,1-10 ولنفترض أنه يمكن كتابه 


© ابما أن 80...+ 0 >8 حيث ,0 الصفر المتجهي في ,/23 وهو مجموع وحيد من أجل 17 ©0. ليكن ‏ 7 © ,, 
وافترض أن .لا ...+ يلا ,1< و« وذن ,+ ...+ روا+ بم ع ٠,‏ حيث لاع ارن. إذنء 

ا - )...+ ليبن - يها) + (,بدا- رماع > »ام-0 حيث :19 © ,7 - لا بما أن مجموعاً مثل هذا وحيد من أجل 20 فإن 
0- ا -- ب« من أجل 1, وبالتالي نا من أجل ف وهكذاء فإن مجموعاً مثل هذا يكون أيضاً وحيداً. وكذلك 
ا 0 


7 انفترض أن |للاء ر/لاء /لا هسي المحورين * و لا والمستقيم بو على الترتيبء في المستوى 82. بين أن 
3ه بلقا لاع 12 (رغم أن كان لافنا ى (40- 01لا من آجل [* ). 
8 بين أن متجهاً 82 © /, وليكن (0,0) - 9 يمكن كتابته بأكثر من طريقة كمجموع لمتجه في ,10 ومتجه في يالا 
ومتجه في ب/0: 
ك1 -) + (ل,0) + (0,ا) > (0,0) + (0,0) + (0,0) > (0,0) 
وبذلك. ,37 1306© ,/13 ع 12, 
1487 ليكن نا وى ا فضاءين جزئيين فوق حقل 16. عرّف المجموع المباشر الخارجي ل ل١‏ و 7 
2# ليكن ٠‏ مجموعة الأزواج المرتبة («,نا) حيث نا تنتمي إلى لآ و ١‏ إلى /: (/ا © نا عد :ز(سس) ع /ا. إذن: يكون 
/ا فضاء متجهياً فوق 1 بالجمع في ٠‏ والضرب السلمى على // معرّفين بواسطة 
زايد لج بكي ل اع د زابس نع + (سرن) 3 (لرمم) د (سناا 
حيث لاج 'بره الاج “.ب او 12 ©ك. (ِيُعرّف هذا الفضاء /ا باسم «المجموع المباشر الخارجي» ل لا و 19). 
تتعاق المسائل 152.7-149.7 بفضاء متجهي 1 يكون المجموع المباشر الخارجي (أنظر المسألة 148.7) لفضاءين متجهين لا 
و ١0‏ فوق حقلٍ 6. افترض, أيضاً. أن ,0 و ,0 هما على الترتيب المتجهان الصفريان ل ك8 و /1. 
7 بين أن (,0*)0,,0 هى المتجه الصفري ل لا. 
8 ليكن 3 © أي (لاءن) >< حيث لاعن اى '18اعظم. إذن 
دع (للارن) (ي0 + للا 0 + ل) > (ي0ى,0) + رسن ع 6+ ل وبالمثل .6+٠-7‏ إذن © المتجه الصفري في . 


7 أوجد السالب - لمتجه 7 .٠©‏ 


# إفترض أن (لاءنا) 0 حيث [1 © نا ولالاع ا إذنء (للاتن-) ع 
زيل 0) د زسين) + (سسريس) د 6 


- الآن لدينا 


67 ليكن ((0رد) ع بولات )٠‏ س 8 ىو (0«ى,0) - ملاع -17. بين أن 6 و لأا فضاءان جزثيان ل /. 
1# لدينا أولاً 0 ©(,0,,0) - 6 . إفترض أن 6 © ولارره؛ ليكن (ي0,,») > رن فى (,0ريه) عره. إذن» 


(ي0 ريك + ركن) ع (ي0,يكه) + (ي0 ,يسح ين + رن 
(يلاى») - (ي0ط .رعط) - (ي0 ,)ا 2 رن 


حيث 4 © . وبذلك ‏ + ,ءا و ,لا ينتميان إلى 2 ١‏ أي أن 0 فضاء جزثي في /. بالمئل. يكون 17 فضاء جزثياً في9. 
7 بين أن /ا© 0 علا , 


ليكن /37ا © إننء (اللآاءل) ع« حيث 61 نا وى اع «. وبالتالي» بلاج ن ت (ص ,0) + (,0,»)ع ن. وهكذاء, 
/أز+ 0 دما . من جهة أخري. إفترض أن 18+ نأك («.») دن. إذن» ,0-دس لآن 6س اى ,0 عن . وبذلك, 
8-؟ أي أن (0) لام 8. إذن. ‏ © 0 علا . 
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إن الترميز في هذا الفصل هو نفسه كما الفصل السابق؛ آي أن 7 ترمز إلى فضاء متجهي: ! إلى حقل السلّميات, نا وى لا 
متجهات في 27 3 و 8 وء و سلّميات في >1 [بادلة سفلية أو بدونها]. 


8 الخواص الابتدائية للترابط والاستقلال الخطيين 


18 


28 


38 


48 
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عرّف الترابط الخطي والاستقلال الخطي. 
ليكن ‏ فضاءً خطياً فوق حقل 5. نقول أن 7 © ي"....., مترابطة خطياً فوق 16, أى مترابطة فحسبء إذا وجدت 
سلميات 16 © ي2,.....8, لبت جميعها أصفاراً. بحيث أن 


0ع سه ٠٠0+‏ + وناية + رناره )غ2 


ونقول, في غير ذلك, أنها مستقلة خطياً فوق ©5, فى مستقلة فحسب 

ملاحظة: لاحظ أن العلاقة (1) ننحقق دائماً إذا كانت كل ال 3 صفرية. إذا كانت هذه العلاقة تتحفق في هذه الحالة فقط؛ أي أن 
شيك +...+ ياية + ,8,9 تقتضي 

فإن المتجهات تكون مستقلة خطباً من جهة اخرى, إذا نحققت العلاقة (1) أيضاً عندما واحد من ال 0 مختلف عن 0, فإن 

المتجهات تكون عندئذ مترابطة خطياً. 


0 ابه 


بيّن أنه إذا كان 0 واحد من المتجهات ".....,9 وليكن 0 > ,0, فإن المتجهات بجب أن تكون مترابطة خطبا. 


8 الدينا 0-0 +.,.+ 0+ 1.0 09 +...+ ,00 + ,10 حيث معامل ,7 لبس صفراً. 


بيّن أن أي متجه غير صفري ١‏ يكون, لوحده, مستقل خطياً 
ا لنفترض أن 0> 0« ولكن 0 *ت», إذن 6-0. وبذلك يكون ٠‏ مستقلاً خطياً. 


*.....,ع0 نكون مترابطة خطيا إذا وفقط إذا كان أحدهما تركيبة خطية من المتجهات 


لنفترض 1< 6. بيّن أن المتجهات 3 
الأخرى. 
لنفترض أن أحدهماء ليكن ,؛ مثلاً, تركيبة خطية للمنجهات الأخرى: 


قا © 4 88 © بمرت ير© © برقا ييه + ٠58‏ + فاه عد ريا 


إذن» بإضافة 07 - إلى الطرفين؛ نحصل على 0 - ماري # بيزا بوبه رلا > ردروا ب_بة...ل الاره حيث معامل ,7 لبس 
0؛ وبالتالي؛ تكون المتجهات مترابطة خطياً. وبالعكس. نفنرض أن المتجهات مترابطة خطباً؛ ولتكن 

0 ...+ ارط ...+ ,لارط حيث 0 عا إذن, 
وظرط' 6 - 


وبذلك, بكون ,7 تركيبة خطية للمتجهات الأخرى. 


عرّف مجموعة مترابطة أو مستفلة من المتجهان. 
8 نقول عن مجموعة (ي“.....,ب1417 أنها مجموعة مترابطة أى مسئقلة وفقاً لكون المتجهات ".....,” مترابطة أي مستقلة 
خطياً. وتكون مجموعة لانهائية 5 من المتجهات مترابطة خطياً إذا وجدث ...ونا في 5 تكون مترابطة خطياً؛ 
وتكون 5 مستقلة خطياً في غير ذلك. وتعزف المجموعة الخالية © بأنها مسنفلة خطياً. 
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4 3] الترايط الخطيء القاعدةء البُعْد 


,0 فإن المتجهات تكون مترابطة خطياً. 
8 الدينا 0ع 00 +...+ 00 + إلا 7 حيث معامل 7 ئيس 0. 


068 بين أنه إذا تساوى إثنان من المتجهات ي".....,, مثلاً 


78 بين أن متجهين , و .” يكونان مترابطين إذا وفقط إذا كان آحدهما مضاعفاً للآخر. 
لنفترض أن 7 ى يلا مترابطان. يوجد إذن سلّميان © ى 8 ليسا صفريين معأ بحيث أن 0ع اط+ إلا ليكن 0 8 
إذن رلو/ط-) - ,“. وبالعكس إذا فرضنا أن يط ربا - “ا حيث 1 معامل ,9. وبالتالي يكون ,7 ويلا 
مترابطين. [لاحظ أن هذه حالة خاصة من مسالة 4.8]. 


58 صف هندسياً الترابط الخطي لمتجهين ولثلاثة متجهات في الفضاء الحقيقي 8 
ل يكون متجهان ,؛ و ر؛ في 87 مترابطين إذا وفقط إذا كانا يقعان على نفس المستقيم عبر نقطة الاصل. وتكون ثلاثة 
متجهات + 7 نا في 27 مترابطة إذا وفقط إذا كانت تقع في نفس المستوى عبر نقطة الأصل. 


010.8 بين أنه إذا كانت المجموعة (ين ,... ,,0 مترابطة. فإن أي تنسيق جديد للمتجهات (.,«,... .يرن ,,,0) يكون مترابط أيضاً 


[وبالتالي. إذا كانت .,/.... ,,لا مستقلة؛ فإن الأمر يكون كذلك بالنسبة لأي تنسيق جديد]. 
1# لنفترض أن" ,...,ن .نا مترابطة. توجد عندئذ سلميات 8....,رة.,8. ليست أصفاراً كلهاء بحيسث أن 
0ع يرسي ٠00+‏ + يشريه + رطره. ‏ إذنء 0 عت رن نيه + 0١‏ نيه + إرشيهء يعض 60 يه وبذلليه إلا .لبر بو 


8 اللفترض أن (وانس؟) - 5 تحتوي مجموعة جزثية مترابطة, ولتكن (.....,7). بيّن أن 5 تكون أيضاً مترابطة 
وبالتالي» كل مجموعة جزئية في مجموعة مستقلة تكون مستقلة. 
ل 0 ل مترابطة. فإنه توجد سلميات 420,...0.....,ة ليست صفرية كلهساء بحيسث أن 
له ”7 


07 + لابه ...+ رلاية+ رلارة. إذنء 5 مترابطة. 


8 النفترض أن و41 مستقلة, ولكن (“ي419,.....7- مترابطة. بيّن أن ٠‏ تركيبة خطية في أل ,". 
3# بما أن (للا لاس مترابطة, توجد عندتئذ سلميات اب ي3,.....8. ليسست صفرية كلهاء بحيبث أن 
0ع بلا عله يرلكييلة نيط ولاق إذا 5-0 فإن واحداً من الرة ليس صفراً و 0 > 80+...+ رلارد. ولكن هذا يناقض 
الفرضية بأن ‏ (ىا...,9) مستقلة. إذن. 0ط وبذلك لامها ”هس نيواطت ع ليراية 
أي أن 8 تركيبة خطية في ال.ا. 


مس لا رهس) او ص بون 


8 النفترض أن (...,ي8,,8) مجموعات مستقلة خطياً من المتجهات؛ وأن ...6ي8,©4. بيّن أن الاتحاد ...لاره لاه لم 
مجموعة مستقلة خطياً ايضاً. 
8 لنفترض أن 4 مترابطة خطياً إذن. توجد متجهات 4 © ,7....., وسلميات 1 © ,4,.....8, ليست صفرية كلهاء 


بحيث أن 


0 رسيم عد + يشريه + رقيه 0( 
بما أن ب4لاعحف و1643 فإنه توجد مجموعة ري سرب بحيث أن 


ييف ع ينه 3 يبلك 6 ين بر كبن 


ليكن 1 الدليل الأعظم للمجموعات (ي؛ , . . . ,,غ)«قحه - 4 : ,ك4 .. ينتج عندثذ: وبما أن ....© رذ © .4 أن كل ,, محتوأة في ركم . 
وبالتالي» بي © ,وارلا وبذلك وبسيب (1) تكون ,4 مترابطة خطياً. وهذا يناقض فرضيتنا. إذن: ثكون 8 مسثفلة خطياً. 


8 الترابط الخطي للمتجهات 
8 حدّد ما إذا كان المتجهان ن و“ مترابطين خطياً ثم لا حيث: () (3,4) دل (3-,4)1 (ب) (3-,2) دس (9-,6)ك ان 
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14.8 


15.8 


15.8 


الفصل 8 0 215 
يكون متجهان نا و » مترابطين إذا وفقط إذا كان أحدهما مضاعقاً للآخر. (إ) لا؛ فلبس أي متهما مضاعفاً للآخر. (ب) نعم: 
لآن 30 عدم 
دّد ما إذا كان ناو" مترايطبن خطباً آم لاء حبيكد () (2-.4,3)- لد (67-,2) > لد (ب) (2سب46) كن 
(اي3-.2) د١٠‏ 
88 () لاء فليس أي منهما مضاعفاً للآخر. (ب) نعم: لآن 20- - نا 
حدّد ما إذا كانت المصفوفتين 8 و 8 مترابطتين أم لاء حيث 


70 م م 


الت 5-5 )2م 3 ًّ ))عم 


© () نعم؛ لأن 28 > 8, (ب) لا؛ فليست إحداهما مضاعفة للأخرى. 


حدّد ما إذا كانت الحدوديتان لا ى ” مترابطتين أم لا حيث 
(0 > تام + يك 2 ده توج تود يو لودو (ب) 22-30 +ية- 


حل توج تو سيوج ودر 
8 () لاء فليست إحداهما مضاعفة للآخرى. (ب) نعم: 30 - د بن 
تتعلق المسائل 5 بمتجهات في الفضاء الحقيقي *18, 
احدّد ما إذا كانت المتجهات (2,1-,1). (1-,2,1): (4,1-,7) مترابطة خطيأ ام لا. 
88 طريقة 1: كوّن نركيبة خطية من المتجهات مساوية للصفر باستخدام سلّمبات مجهولة « ل 2: 
(0.0,0) -(4,1- ,2)7 +(1- ,1 ,2)بر+ (2,1- ل)د 


(0,0.0) >( .42 .72) + زود رتو و2 ع زع ةد بن 
أ (0,0.0) > 2ه + بردم م4 - برع ع2 مدع بر2 جع 


ساي بين المركبات المتقابلة للحصول على منظومة متجانسة مكافتة. وإختزلها إلى شكل درجي: 


إذن 


70+ ربع 0 بيع 72-0 برجم 
مدير جعة- أ 0د جن1 برد د 22-0 +ر 
2-0 عبرسير 62-0 درك 


المنظومة. في شكلها الدرجي؛ بكون لها فقط معادلتان غبر صفرينبن في ثلاثة مجاهيل؛ وبالتالي, يكون للمنظومة حلّ غير 
صفري. إذن, المتجهات الأصلية مترابطة خطياً. 


طريقة 2. كوّن المصفوفة التي صفرفها المتجهات المعطاة. ثم اختزلها إلى شكل درجي مستخدماً العمليات الابتدائية 
للصفوف: 

1-201 1-201 1-2 1 

3 1 إلى | 5 0 إلى 3 5 0 

1 4- 7 6- 10 0 6 006 
بما أن في المصفوفة الدرجية فيها صف صفريء فإن المنجهات تكون مترابطة. 


حدّد ما إذا كانت (3,7-,1): (6-,2,0)., (1 


,3). (5-,2,4) مترابطة خطياً آم لا. 
8 نعم, لأن أي 5+1 (أو أكثر) متجهاً في * تكون آلباً مترابطة. 
حدّد ما إذا كانت (3-,1,2). (3,2-.1) (1,5-,2) مترابطة خطياً آم لا. 


© كوّن المصفوفة التي صفوفها المتجهات المعطاذ ثم اختزلها صفياً إلى شكل درجي: 


31 2 1 9 2 4 اوت 2 1 
2 3- ا( إلى 01 5 0 إلى 31 3 0 
5 2-14 1 0-5 86 6 0 


موقع الفريد في الفيزياء 


6 83 الترابط الخطيء القاعدة, البّغْد 


208 


يما أن المصفوفة الدرجية ليس فيها صفوف صفرية؛ فإن المتجهات تكون مستقلة. 
حدّد ما إذا كانت (3,7-,2), (0,0,0), (4-,1-,3) مترابطة خطياً أم لا. 
08 نعم, لأن (0,0,0) > 0 أحد هذه المتجهات. 
ليكن 7 الفضاء المتجهي للمصفوفات 2*2 فوق 8. حدّد ما إذا كانت المصفوفات 17 8,8,6 مترابطة آم لاء حيث 
1 مل 1مك 
الك 9 )عه 1 أاعه 


88 كرّن تركيبة خطية من المصفوفات 8, 8. و © مساوية للمصفوفة الصفرية مستخدماً سلّميات مجهولة « لا: 2: أي؛ | 


ود عبج هربق 

الل 1 كن 
ِ 7 0-0 6+( 20+06 2 
أ د و 


ساو بين المداخل المتقابلة للحصول على منظومة متجانسة مكافثة من المعادلات: 


إذن 


بحل المنظومة اعلاه نحصل على الل الصفري فقط 0 », #0-لا, 2-0. لقد بينا أن 0* 20 + 8+ 8< يقتضي 
أن 0م 0ل 0ه وبالتالي. تكون المصفوفات 8, 8, © مستقلة خطياً. 


حدّد ما إذا كانت المصفوفات 8, 8, © مترابطة أم لا حيث 
سقف حسم ران 


1# كوّن تركيبة خعلية من المصفوفات 8, 8, © مساوية للمعصفوفة الصفرية مستخدماً سلّميات مجهولة *, لا 2 أي نضع 


20م هشرع هع إذن 
7 0 04 د10 ناه 

0 مدان ع ا م 

0 '0 0 م5 برد ع2 2 جبير3 +ع 

ُ 0 0 بر +ع 00 


ساي بين المداخل المتقابلة لتحصل على منظومة متجانسة مكافئة لمعادلات خطية, واختزلها إلى شكل درجي: 


0ع +بر3+ع 


إلى أخيراً 
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لهذه المنظومة في شكلها الدرجي متغير حرّء وبالتالي لها حل غير صفري, مثلآً ‏ 2« 1- دن 4-1 القد بينا أن 
20-0 + 8 + 4ه الا تفتضي 0-* و0-ل, 2-0؛ وبالتالي. تكون المصفوفات مترابطة خطياً 
8 ليكن ل الفضاء المنجهي للحدوديات من الدرجة 3 فوق 2. حدّد عما إذا كانت 56+1+ 32 5ع نر 
42 +2 د ب كبجيوب تيو 23 دو 
للا كوّن تركيبة خطبة من الحدوديات لء *. "ا مساوية للحدودية الصفرية مستخدماً سلميات مجهولة « لاء 2 أي كوّن 
0 م + برج نع« إذن 
0 (5 + يو 4# 20)ج + زج ج بع + 2 تير + (1 جروج شرق تير 
أى 0ع مك ديجو + م4 - 7ج + بر2 + إبرع + قوير - “زيرح برج بير + تبيرق - خبير 
أ 0- (52 + 2 + ع) + ب(ج9 + برق + ع5) + #/(ج4 - بر - رق-) + 7(م2 + برجير) 
بجب أن تكون معاملات قوى ١‏ مساوبة للصفر: 
22-0 + بر جع 
0- مودير لعق- 
0 > 92+ برق + ر5 
2-0 + ةجع 
بحل المنظومة المنجانسة أعلاه نحصل فقط على الحل الصفري: 0 », 0 لء 0 2؛ وبالتالي تكون له /, /ا مستقلة. 
08 حدد مسا إذا كانت الحدوديات نه «. بلا مترابطسة أم لا حيث 2+3 - 42 + ثاس نى +ع تيمب تسب 
7+ تق + 300 د بر 
8 كن تركيبة خطية من هذه الحدوديات وساوها بالحدودية الصفربة مستخدماً سلميات مجهولة « لا, © أي كوّن 
0 ع برع > بابرا بور إذن 
0( طبرق8- ترق + 33)ع + زج +ع - ,م + 7ر)رر + (3 جيج - قيج + نير 
أى 0ع ع7 +جيوق - توق + ترج 3 + برف مدير - تيرق + تإير + يرق + بيرق تإبره مد تيبر 
أى 0 > (72 + بره + عد3) + )(م8 - ير - ع2-) + #رزيق + يرم + ع4) + ترزمة + برع 


ساو كل معاملات قوى ! بالصفر وإختزل المنظومة إلى شكل درجي: 


0م32 بير جعي 2-0ة3+ برع 
0ع مق + برع ١ر4‏ 1 0> عفدا بره 
8-بر سيروت 5 0-ع2-بر 
72-0 + بره + برة 2-0 سير 
أى أخيرا 0-ع3 ل رفع 
2-0 در 


المنظومة في شكلها الدرجي لها متغبر حرّ وبالتالي حل غير صفري. إذن» 0> 28 + بابو+ لام لا تقتضي 0-<ي, 
0خ ل, 0 2؛ وبالتالي» تكون الحدوديات مترابطة خطياً 
8 لبكن 7 الفضاء المتجهي للدوال من 2 إلى 2. بين أن 7 © 5,8,5 مستقلة خطياً. حيث م 0)ل, 12> ر)يع, 6 نط 
ا كوّن تركيبة خطية للدوال مساوية للدالة الصفرية 0 مستخدماً سلميات « الله د 80+ هبر+», ثم بيّن أن 
عدي 0خدل, 2-0 نبرز هنا أن 20-0 + عا+7*. تعني أنه, من أجل كل قيمة ل ), 0 > (00ط + ()هلا + (00 
في المعادلة 0ح دن + تإبر+ "عن عوّض 
0 لتحصل على 0 20 + 0ب + “عير 5 0ع 
ادع لتحصل على 2-0 + برج تعير 
1-2 لتحصل على 0 > 22 + برك + ثعير 


8 3) الترابط الخطي: القاعدة, اليُقد 


0ع 0 
حلّ المنظومة 2-0 +ير +#2دأ فتحصل فقط على الحل الصفري 0>ي. 0< لل. 2-0 
22-0 + برق ب ثعير 


وبالتالي. تكون 6. © و 8 


68 0 بين أن الدرال > ()ط :دم - 0)ع, هاه - )1 مستقلة خطياً. 
© كوّن المعادلة الثالية 0 > ط+ هبر+ م في أن 2-0 +ع جمعلر + 01زد», مستخدماً المجاهيل *. (؛ 2 ثم بيّن 
ل لت 
طريقة 1. في المعادلة 0 > إن+ همه م + )510 عوّض 


م لتصبح 0-0 + تبر + 0ج قي 20م 
التصبح 0ع 2ن + مقر 1 أى 0ح جعزداج) ١+‏ 
لتصبح 0- + .+ (1-رر + 2.0 5 20جج لال 
0 
نحل المنظومة 0ع 5/2(2) + يعم لنحصل فقط على الحل الصفري: 0عدين 0دنن 0دجى وبالتائي» تكون » 8؛ و ( 
0ج جلك 


مستقلة. 


طريقة 2. خذ المشتقات الأولى والثانية والثالثة ل 0 - ): + ؛ ومن لا + 8186 بالنسبة ل 4 فتحصل على 


0> ج +ا مور - يومو ع ع( 
عر ووه بز 1 وأو 2 2( 
0 مله بر+ ‏ ووه 2- زلق 
أضف (1) إلى (3). فتحصل على 0 2. إضرب (2) في 5154, (3) في 205 ثم إجمع: 
0ع عجوم ملس برع * ماوع :(2) »ام مند 
0ع وو ؛ مزه بر +ع وم - 1 كام ومع 
0م أي 20 ( وم +/ ماوابر- 
أخيراً. إضرب (2) في 2051 - » و (3) في )410 ثم أجمع؛ فتحصل على: 
0- نتم + 2ومع)لز أى 60ر 


بما أن معن ووم برع متقعر يقتضي 0د دين معن مدع 
إذنء الدوال 6, ع8 8 تكون مستقلة. 


8 بيّن أن المتجهين ([1,2+ 1) -/«, (1+ 1,1) - ١‏ في 2© مترابطان خطياً فوق الحقل العقدي ©, ولكنهما مستقلان خطياً 
فوق الحقل الحقيقي 8. 
1 تذكر أن متجهين يكونان مترابطين إذا وفقط إذا كان أحدهما مضاعفاً للآخر. بما أن الإحداثي الاول ل « هو ا؛ فإن لا 
يمكن أن تكون مضاعفاً ل « إذا وفقط إذا س(ز + 1) > ». ولكن 63 1+ 1: وبالتالي, تكون ,. ا مستقلتين فوق 8. بما 
أن لاع (رن+ ايع زز+ 1,[)زنط 1 ع سرزه 1) ومع نج 1 فإن المتجهين مترابطان فوق ©. 


8 التكن ناء 0 « متجهات مستقلة بيّن أن «+ل, 0-ان, ىلها + 20- كا تكون أيضاً مستقلة. 


8 لنفترض أن 0 > (20+0- بم +ز-ه)ر +( + :)»ا حيث :م لإى 2 سلّميات. إذن 
0 ع براي له ارك اا ل لالح اال ل الأكد ل لاك أو 0ع بيج + 220 - بر- ي) + نل(ج + نر+ ). ولكسن ناء لاء ا مستقلسة 
خطياً؛ وبالتالي تكون المعاملات في العلاقة أعلاه صفرية: 

اعم برجم 

22-0 لبرحع 

0- 
الحل الوحيد لهذه المنظومة هن 20ي, 0< بر.,. 0 


وبالتالي. فإن المتجهات 7+ دء ماله ىن +20 ا 
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8 ميرهنات على القواعد والأبعاد 


275,8 


308 


توطثة 1.8: تكون المتجهات غير الصفرية 


328 


33.8 


348 


عرّف قاعدة لفضاء متجهى 7 


88 تكون متتالية متجهات (,لا 
توك 07 


اانا قاعدة ل ل إذا (1) كانت إلاء....رتا 0 مستقلة خطياء وإذا (2) يلاب برثاررنا 


عرّف بعد فضاء متجهي /7. 

88 نقول أن فضاءً متجهياً /ا ذا بعد منته 8 أ أنه نوني - البعد. ونكتب 5 > 7 «أك, إذا كان 0١١‏ يحتوي قاعدةٌ عدد 
عناصرها 5 [أن هذا التعريف للبعد محدد جيداً بواسطة مبرهنة 4.4 والتي تنص على أن أي قاعدتين تحتويان على نفس العدد 
من العناصر] 

ويعرّف بعد الفضاء المتجهي (0) بأنه 0. [يتفق هذاء في بعض جوائبه, مع التعريف أعلاه لأن 2 مستقل. تعريفا ويولّد 
(0)]. عندما لا يكون الفضاء المتجهي منتهياً. نقول أنه ذى بعد لا نهائي. 


"...37 مترابطة خطياً إذا وفقط إذا كان أحدهاء وليكن ,», تركيبة خطية للمتجهات 
السابقة له: 
ووتاور© 4 08 ل نايع عد رن 
اثبت توطتة 1.8. 


8# لنفترض أن ارسق لس رلابة كلاه إذن ‏ 0 0ط ,09 جرد ابه +..ل لابه حيث معامل 7 


ليس صغراً. وبالتالي» تكون ال ,؛ مترابطة خطياً 


وبالعكسء إفتسرض أن ال 7 مترابطة خطياً. توجد عندئذ سلميات .م 8.....ره ليست صفرية كلهاء بحيث أن 
0" يلاه + ...8 8,37. ليكن ٠‏ أكبر عدد صحيع يحقق #0 يه. إذن, 


+٠٠١ + 0 * 0‏ رمينا0 يلايع ٠١١+‏ + رناره أو 0عتينيرهة + بره 
عنام رار 


لنفترض أن ١‏ إذن 20 لابق 0*#به أي أن 0 > 0 ولكن ال متجهات غير صغفرية؛ وبالتالي» <١‏ 

ويكون لدينا ,ع" .يها بية-...- ,لاره 87 - > ي". أي أن ,7 تركيبة خطية للمتجهات السابقة لها 

مبرهنة 2.8: إن الصفوف غير الصفرية ,8,.....8 في مصفوفة في شكلها الدرجي تكون مستقلة خطياً. 

أثبت مبرهنة 2.8. 

88 لنفترض أن (,18,,_,....,8) مترابطة. إذن أحد هذه الصفوف. وليكن ,,؛ تركيبة خطية للصفوف السابقة له: 
وليه ١+‏ + ومو اليبيية + مور بير 85 )ع( 

لنفترض الآن أن المركبة الكاثية (رقم ) في .,8 هي أول مداخلها غير الصفرية. إذن؛ وبما أن المصفوفة في شكل درجي. 

تكون المركبات الكائية ل ي#....., 8 صفرية كلهاء وبذلك تكون المركبة الكائية ل (1) 0 > 20 يم + ١0 + ٠١‏ رريره + 0١ر4‏ 

ولكن هذا يناقض الافتراض بأن المركية الكائية ل 1 ليست صفرية. وبذلك؛ تكون ...8 مستقلة. 


لنفرض أن (ي".....,9) تولد فضاء متجهياً ل؟. وأن 7 © ". بيّن أن (ي"...,90.7) مترابطة خطياً. وتولّد 7 


8( المتجه * تركيبة خطية في ال ,؟ لآن (,07) تولّد لا. لذلك: تكون (للاد....,8,9) مترابطة خطياً من الواضع أن للا 
مع ال ”7 تولّد لا لان ال ,, تولّد لا لوحدها. أي أن (ى'..... ,48.0 تولد 7 


4 تولّد فضاة متجهياً لا, ولنفترض أن ,, تركيبة خطية للمتجهات السابقة له. بين أن 
2 تود و 
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++ اكات ,ا وليكن 77 © لد يما أن (,9) تولّد لا فإن ها تكون تركيبة لخطية في ال ,8: مثلاً 
نعوض من أجل إلاء فنحصل على 


ب لبك 004 + تاريبك + ( برنة ب + ٠0‏ د )ره + ررق 
تيم +06 + بورلاريرة + درا( كله + ردبه) + 


ره ل مح ل ترك عت هق 
+ ونال ريه + ره ع 


وهكناء فون ل اسم ولان لابسر 41 تولّد . بمعنى آخر. يمكننا شطب ,ا من المجموعة المولّدة وتظل لدينا مجموعة 

مولدة. 

توطئة 3.8 (توطئة «الاستبدال»): لنفترض أن (للادر41 تولّد فضاة متجهياً لا: وأن (....., 2148 مستقلة خطياً. 
إذن. ه > « وَتُوَلَدَ لا بواسطة مجموعة في الشكل لي ,2. ...بل رير«ا, . .. ٠).‏ وهكذاء وبشكل خاص؛ أي 
عدد (6+1) أو أكثر من المتجهات في 7 تكون مترابطة خطيا. 


8 اثبت توملثة 3.8 
08 يكفي أن نثبت المبرهنة في الحالة التي تكون فيها كل ال ١,‏ غير صفرية. (أثبت؛) بما أن ال (,0) تولّد لا فيكون لدينا 
بواسطةالمسالة 33.8 أن 
فل 2.2 
مترابطة خطياً وتولّد /ا أيضاً. من توطئة 1.8. واحد من المتجهات في (1) يكون تركيبة خطية للمتجهات السابقة له. هذا المتجه 
لا يمكن أن يكون ,8. لذلك يجب أن يكون واحداً من ال “, وليكن ,0. هكذاء وبواسطة المسالة السابقة يمكننا شطب ١,‏ من 
المجموعة المونّدة (1). ونتحصل على المجموعة المولدة 


اك ره 


م 


ما ورا رك 


رق ره 
الآن, نكرر الحجّة مع المتجه ي". بما أن (2) تولّد /1: فإن المجموعة 
(يقاب ب ورويلا برشو ليواي إلق 


تكون مترابطة وتولّد ٠/‏ أيضاً. مرة أخرى, وبواسطة توطئة 1.8؛ يكون أحد المتجهات في (3) تركيبة خطية للمتجهات السابقة له. 
نؤكد هنا أن هذا المتجه لا يمكن أن يكون ,"ا أو ير" لآن ال ن#اناس9) ٠‏ مستقلة؛ وبالتالي؛ يجب أن يكون واحداً من ال ", 
وليكن ,". لذلك, وبواسطة المسألة السابقة؛ يمكن أن نشطب ي» من المجموعة المولدة (3) ونحصل على المجموعة المولدة 
(لونا رب ليولا مسولا رن مرورلا ترسوك رت تررق روا# ررطلع + 
نكرر الحجة مع ٠",‏ وغيرها. ونتمكن في كل خطوة من إضافة واحد من ال وشطب واحد من ال * في المجموعة المولدة. 
إذا 2 > © فإننا نتحصل أخيراً على مجموعة مولدة في الشكل المطلوب: 
) 


الوا سابية ووسس 1 


0< 18 غير ممكنة. لانناء بخلاف ذلك, سوف نحصل بعد 5 من الخطوات أعلاه على المجموعة المولدة 
يقتضي هذا أن يكون ,,," تركيبة خطية ل ,..... لا وهذا يناقض الفرضية أن (,8) مستقلة خطياً. 
مبرهنة 4.8: ليكن 7 فضاءً متجهياً منته ‏ البعد. إذن. كل قاعدة ل ١‏ يكون لها نفس البعد 


268 اثبت مبرهنة 4.8 (وهي نتيجة أساسية في الجبر الخطي). 
8 لتكن (,© سرع.ر») 0 قاعدة ل لاد و (....ي5,5) قاعدة اخرى له. بما أن () تولد لا فإن القاعدة ‏ (تتبرآ,6) 
لا يمكن لها أن تحتوي أكثر من 8 متجهاء وإلا فسوف تكون مترابطة إستناداً إلى المسألة السابقة. من جهة أخرى. إذا كانت 
سيارع تحتوي أقل من © متجياً فإن ‏ (يعس,») يجب أن تكون مترابطة بحكم المسألة السابقة أيضاً وبذلك. تضم 
(...ن44,.5 عدد 5 تماماً من المتجهات, وهكذا! تكون المبرهنة صحيحة. 


8 0 عرّف مجموعة جزثية مستقلة أعظمية في مجموعة 5 من المتجهات في ل1. 
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4 في 8 مجموعة جزتية أعظمية في 5 إذا كانت مستقلة. وإذا كانت المجموعة 


منرابطة. من آجل أي 5 © مد 


مبرهنة 5.8: لنفترض أن ( 
)ل مس4 


مصوعة ,جزئية مستقلة اعطمية فى مجنوعة 3 ديت 5 تلد فضاة عدبا '. إن 


اثية شيرطنة كر 
8 إفترض أنّ 8©3. إذنء وبما أن (,7) مجموعة جزئية مستقلة أعظمية في 5. تكون (لاى,ل....,, )17‏ مترابطة. وبذلك, 

يكسون « تركيبة خطبة في ال,". أتي أن (500هم8 © «. وبالتالي (809800 2 8. يقود هذا إلى 
لاع( )هدم ع (5)ههمة > لا. إذن, (,9) تولَّد /ا: وبما أنها مستقلة فهي قاعدة ل 87 

لنفترهن أن 7 مولدة بواسلة سيموعة منتهية 3 يون أن '* اذى يعد منته: وان مجمرعة جزعية فى 8 كرن قامدة ف 7 


18 طريقة 1. من بين كل المجموعات الجزئية المسنقلة في 5: وهناك عدد منته منها لأن 5 منتهبة؛ توجد واحدة منها تكون 
أعظمية. إستناداً إلى المسألة السابقة: فإن هذه المجموعة الجزئية 59 تكون قاعدة ل ا. 


طريقة 2. إذا كانت 5 مستقلة. فهي قاعدة ل 9. وإذا كانت 5 مترابطة؛ فإن واحداً من المتجهان يكون تركبية خطية 
للمتجهات السابفة له. يمكننا شطب هذا المتجه وتظل لدينا مجموعة مولّدة. نواصل هذا الاسلوب حتى نصل إلى مجمرعة جزئية 
تكون مستقلة وتولد لا أي تكون قاعدة ل /1. 


الننظر في متتالية مننهية من متجهات (,لا,....ي0,,9) - 5. ولتكن 7 متتالية متجهات تحصل عليها من 5 بواسطة واحدة من 
«العمليات الابتدائية التالية»: (1) مبادلة متجهين, (1) ضرب متجه في عدد سلّمي غير صفري! (111) إضافة مضاعف متجه إلى 
متجه آخر. بين أن 5 ى 1 نولدان نفس الفضاء 8آ- بيّن أيضاً ان 5 تكون مستقلة إذا وفقط إذا كانت 8 مستقلة. 
لاحظ أنه في كل عملية. تكون المتجهات في 7 نركيبات خطية لمتجهات في 5. من جهة أخرى؛ يكون لكل عملية معكوس 
من نفس النوع (أثبت!)؛ وبالتالي» فإن المتجهات في 5 تكون تركببات خطبة لمتجهات في 7. إذن: 5 و 7 بولّدان نفس الفضاء 
/. أيضاً تكون 7 مستقلة إذا وففط إذا 01018 وهذا يكون صحيحاً إذا وفقط إذا كانت 5 مستقلة ايضاً. 


لتكن (ره) > 8 او (8) > 8 مصفوفنين 00 متكافئئين صفياً فوق حقل 6 ولتكن ,".....,/ا أي منجهات في فضاء 
منجهي ٠‏ فوق 55. ولتكن 


إلى 2 4 ٠00‏ ل ولاور2 + ولاررظ ع روا بقلي رك ع ٠ط‏ وناج رك ع بقار © ارقا 
الأرييه + ٠5٠‏ + ولأيج© + ونارجة * ولا 


ولقروظ 4 ٠١‏ * * ولاورط + تابيط > ينل 


لرييو 4# 08 * + وتاوى ف + زمر 


بيّن أن (,نا) او (,48 تولّدان نفس الفضاء 

88 إن نطببق «عملبة ابتدائية» من المسألة السابقة على (,نا) مكافىء لتطبيق عملية صفية على المصفوفة 4. بما أن 
8 و 8 متكافئنين صفياً فإنه يمكن الحصول على 8 من 4 بواسطة منتالية من عمليات صفية إبتدائية؛ وبالتالي: يمكن الحصول 
على (:0) من (,0ا) بواسطة المتتالية المفابلة من العملبات. وبذلك. نولد (,نا) و (,) نفس الفضاء 

مبرهنة 6.8: لنكن ...37,5 مفتمية إلى فضاء متجهي 1 فوق حقل ك1. ولتكن 


وناى 4 ٠00‏ ل وتليرة + وناريه ع بور 


لم4 + ٠٠0‏ + يتاوج © + ترجه خت رنود 


حيث 16 رب ولتكن 7 المصفوفة المربعة -5 للمعاملات. أي أن (رية) -< 8 
() افترض أن عكوسة:. إذن (,8) ى (0) نولدان نفس الغطاء؛ وبالنالي. تكون (,/0) مستفلة إذا 
وفقط إذا كانت [,) مستقلة. 
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42.8 


43.8 


45.8 


الترابط الخطيء القاعدة, اليُغد 


(11) افترض أن 8 ليست عكوسة. إذن. تكون (,0) مترابطة. 
(611 إفترض أن (,8) مستقلة. إذن» تكون 5 عكوسة. 


أثبت () في مبرهنة 6.8: إفترض أن " عكوسة. إذن ‏ 402500 > (20090م5 وبالتالي. تكون (48 مستقلة إذا وفقط إذا 
كانت (0) مستقلة. 

بما أن 8 عكوسة؛ فهي مكافثة صفياً للمصفوفة المتطابقة 1. إذن, استناداً إلى المسالة السابقة, (/«) ى (,7) تولّدان 
نفس الفضاء. إذن, تكون الواحدة مستقلة إذا وفقط إذا كانت الأخرى كذلك. 

إثبت (1) في مبرهنة 6.8: إفترض أن 1 ليست عكوسة, إذن» (,0) تكون مترابطة. 

8 بما أن © ليست عكوسة. فهي مكافئة صفياً لمصفوفة بصف صفري. يعني هذا أن (,*) تولّد فضاءً تكون له مجموعة 
مَُلَدة عد عناصرها أقل من 8. وبذلك. تكون (,«) مترابطة. 


(11) في مبرهنة 6.8: إفترض أن (,/9) مستقلة؛ إذن. تكون 8 عكوسة. 
18 هذه القضية هي المكافىء العكسي للقضية (1): وبذلك, تكون (11ة) ضحيحة. 
ليكن > حقل جزئي لحقل سآ و سآ حقل جزئي لحقل 8: أي أن ظ .1 © 16 [وبالتالي» يكون >1 حقل جزئي ل 8]. لنفترض أن 
85 بعده ١‏ فوق /آ, وأن سآ بعده 10 فوق ؟!. بين أن 172 هو بعد 2 فوق 12. 

لنفترض أن (ا....,,0) قاعدة لظ فوق .1 وأن (ي8,,....3) قساعدة لالط فوق ك5. سوف نبيسن أن 
(صما ع ه...! > ذتنارة) قاعدة ل8 فوق . لاحظ أن (,اب8) يحتوي 18 عنصراً. 

ليكن « اي عنصر إختياري في 5. بما أن (,".....,7) تولّد 5 فوق .آ, فإن « تركيبة خطية لل ١,‏ بمعاملات في ملا 

١ ف‎ 


دآ © رط إنبث + ٠-١:‏ + يشرط + رشرط د سر 2( 
بما أن (يف,....بة4 تولّد ا فوق كا فإن كل .1 © ,ا تركيبة خطية لل به بمعاملات في 16: 


+ يهيرم رمم 4 
+ يهييم + رهري» عتيط 


حيث 6 © ,6 نعؤض في (1» فتحصل على 


نا( ررمي +55 + رهريي) +0 + ونا(مرهمو ١+‏ + يهري) أ لال قير ++ رفري4) ععبير 
مهيمر ٠50+‏ وتايشرييا 2004 + يتامريرو +00 + ولارهري + رناررهيرر +220 + الأرفيي عت 


(رنايع) /2 - 
5 
حيث 616 . وبذلك. تكون تركيبة خطية لل ,ارة بمعاملات في 16: وبالتاليء (ارة) تولّد 55 فوق *. 
سوف يكون البرهان تاماً إذا نحن بينًا أن (رابه)4 مستقلة خطياً فوق . لنفترض أن لدينا 0- (رنارم)ر» رك ٠‏ من أجل 
7 
سلّميات 16© ن" اي أن 1 


0ت (إرناي قييم ل + ٠0:‏ + متأو قور كا + ولارهررة) + 025 + ( نامر قي كد ع ٠5‏ * + ناقور ل وقارهرو8) 
أى 0 > رنال مر هميرك + :0 * + يهويركة ‏ يهررك) +0 ل وناليره يررك +00 + يشيع + رعررع) 


بما أن (,ل.....,47 مستقلة خطياً فوق .1 وبما أن معاملات ال ,ا أعلاه تنتمي إلى سأء فإن كل معامل يجب أن يكون 0: 


0 مهدع 


* يفوي © يكبي امه 0 > قور +00 ل يشورك 4 يقزر 


ولكن (.8,.....4) مستقلة فوق : وبالتالي» فإن 


-0 


انحوي ,0ك ره الل 


ع لعل ,0ك ورك ,0 بيد 


لآن 36 © ,د نتيجة لذلك, تكون (ابه) مستقلة فوق , وهذا يثبت المبرهنة. 


الفصل 8 [) 223 


8 قواعد وأبعاد 


246.8 


468 


498 


508 


53.8 


ما المقصود بالقاعدة المعتادة للفضاء المتجهي "8 


و(0ب0ب0, ل0) يه ,(0,لاب.1,0,0) سرع 
هذه المتجهات مستقلة خطياً وتولّد *8. [أنظر المسألة 49.8]. وبذلك. تكوّن هذه المتجهات قاعدة ل ”2 تسقى «القاعدة 
المعتادةء ل 7:5 


بين أن مك 8ج درق 
8 إن القاعدة المعتادة أعلاه ل *28 تحتوي عدد 8 عن المتجهات؛ وبالتالي 5 > 85 ورت 
ليكن (1 الفضاء المتجهي لكل المصفوفات 23 فوق حقل ك. بيّن أن 6 - نا «أل. 

8 المصفوفات الست التالية 

و0 0 659 0592 050 017 

مستقلة خطياً وتولّد لا؛ وبالتالي» فهي تشكل قاعدة ل 'أ. [أنظر مسالة 49.8]. وبذلك» 6 > لا ذك. 
ليكن / الفضاء المتجهي للمصفوفات 0*7 فوق حقل ك. ولتكن 17© ,8 المصفوفة التي مدخلها -زا يساوي !, وبقية 
العناصر صفرية. بِيّن أن (,18 قاعدة ل .١/‏ وبذلك. 05 > /8151. [هذه القاعد تسمى القاعدة المعتادة ل 9]. 

8 نحتاج إلى أن ثبين أن (ي8) تولد ل. وأنها مستفلة. لتكن (رة) - 8 أي مصفوفة في ل. إذن, رقره ب -ه 
وبالتالي (ي8) نولك 9. 

نفترض الآن أن 0 - يكن بل حيث .* سلّميات. إن المدخل ‏ ,* 5 ب هو : والمدخل ‏ زا ل 0 هن 0. إذن, 
ا وبالتالي. تكون المصفوفات 8 مستقلة إذن” 5 هي قاعدة ل ل. 


لا اباس اليكل 


ملاحظلة 


إذا إعتبرنا متجهاً في "12 على أنه مصفوفة 8< 1 فإنه يمكننا تبيان, وبواسطة النتيجة أعلاه, أن القاعدة المعتادة 
ل "8 المعرّفة في المسالة 8 هي قاعدة ل 140 
مبرهنة 7.8: لنفترض أن 28 / ملك وأن لمعنية) قاعدة ل لا. إذن: 

() أي مجموعة من (1 + 2) متجهاً أى أكثر تكون مترابطة خطياً. 

(أ) أي مجموعة مستقلة خطياً تكون جزءاً من قاعدة 

(11) أن مجموعة مستقلة خطياً ذات 0 عنصراً تشكل قاعدة. 
أثبت (1) في مبرهنة 7.8: أي مجموعة من (! + 0) متجهاً لى أكثر تكون مترابطة (بواسطة توطتة 3.8) 
80 بما أن (.....ر»6) تولد لا أي مجموعة 5+1 من المتجهات آى أكثر تكون مترابطة خطياً من توطئة 3.8 
أثبت (11) في مبرهنة 7.8: أي مجموعة مستقلة خطياً تكون جزءً من قاعدة. 
88 لتكن (40,.....0 مستقلة. نجسد. من توطثة 3.8 إن لا تَولُدُ ب بواسطة مجمسوعة فسي الشكل 
ع وباستخدام المسألة السابقة, تكون مجموعة «جزثية ل 5 قاعدةٌ. ولكن 5 تحتوي 8 عنصرا وكل 
قاعدة ل /ا تحتوي ف عنصو إذن» تكون 5 قاعدة ل لا وتحتوي  )7,....."(‏ كمجموعة جزئية 


أثبت (11أ) في مبرهنة 7.8: إن مجموعة مستقلة خطياً ذات 8 عنصراً تشكل قاعدةٌ. 


88 من (1). تكون مجموعة مستقلة '7 ذات 8 عنصراً جزءاً من قاعدة. ولكن كل قاعدة ل /ا تحتوي « عنصراً. إذن: تكون 7 


قامدة. 


مِيّن أن المتجهات الأربعة التالية تشكل قاعدة ل “2 (1,1,1,1). (0,!.1,1), (0,6,1.1), (0,0,0,1). 


موقع الفريد في الفيزياء 


4 03 الترابط الخطيء القاعدة, الثفد 


54,8 


558 


568 


57.8 


6008 


#ا تكرّن المتجهات مصفوفة في شكل درجي وبذلك تكون المتجهات مستقلة خطياً. بالإضافة إلى ذلك. وبما أن 
4 > 84 ورضق فهي تكوّن قاعدة ل 84. 

حدّد ما إذا كان كل مما يلي يشكل قاعدة ل 25 آم لاد () (1.1.1) و (15-,1)؛ (ب) (1,2,3) (1-,1,0), (1,0سرق)ر 
(2-,2,1). 

8# إن قاعدة فى “28 يجب أن تحتوي على ثلاثة عناصر تماماً. لآن 8*3 «41. لذلك, فإن المتجهات في (أ) وكذلك 

المتجهات في (ب) لا تشكل قاعدة ل 80 

حدّد ما إذا كانت المتجهات (1,1,1). (1,2,3). (1,1-,2) تشكل قاعدة ل 87 آم لا. 


8 تشكل المتجهات قاعدة إذا وفقط إذا كانت مستقلة. لذلك, نكوّن المصفوفة التي صفوفها المتجهات المعطاة ونختزلها صفياً 


إلى شكل درجي: 
13 14 4 21-1 13 
1 2 / إلى 1 3 0 إلين 2 1 0 
1 2-1 1- 0-3 5 0 0 


وليس للمصفوفة الدرجية صفوف صفرية؛ وبالتالي: فإن المتجهات تكون مستقلة خطياً؛ وبالتالي؛ تشكل قاعدة من أجل ”8 
حدّد ما إذا كانت (1,1,2), (1,2,5). (5,3,4) تشكل قاعدة ل 12 أم لا. 
8 كوّن المصفوفة التي صفوفها المتجهات المعطاة ثم إختزلها إلى الشكل الدرجي: 


2 11 3 0 3 5 13 
1١1‏ إلى 0 إلى 00 
3 5 ه 2- 0 80 600 
المصفوفة الدرجية لها صف صفري! أي لها صفان فقط غير صفريين. وبالتالي» فإن المتجهات الثلاث مترابطة ولا تشكل 
بالتالي قاعدة من آجل 87. 
تتعلق المسائل 59.8-57.8 بالقضاء المتجهي للحدوديات في ١‏ التي لا تتجاوز درجتها 0. 
بيّن أن ("ا..,1,1,2) قاعدة ل ل؛ وبالتالي» 1 + ه- / 5مأل. 
08 من الواضح أن كل حدودية في // تكون تركيبة خطية ل '".....0.! ى "1. وأيضاً مستقلة لان أيّا منها ليس تركيبة خطية 
للحدوديات السابقة لها. ربذلك؛ تكون (").....1,0) قاعدة ل لا. 
بِيّن أن ("(1- )).,ة(] -)) ,1 -1,6) قاعدة لالا. 


8 [بما أن 1+ ع لا تلق فإن أي عدد (34+1) من الحدوديات المستقلة تشكل قاعدة ل /9]. الآن؛ كل حدودية في 
المتتالية "(0- 1)....,)- 1,1 ذات درجة أعلى من درجات الحدوديات السابقة لها,ء وبذلك ليست تركيبة خطية لهذه 
ب جج يا وبذلك فهي لب دأ و 

الحدوديات. إذن: الحدوديات *(1- 1,....1- 1,1 تكون مستقلة وتشكل قاعدة ل لا. 


بين ما إذا كانت "+ لسع ...تج 2)ي2) + ارا + 1) قاعدة ل ل أم لا. 


8# الحدوديات مستقلة خطياً لان كل واحدة منها من درجة أعلى من درجات الحدودية السابقة لها! ومع ذلك؛ فهي مجموعة 
تحتوي 3 عنصراً فقط! وبما أن ! + 0 > 0107 فإنها ليست قاعدة ل 7. 

ليكن ١!‏ الفضاء المتجهي للمصفوفات المتناظرة 22 فوق ك5. بيّن أن 3 > 7 ذل. [تذكر أن (ره) : 4 تكون متناظرة. 
إذا وفقط إذا 5ه ث2 أو بشكل مكافىء ايه * ية]. 7 
8 إن مصفرفة متناظرة 22 إختيارية تكون في الشكل [2 م 
متغيرات]. تضع (0 1م 0ط 0م (06 20م لعط 6-0 (زن 0ق 0ط 21 فتحصل 
على المصفوفات التالية: 


)ع م حيث © مايه [لاحظ وجود ثلاثة 
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618 


38ش»6 


648 


6258 


268 


الفصل 8 5 225 


5 ]2ه 00م 


سوف نبيّن أن (,ظ.رظ15,.8) قاعدة ل . أي أنها (1) تولّد لا و (2) أنها مستفلة. (1) لدينا. من أجل المصفوفة الاخنيارية 
أعلاهء 


5 
و + يقه + جود 5 


وبذلكء (رظير©.,8) كُوَلد ل3' 
(2) لنفترض أن 0 ,45 + يثآلو + ,585 حيث », لز سلميات مجهولة. أي أن 


96 006 لاس م ىه 7-07 ) 
بمساواة المداخل المتقابلة فيما بينها؛ نحصل على 80> ». 20س 0 


0-ين ودن 6 وبذلك. نكون- (,كآ,ر158,,8) مستقلة. 
إذنء (ر8ر8,,8) قاعدة ل لا وبذلك فإن بعد لا يساوي 3. 


بمعنى آخرء 0 > يه + ,5لا + ,8 يقتضي 


ع2 


ليكن /3/ الفضاء المتجهي للمصفوفات المتناظرة 33 فوق ك. بين أن 6 > 4118178 وذلك بنكوين قاعدة ل /لا. [تذكر أن 
(يه) - 8 تكون متناظرة إذا وفقط إذا. يه - ي]. 


المصفوفات الست النالبة تشكل قاعدة ل :١0/‏ 
0 00 001 0 01 0 600 '0 00 
0 0 ( 0 0 ( 0 0 / 0 0 ( 3 1 ( 
١00 001 0‏ 0 0 ا 06601 006 


ما هو بعد الفضام المتجهي (1 للمصفوفات المنتاظرة 8 فوق حقل ©إ؟ 


8 كما يتضح من المسالة 61.8: فإن ككل عنصر على القطر أو فوقه يقابله عنصر في القشاعدة! وبالتالي, 
زا+ مم لج رج 2 ج..+ راسي جمع ناسنك 


لبكن /7 الفضاء المتجهي للمصفوفة تخالفبة ‏ التناظر 3:3 فو 6. أثبت أن 3 - 107 010 وذلك باستخراج قاعدة ل ٠‏ 
[تذكر أن (ية) - 4 نكون نخالفبة ‏ التناظر إذا وفقط إذا 1 


0 
المصفوفات الثلاث الثالية تشكل قاعدة ل /ا: 
0 0080 001 06010 
65م 555 ) 0 
0 1- 060 8 10- 60 06 
ما هو بعد الفضاء المتجهي ذا للمصفوفات تخالطية ‏ التناظر 0< فرق حقل ا 


ل ا بنضح من المسالة 63.8. فإن كل عن فوق القطر يقابله عن فى شاسدقا وبالفايي. 
(1- مم اع اعجو جي+ 2 سم)+ زلدواع نا صلل 


بِيّن أن الحفل العفدي © فضاء منجهي بعده 2 فوق الحقل الحفيقي 15. 

للا أننا نزعم بان (413 بشكل قاعدة ل © فوق 8. لانه. إذا © © 9 فإن 63+ 28.1 ]ط + وع ١‏ حيث 2 © طن 
أي أن (141) تود © فوق 2 بالإضافة إلى ذلك إذا 0ح ذلر+ 1.» أى 20 ابر +ع حبث 62 لزي إذن 0<يم 
و0-«!؛ أي أن (4)1.3 مسنقلة خطياً فرق 8. إذن.» (1.1) قاعدة ل © فوق 8, ويكون 2 بعد © فوق 72 


بين أن الحفل الحقبقي 2 فضاء متجهي لا نهائي البعد فوى الحقل المنطق © 


6 © الترابط الخطيء القاعدة: اليّعْد 


0ع "موي لط 73ية + # يق أيه حيثت 5.20 وبعض الرة ليس صفرياً. إذن. يكون 7# جذراً للحدودية غير 
الصفرية التالية فوق ©: "كلية +...+ ديه + »ره + يه ولكن يمكن تبيان أن 7 عدد متساح, أي أن * ليس جذراً لآي 
حدودية غير صغرية فوق 0. لذلك؛ فإن الأعداد الحقيقية خج ...1,7,2 ال(1 + 8) تكون مستقلة خطياً فوق ©. إذن, لا 


يمكن ل 28 أن يكون ذا بعد « فوق ©, من أجل أي عدد منته «: آي آن 8 ذو بعد لا نهائي فوق ©. 
8 ليكن ل الفضاء المتجهي فوق الحقل الحقيقي #. للأزواج المرتبة من الأعداد العقدية بين أن !7 بعده 4. 


8 سوف نبين أن ما يلي قاعدة ل 39 ((1,0(,0.0(,)0,1(,)0,3) ) - 8. نفترض أن 1 © 0. إذن» (28) 0 حيث 


الا عددان عقديان, وبذلك ([4 + عرنط + ه) - 0د أي أن 8 تولّد /[. 
فى البرسان عد ا نبيّن أن 8 مستقلة. لنفتسرض أن 0 (,0)ي + (0,1),: + (1,0)ر + (1,0), حيسث 


8 © رياني إذن 


(0:0)<(دة و قودص رع ويذك ‏ لايد 3 


0ع نيع + رج 
ينتج عن ذلك أن 0 > »ىر 20 ير 20 ير 0 > أي أن 8 مستقلة. 
8 لنفترض آن 7-8 018. بيّن أن مجموعة مولّدة ذات 8 عنصراً تشكل قاعدة. 
28 لنفترض أن ,لاء....رناء,0ا تولّد /1 وأن المتجهات مستقلة خطياً. إذن, واحد منها يكون تركيبة خطية للمتجهات الأخرى, 


وبذلك يمكن شطبه من المجموعة المولّدة. وبالتالي, تُوَلَكُ لا بواسطة (1 - 9) متجهاً. وهذا مستحيل, لأن 8 ع 7 017. وبذلك, 
فإن ال ,نا تكون مستقلة خطياً وتشكل بالتالي قاعدة ل 7 


8 أبعاد وفضاءات جزئية 
مبرهنة 8.8: ليكن 17 فضاء جزئياً في فضاء متجهي نوني ‏ البعد لا. إذن. «> 1818. وفي الحالة الخاصة, إذا 


م د للاسنة إذن لاع بلا 


8 أثبت مبرهنة 8.8 وهي التي تعطي العلاقة الأساسية بين بعد فضاء متجهي وبعد فضاء جزثي في ا. 
لقا بما أن لا بعده 5, فإن أي (1 + 0) متجهاً أو أكثر تكون مترابطة خطياً. إضافة إلى ذلك؛ بما أن قاعدةٌ ل /3ا تتكون من 
متجهات مستقلة خطياً. فهي لا يمكن أن يحتوي على اكثر من 8 عنصراً. إذن. 5 > ١1/‏ مال 


وعلى الخصوص, إذا كانت (ي0 
ل ل. وبذلك. 18-7 عندما 2 


قاعدة ل /ا: وبما أن مجموعة مستقلة ذات « عنصراً: فإنها تكون أيضاً قاعدة 


8 ا ليكن 1 فضاءٌ جزئياً للفضاء الحقيقي 87. أعط وصفاً هندسياً ل /18 بدلالة بعده. 
28 بما أن 83-3 «أك, فإنه بعد /ل يمكن أن يكون فقط 0, 1, 2, أى 3. ويكون لدينا الحالات التالية: 
(0 0ح لا وأك. إذن (4)0- 8 نقطة. 
١ )1(‏ ع 18 10, إذن 18 مستقيم عبر نقطة الاصل. 
(141) 2ع 188 «فأل. إذن 7 مستي عبر نقطة الأصل. 
0 8/23 «ذل, إذن ا هى الفضاء 27 بأكمله 
8 أوجد بعد الفضاء الجزئي 18 ل 84 الموَلّد بواسطة: () (1-,2,3-.1) او (2,3-,1,1) (ب) (9-,6,3-,3) إلى (2,6ترفرة-). 
8 0 يولّد متجهان غير صفريين فضاءً 18 بعده 2 إذا كانا مستقلين» وبعده ١‏ إذا كانا مترابطين. تذكر أن متجهين يكونان 
مترابطين إذا وفقط إذا كان آحدهما مضاعفاً للآخر. إذن. ()2 > اانه (ب) 1ع للا سال 
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لبكن /18 الفضاء الجزئي في *8 الموَلّد بواسطة المتجهات (3-,2,5-,1), (4-,2,3,1), و (5-,3-,3,8). أوجد قاعدة ل 9 
وكذلك بعده 
8 نكوّن المصفوفة 4 التي صفوفها المتجهات المعطاة. ثم نختزلها إلى شكل درجي: 
5 هع 05 '3- 1-2005 3 5 20 1 
4- 1 3 2إ2يم إلى |2 ف 7 6 [ه 6 5ه 

3- 8 3 4 18- 14 0 6ه 0 006 
المتجهان غير الصفريبن (3-.2,5-,1) و (9,2-,0,7) للمصفوفة الدرجية يشكلان قاعدة للفضاء الصفي ل 4 وهى /(ا. إذن, 
2ع اواك 
وسّع قاعدة /لا, في مسألة 72.8, إلى قاعدة لكل الفضاء “8. 
8 نبحث عن أربع متجهات مستقلة نتضمن المتجهين أعلاه. أن المتجهات (3-,2,5-,1), (9,2-,0,7),. (0,0,1,4), 
(0,0,0.1) مستقلة (لانها تكوّن مصفوفة درجية). وبذلك فهي تكوّن قاعدة ل “8 وهي توسيع للقاعدة في 77 
ليكن 77 الفضاء: الجزئي ل 87 المعرّف بواسطة (0 دع + 5+ وتزعرطرة)) د لل أوجد قاعدة ل '71 وكذلك بعده. 
8# الاحظ أن “#8 الا لآنه مثلاً ال © (1,2,3). وبذلك ‏ 3> ااسال. لاحظ أن (1-.1,0) > بن ان (أحرل,8) > ينا 
متجهين مستقلين في 'ا. إذن. 2 - 186 018 وبشكّل لاو رلا قاعدة ل /8ا. 
ليكن ٠7‏ الفضاء الجزثئي ل 2 المعرّف بواسطة (ع > ط - هن(,ط,ة)) > /18. أوجد قاعدة ل 8 وكذلك بعده. 
1 المتجه لا © (!,!,ا) 
/لا ويكون ‏ 6/21( 0ذل. 


ن. أي متجه 10 © » يكون في الشكل (,.6) > *. إذن, لاع “. وبالتالي, لا يول 


ليكن ٠‏ الفضاء الجزئي ل 27 المعرّف بواسطة (38 < ©:(©,ط,ة)) > 19. أوجد قاعدة ل 1 وكذلك بعده. 


8 87 الا, لان مثلاً ا © (1,1.(). إذن, 410318>3. كما أن المتجهيسن غير الصفسرييسن (1,0,3) عد نا 
و (0,1,0) > يلا بننميان إلى /7ا ومستقلان خطباً. لذلك؛ فهما يشكلان قاعدة ل للا, ويكون 2 > 8 «رأق. 


أوجد قاعدة للفضاء الجزئي 18 ل *8, وكذلك بعده, والمولّد بواسطة (1,3-,1,4), (1-,3-,2,1), (5-,0,2,1). 
8 اختزل إلى شكل درجي المصفوفة صفوفها المتجهات المعطاة: 


قر“ وم ا 1 83 1- 4 1 103 4 1 
1 1-3 6 إل 3 1- 7- 0]) إلى 3 كد 7د : 
5- 1 2 060 5ك- 1 2 060 49- 5 6 0 


الصفوف غبر الصغرية في المصفوفة الدرجية تشكلٌ قاعدة ل 1 وبالتالي» 3 - /0100. يعني هذاء على الخصوص, أن 
المتجهات الثلاثة الأصلية مستقلة خطياً. وأنها تشكل قاعدة ل /لا. 
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أوجد قاعدة للفضاء الجزئي /ا ل “2, وكذلك بعده. والمولّد بواسطة (2,1-,4-,1), (1,2 
18 نختزل إلى شكل درجي المصفوفة الني صفوفها المتجهات المعطاة: 

21 4- 1 1 2 4س 1 1 1-4-2 

د ١‏ 0 ا 1 65 

7 2 8-. 3 4 4 4ه 0 /60 0 0 06 
الصقان غير الصفريين في المصفوفة الدرجبة. (2,1-,4-,1) و (ا.!,0,1), يشكلان قاهدة ل /لاء وبذلك 2 ح /لة صال. 
يعني هذا. على الخصوص. أن المتجهات الثلاثة الأصلية مستقلة خطياً. 


ليكسن ١7‏ الفضاء الجزئي في *8 المُوَّئّد بواسطة (1,3,4-,1,2) > بس (2,6,8-.2,4) تيناد (2,2,6,قرا) ديل 


(4.5.1,8,!) > رناء (2,7,3,3,9) > بلا أوجد مجموعة جزئية من متجهات نشكل قاعدة ل /18 
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8 طريقة 4. أوجد أول متجه في المتتالية ,له يل. بل ناه رن الذي يكون تركيبة خطية للمتجهات السابقة له ثم إحذف 
هذا المتجه من المجموعة المولدة. كرر هذا الأسلوب حتى تبقى مجموعة مستقلة من المتجهات. هذه المجموعة المستقلة من 
المتجهات هي عندئذ قاعدة ل /9ا. 

طريقة 2. كوّن المصفوفة التي صفوفها المتجهات المعطاة ثم إختزلها إلى شكل «درجي» ولكن بدون مبادلة عن صفوف 


صفرية: 
4 1002-1003 به 3 .كب خ* 14 4 3 1ه 1002 
8 204-2065 60 686060690 6 0060060060 
6 22 3 1]) هكهنى |53 5دة 1 ©2]| يتى !2 3 3 1 5 
8 3« 58 4 1 4 206-23 060 006065000 
9 3 20703 1 افك 3-8 0 كل 6 4- 60860 


الصفوف غير الصفرية هي الأول والثالث والخامس؛ وبالتالي» تشكل ,نه رناء ,نا قاعدة ل /لا. 
تشير المسائل 81.8-80.8 إلى الفضاء المتجهي /ا للحدوديات فوق 8. 

8 أوجد بعد الفضاء الجزكي ا في 7 الذي تولده () زجع +2و+دت ى 2+ن+ته+ 20 (ب)5+ة2-م 
و 36-4 دم 
18 81018 يساوي | أى 2, وفقاً لكون المتجهات مترابطة أى مستقلة. ويكون متجهان مترابطين إذا وفقط إذا كان أحدهما 
مضاعفاً للآخر. لذلك. (1) 2 - 18 س1 (ب) ١‏ ح ثلا سأك 

8 اوجد قاعدة للفضاء الجزئي /!؛ وكذلك بعده. في الفضاء لا. والذي تولده الحدوديات 1+ 44+ 2 س ثاك ,م 
سيو + 32 تل يى 5م + قلع وى 5لاج + 2و- 206 عرد 
إن المتجيات الإحداثية (أنظر القسم 9.8) للحدوديات المعطاة بالنسبة للقاعدة (1)17/24,1 هي على الترتيب 
(اركبة-,1) > ا (1-,3,9-,2) ع آنا (5-,1,0,6) > [,»]. (5,7.5-,2) - 0,1]. كوّن المصفوفة التي صفوفها 
المتجهات الإحداثية أعلاه ثم اختزلها صفياً إلى شكل درجي 


1 4 مع 1 1 4 1 1 4 2- 1 
1ب 9 2-32 3 1 94 ا ل 
د د 89 4 إلى 8- 2 2 9 إلى 60 060 0 
5 7 2-5 23-3 21 9 0 0 0 0 


يشكل الصقّان غير الصفريين (2,4,1-,1) و (3-,ل,0,1), المصفوفة الدرجية؛ قاعدة للفضاء المولد بواسطة المتجهات 
تشكل الحدوديتان المقابلتان | + 4 + 5-2 ى 0-3+©) قاعدة ل للا. وبذلك. 2 > 19 0:ذك. 


الإحداثية؛ وبذا 
8 ليكن ؛ الفضاء المتجهي للدّوال من 8 إلى 8. اوجد قاعدة للفضاء الجزئي 7 ل ل وكذلك بعده؛ المولّد بواسطة الدوال 
اليك ع ني اومءه ()ق, ١س‏ نعط 
18 من المسألة 26.8, تكون 7,  .8‏ مستقلة خطياً وبذلك. تكون (6,8,8) قاعدة ل لا؛ ويكون 3 - للا «أل. 
تشير المسائل 84.8-83.8 إلى الفضاء المتجهي ٠‏ للمصفوفات الحقيقية ‏ 22. 
8 أوجد بعد الفضاء الجزثي /ا2 في !7 المولّد بواسطة: 
2 13 11 3 3- 
2 ا( 7 9 0( 0 كك 0 5 ل )0 
8 (( 2 - 10 «ااأك, لآن أيَا من المصفوفتين غير مضاعف للأخرى. (ب) ١‏ > 018:19 لآن كل مصفوفة مضاعف للآأخرى 


8 أوجد بعد الفضاء الجزئي /ا ل لا, وكذلك قاعدة له. والمولد بواسطة: 


(29)-م 59 0-م 17 0)-م 
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8 المتجهات الإحدائية [أنظر القسم 9.8] للمصفوفات المعطاة بالنسبة للقاعدة المعتادة ل /7 


5-6 0ه 01 


هي كما يلي: 
[2,5- .3.4] > [م] 121 ,؟] د [] 1-1 .2.5 - [8] 1.31 ,1,2] - [4] 


نختزل إلى شكل درجي المصفرفة ألني صفوفها هذه المتجهات الإحدائية: 


1و 2 1 3 2 1/ 3 2-7 1 
1- 1 5 2 فوت :3 1 6 1 د لا 1 0 
1 1 12 5 إلى 4 8 2 ١‏ إلى 0 0" 06 0 
 -4 3 4-2 05‏ 221 0 8- 7 0 0 


إن الصفوف غير الصفربة مستقلة خطياً؛ وبالنالي. فإن المصفوفات المقابلة: (3 1 0 0 !) تشكل فاعدة 


ل /لا. ويكون 1-3 010. [لاحظ ايضاً أن المصفوفات 8. 8, © تشكل قاعدة /19] 


8 رتبة مصفوفة 
8 2 عرّف رتبة مصفرفة 8. 
88 إن الرتبة, أو الرتبة الصفية. للمصفوفة 8, والتي نرمز لها ب (8) »اده هي العدد الأعظمي للصفوف المستقلة خطياً أر, 
بشكل مكافىء, بعد الفضاء الصفي ل 4. 
4ت 0ت بم 1 
8 أوجد رتبة 3 3- 6 00 
5-. 0-6 3 
الها إخنزل 8 صقياً إلى شكل درجي: 
١8 21‏ 2 4 21 0 2 1 
4 إلى 1- 3 2 0 إلى 3 3- 2 0 
2- 6- 4 0 8 8 9 8 
الصفان غبر الصفريين للمصفوفة الدرجية يشكلان قاعدذ للفضاء الصفي ل 8, وبالتالي فإن بعد الفضاء الصفي ل 6 يساري 
2 إذن 2 > زم عاو 


ل ا 1 ا 
8 الوجدرة أ4- 1- 3 4 (|ر 
أوجد رديه ا د كت فهك 3 | 2 
ا ا 0 


8 إختزل 8 صفياً إلى شكل درجي: 


23 1 3 [1 ل هه 131 
2001-1 01 0 1- 1 012 
8 إلى 1 3 هد و 5 اف [|م 60 0068 
14 1 :0 0 0 9282 


بما أن للمصفوفة الدرجبة صفين غبر صفريين, فإن 2 - (8) 1م 
8 عرّف الرنبة العمودية لمصفوفة 8 

قلا نساوي الرتبة العمودبة لمصفوفة 8 العدد الأعظمي للأعمدة المستقلة خطباً في 8 أو. بشكل مكافىء بعد الفضاء الحمودي 

لام 
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مبرهنة 9.8: الرتبة الصفية والرتبة العمودية لأي مصفوفة متساويتان. 
أثبت مبرهنة 9.8 [والتي تبرز استخدام كلمة رتبة لوجدها]. 


8 لتكن ك4 مصفرفة 08 إختيارية: 


ولتكن 8,2 صغوفها: 
البرك نومك ربيرة) وال ند ولمر4 وح بورك بيرة) 2ر28 

لنفترض أن الرتبة الصفية + وآن المتجهات ال التالية تشكل قاعدة للفضاء الصفي: 
5500006 


بهو ربوظ) توق بلمرظ ٠١,‏ مورظ ببرة) > رق 


إذن» كل واحد من المتجهات الصفية يكون تركيبة خطية لل ,5: 


ل يكور + رقبرر > 8 
+ وكيرم + قري بي 


كمي +00 + يكيم + ركارما 


7 


حيث ال ! سلميات. تساوي بين المركبات المتقابلة لكل واحدة من المعادلات المتجهية أعلاه, فتحصل على المنظومة التالية من 
المعادلات, 


من أجل الر.ى] > أن 


16 4 46 4 
ره اجات إرة | © أرة-| *؟ 
1 1 1 3 
بمعنى آخر, كل واحد من أعمدة 4 تركيبة خطية للمتجهات ال : 
4 #/ انم 
6 )أده 
1 سأ أسا 


وبذلك. فإن الفضاء العمودي ل 4 يكون بعده : على الاكثر, أي أن ؟ > علهه؟ لنناام». 
بالمثل, (أى بالنظر إلى المصفوفة المنقولة 87), نحصل على الرتبة العمودية (لهه؟ #«نااوء) > (لاقه: «50) الرتبة الصفية 
وبذلك, فإن الرتبة الصفية والرتبة العمودية متساويتان. 


2-3 1 
ا 0 4 2 
ادجد نتف |2 | 2 
2 4ه لأس 


08 بما أن الرتبة الصفية تساوي الرتبة العمودية, فإنه يسهل تكوين المصفوفة المنقولة ل 8 ثم نختزلها إلى شكل درجي 
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5- 6 6 0 
وبذلك, تكون ‏ 3 > (4) لمم 
3 


1 

005 
9-4 
35 خ*# 


أوجد رتبة 8 


8 العمودان مستقلان خطياً لأن الواحد ليس مضاعفاً للآخر. وبذلك. 2 > (8) 01ه 

لتكن 8 و 8 مصفوفتان إختياريتان بحيث يكون الجداء 8ه معرّفاً اثبت أن (8) علضم > زظلة) عارنهر 
ى (ة) امم > زظم) علس 

8 إن الفضاء الصفي ل 418 يحتويه الفضاء الصفي ل 8؛ وبالتالي» (8) غلهه: > (88) 01م. كما أن الفضاء العمودي 
ل 88 يحتويه الفضاء العمودي ل 8؛ وبالتالي (8) كلمه: > (ظم) لضم 

لتكن .8 مصفوفة مربعة 8١‏ إختيارية. بِيّن أن 4 تكون عكوسة إذا وفقط إذا م - (خ) امدن 

© لاحظ أن صفوف المتطابقة المربعة :8 مستقلة خطياً لآن ,1 في شكل درجي؛ وبالتالي» 5 + (ي1) #صهه. الآن, إذا كانت 
4 عكوسة فهي مكافئة صفياً ل ,1 وبالتالي, « > (1)8هه. ولكن, إذا لم تكن 8 عكوسة فإنها تكون مكافئة صفياً لمصفوفة 
ذات صف غير صفري؛ وبالتالي' 5 > (2801)8. أي أن ه تكون قيوسة إذا وفقط إذا م > (8) 001 

عرّف الرتبة المحدّدية لمصفوفة 8. 

ل إن الرتبة المحددية ل.4 هي مرتبة أوسع مصفوفة مربعة جزئية في 8 [نحصل عليها بشطب صفوف وأعمدة في 4] 
والتي محددتها مختلفة عن الصفر 

بيّن أن الرتبة المحددية لمصفوفة 8 تساوي رتبة 8 

18 لتكن 4 الرتبة المحددية ل 8. وبالتالي» توجد مصفوفة جزثية مربعة -4 في 8 ذات محددة غير صفرية. وبذلك؛ تكون 
الصفوف ال 4 في المصفوفة الجزئية مستقلة خطياً وبالتالي» (8) 7208 > 4. من جهة أخرى. لتكن 8 مصفوفة درجية 
مكافئة صفياً ل 4. إختر المصفوفة الجزئية في 8, التي تحتوي الصفوف غير الصفرية في 8 والأعمدة المحنوية على المداخل 


المقدة ين الشفريا اف الصدوقه ريا فنا مسد نه + مثلثية عليا مربعة ‏ رتبة 8 محددتها مختلفة عن الصفر. 
وبالتالي» 4 > (8) علمه:. وبذلك, فخ عامم, - ل 


85 تطبيقات على المعادلات الخطية 


5206.8 


591.8 


لنفترض منظومة متجانسة 88-0 في شكل درجي. لنفترض كذلك أن المنظرمة تمتلك 8 مجهولا و 2 معادلة خطية (غير 
صفرية), أعط طريقة للحصول على قاعدة من أجل الفضاء الحلّي /لا للمنظومة. 

8غ للمنظومة عدد (-2) من المتغيرات الحرة كد ...ررك بيه انوجد الحل 7 المتحصل علبه بوضع ع (أى أي 
ثابت غير صفري) وجعل المتغيرات الحرة الأخرى مساوية للصفر. إذن الحلول تشكل قاعدة ل الا. وبكون 
عدم ع ألا موزل 


أوجد قاعدة للفضاء الحلّي. وكذلك بعده. من أجل المنظومة 


20 +ى- ج22 + بر2 ير 
ل د ا ل 
5-0 + م مق ترم بو3 
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52.8 


1008 


18 نختزل المنظومة إلى شكل درجي 
ع3 دو ص2 + برجم 
26-20 +2 أو 3-0 +ى -ص2+ بر جر 
0دي4 - ع + 22 2-2-0 +2 


المنظومة في شكلها الدرجي لها معادلتان (غير صفريتين) في خمسة مجاهيل؛ وبالتالي» يكون للمنظومة 5-2-3 متغيرات 


حرة وهي 5.4.ل. وبذلكء 3 018878. للحصول على قاعدة ل 10 نضع 
0 ىعس 20ديىم 20) فتحصل على الحل ‏ (2,1,0,0,0-) 5 ,(, 
41 0عسل,ى اوعدي 0>-) فنحصل على الح (0,ل,2-,0, 


نالك 1:1 قتحصل على الحل ‏ (7,0,2,0,[1-) > ن0. 
فتكون المجموعة (لادن10,.9) قاعدة للفضاء الحلّي /لا. 
أوجد بعد الفضاء الحلّي وكذلك قاعدة له. للمنظومة: 
2-3-0 جبير2 +1 
0« جه + بره + ع2 
0-, +ج7 + ررم +ع3 


1 نخنْزل المنظومة إلى شكل درجي: 


0عية دع مرجع 1 
0ك +22 لاس وين 
10-0 + ع4 


المتغيرات الحرة هي لا و ! ويكون 2 > للا «1أل. نضع 
(0) [ذدل, #20 نحصل على الحل (2,1,0,0-)- 
 0(‏ 0 لل لتحصل على الحل (5,2-,11,0) > رلا 


2 


إذن تكون (يناررن) قاعدة ل /لا. [كان يمكن اختيار 0 لا 1-) في (01. ولكن مثل هذا الاختيار كان سيديخل كسوراً 
في الحل]. 
أوجد بعد الفضاء الحلّي ١٠‏ وكذلك قاعدة له؛ للمنظومة: 

وعم سق هه برة +ع 

0عى جع + م2 2 +ع 

0ع و4 +م3 + ج2 - برك + بره 
© نختزل المنظومة إلى شكل درجي 

0م معو ع4 عير دع 0و شمرقم وف بر جع 


2-0 +م -جة2 م 5 2 
66-0 +م3- 62 ل لين 


هناك خمسة مجاهيل ومعادلتان (غير صفريتين) في الشكل الدرجي؛ وبالتالي» يوجد ‏ 3 5-2 متغيرات حرة لا 2 8. 
وبذلك, 3ع 88 ذل نضع 


(0 1«عس, 0«, 58-0 لنحصل على الحل 2,1,0,0,0-) 
401 0عسر, 2سم 0ع لتحصل على الحل 2,0,1,2.0-) 
011 0«دن 0«م 1عهم لنحصل على (1,0,1-,3,0-) 


وبذلك تكون المجموعة (,لا.ي8.ر47,.9 قاعدة للفضاء الحلّي /8ا. 


أوجد بعد الفضاء الحلّي //ا وكذلك قاعدة له للمنظومة 0م 2 جع معدع + بروج 22 0عج2 ب ردير 
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1018 


1028 


103.8 


1048 
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نختزل المنظومة إلى شكل درجي 


32-0 برة +ع ١‏ 32-0 بر +ع 
(7+و ثم 0ع 72 جر 
52-0 + و3 262-60 


المنظومة الدرجية في شكل مثلثي» وبالنالي ليس لها منفبرات حرة. وبذلك. فإن 0 هو الحل الوحبد. أي أن (0) > 8 ينتج 
عن ذلك أن 0- الا وال 


أوجد منظومة متجانسة يكون مجموعتها الحلّية /8ا مولّدة بواسطة . ((2,5-,1,0) ,(4رل-,1- 1) ,(2,0,3-,])) 

ليكن (50.لا.*) - .ا نكوّن المصفوفة 16 الني صفوفها المتجهات المعطاة والتي صفها الآخير هو ؛! ثم نختزلها صفياً 
إلى شكل درجي. 

603 1-2 63 ذه 1 3 1-2006 

اوس ود وآ 1 1- 1- 6 ى 1 أ 1 0 

وت 06 زاءمة إلي د ف د 6| ثم إريويف ودرعيق 0 0 

/ 2 ابر دج 3+4 ج بر+ع2 0 0 0 0 6 


تبين الصفوف الثلاثة الاولى الاصلية أن "ا بعده 2. وبذلك. 1© ١‏ إذا وفقط إذا كان الصف الإضافي لا يزيد في بعد 
الفضاء الصفّي. وبالتالي» نساوي بالصفر المدخلين الأخيرين في الصف الثالث على اليعبن لنحصل على المنظومة المتجانسة 
المطلوية: 


المسائل 104.8-102.8 تتعلق بالفضاءين التاليين في “5 

(24 جع ,0ع ط جه بإ( ى ,طره)) د تلز (0عه جع جطنزرهى رطره)اء زا 
أوجد قاعدة لمجموعة الحلول (ل.عرارة) للمعادلة 0-ل + ه٠+‏ 6 أى 84-0+ 6+ 4+8. المتغيرات الحرّة هي س ع, 
أده نضع (1) 1م 20م 0 (0)2جم اعم 0ق و(4-003, 20م إل فتحصل على 
الحلول التالية: 

(1,0,1-,0) حي (1,1,0- ,0) ديه (1,0,0,0) تيه 

وتكون المجموعة (ر"ادرلا.,0) قاعدة ل نا ويكون 3 (] «ذق. 
أوجد بعد ١‏ وكذلك قاعدة له. 
لها نبحث عن قاعدة لمجموعة الحلول (6,0,ت,ة) للمنظومة: 


0ع-وجم ا 0ج<م جم 
24د ف 24-0-م 


المتغيران الحرّان هصا ١‏ و 4. نضع (1) 6-1 4-0 فتحصل على الحل (1,1,0,0-) 2( و(0)2 خط لعل 
فنحصل على الحل (0,0,2,1) > ي. نكون المجموعة (,407,.9 قاعدة ل ثلا ويكون 2 - 010[ 


أوجد بعد 0138 [آ وكذلك قاعدة له. 


8 تتكون 0018( من تلك المتجهات (3,6,5,4) التي تحفق الشروط المعرّفة ل نا والشروط المعرّفة ل /18, أي المعادلات 


الثلاث: 
0< بع بق 5 56 
0 طجه 5 4-0 عمجق 
24م 3 24-0- 
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4 63 الترابط الخطيء القاعدة البُقد 


المتغير الحر هو 4. نضع 4-1 فنحصل على الحل (3.2.1-,3)-8. وبذلك. تكون (9) قاهدة ل 010( ويكون 
١‏ ع زلا ص ن]) تن 
8 لتكن.,*,... .يك .رونا المتغيرات الحرة لمنظومات المعادلات الخطية المتجانسة ذات ال 8 مجهولاً. وليكن ؛ الحل من أجل 
ريد وبقية المتغيرات الحرة -0. بين أن الحلول ي"....رر9., مسققلة خطياً. 
8 لتكن 8 المصفوفة التي صفوفها ال ١,‏ على الترقيب. نبادل بين العمود 1 والعمود ,ف ثم العمود 2 والعمود وأ... ثم 
العمود ؟ والعمود يأ؛ حتى نحصل على المصفوقة 8كاظ: 
بيت 0 0 


0 


د )دق 


المصفوفة 8 أعلاه في شكل درجيء وبذلك تكون صفوفها مستقلة: وبالتالي. *- (8) 5888 بما أن 8 و 8 متكافئتان 

عمودياً. فإن لهما نفس الرتبة. أي أن > (58)8م. ولكن 8 لها # صفاً: وبالتالي. فإن هذه الصفوف, أي ال ,ل تكون 

مستقلة خطياً كما هى مطلوب. 

مبرهنة 10.8 يكون المنظومة المعادلات الخطية 8 - اهم حل إذا وفقط. إذا كان لمصفوفة المعاملات / والمصفوفة 
المزيدة (8,8) نفس الرتبة. 


8 أثبت مبرهنة 10.8 والتي تعلق بمنظومة من 1 معادلة خطية و 8 مجهولاً اسار قوق حقل: 


1 
6 حت ته + 


++ ييه + قرره 
+١‏ يولورة + روه 


أو المعادلة المصفوفية المكافئة 66-8 حيث () 48 مصفوفة المعاملات. بحيث أن (©) - 6< و (6) 8 
المتجهين العموديين المتكونين من المجاهيل والثوابت, على الترتيب. 
18 إن المنظومة أعلاه مكافئة للمعادلة المتجهية التالية: 


,5 م42 6 
0 27 47 
|-| 2 إيدي. 4 أي 
عقأ له 7 


وبذلك. يكون للمنظومة 8 > 4 حل إذا وفقط إذا كان المتجه العمود 8 تركيبة خطية لاعمدة 8. وبذلك, يكون ل 8 -)7/ 
حل إذا وفقط إذا كان للمصفوفة المزيدة 


نفس الفضاه العمودي كما 8. إذن. يكون ل 8 - 876 حل إذا وفقط إذا كان (8) عاههة > (8,8) امه 


8 المجاميع, المجاميع المياشرة: التقاطعات 
مبرهنة 11.8: ليكن 1 ىا فضاءين جزئيين منتهيي البعد في الفضاء المتجهي . إذن 
ام نا صل - ثلا سينك + نآ موتك - زإزا ج+ نا)صرتك. [وبذلك. (/قا + (ا) سنك - لا صرتك + ذا ملك حزق م 1) متق] 
8 أثبت مبرهنة 11.8 التي تعطي العلاقة بين بعد مجموع وفضاءاته الجزثية. 


الاحظ أن /161] فضاء جزثي في 'ا و 18 معاً لنفترض أن 5ح لآ ساك هد للاسال :- (للام نا) ستل 
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108.8 


109.8 


110,8 
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ولنفترض أن (,*....,1417 قاعدة ل 1[0186. يمكن أن نوسّع (0) إلى قاعدة ل | وإلسى قاعدة ل /0ا: مشلا 
ف ال ا ل ل 000 


م سى التسرتيبي. ولتكسسن 

,4 - 8 الاحط أن 8 تملك تماماً عدد (-2 + 0) من العناصر. وبذلك, تكون المبرهنة 

قد أتبتت, إذا نحن استطعنا تبيان أن 8 قاعدة ل 90+ لا. بما أن (لتم»1 تولدلا وى (سر»)4 توثّد ا فإن الاتحاد 
لم49 -8 يولّد لا + [1. يكفي إذن تبيان أن 8 مستقلة. 


لنفترض أن 


0 ترما 6 4 05 لاو يلار مرظ + 28 + رعفرظ + نرم +0 + رلاره 41 


حيث | ب؛ بلاء ,© سلّميات. وليكن 
يوار يرف +00 د عار ل بوره جح ل جد رارع سوا َك 
لدينا ايضاً؛ من (1» أن 


فزي دود ارهن 60 


بما أن لا © (رلار), [1 © بسبب (2): وبما أن 18ح (ي«), /10 © 7 بسبب (3). ينتج عن ذلك أن /0138 © 0 
الآن» (40 قاعدة ل 12001 وبذلك يوجد سآميات ,4....ن 4 يكون من أجلها ‏ ,#يل+ ...+ ,لارل > 0. إذن؛ وبواسطة (3). 
يكون لدينا 0 يوادي رالارع + ارك + ...+ رارك ولكن (,#ان )0‏ قاعدة لالم وبذلك فهي مستقلة. وبالتالي, 
.0 > ,6. بالتعويض في (1): نحصل على 


المعادلة أعلاه مُسِبّبٌ 0 
ا لاطا م ويه 2 رلارة +...+ رلارة. ولكن لبلا قاعدة ل لاء, وبذلك فهي مستقلة. وبالتالي, المعادلة اعلاه 


ولا 
تسيب ...20 ره 0- 

بما أن المعادلة (1) تقتضي أن يكون كل 
المبرهنة. 


لنفترض أن ذا و 11 فضاءين جزثيين رباعنِيْ ‏ البعد مختلفين في غضاء متجهي ١/‏ بعده 6. أوجد الابعاد الممكنة ل 1/619 


خبط 0عرية 


8 ره و يت مساوية للصفرء فإن (لارنا.7) > 18 تكون مستقلة؛ وهذا يثبت 


88 بما أن لا و ا مختلفان, فإن 17+ لا يحتوي فعلياً لا ى للا: وبالتالي. 4 < 780 + نا) «أل. ولكن (30 + لا) اك 
لا يمكن أن يكون أكبر من 6, لان 66> 0 «:أك. إذنء لدينا إمكانيتان: () 5 > (/18+ نا) ملك إلى (1)) 6 (/لام [ا) ملك 
لديناء من مبرهنة 11.8, أن (/لا + (أ) مرثل - 8 ح زللا + لا) صلل - للا متتل + نا سنك ك زلا م ل) ملق إذن 

() 3 ع زللا م نا) سنك لي (01 2 > رلا م نأ) متك 


لنفترض أن '] و 7 فضاءان جزيئثان ثنائيا ‏ البعد في *1 بين أن (0) * 0189 لآ. وأوجد. على الخصوص, الابعاد الممكنة 
لك للا م لا 
لنفترض أن 3 -نا. إذن, /0-1ا-610نا وبالتالي 2-(018)00018. لنفترض ا * لا. إذن, 
+ لا يحتوي فعلياً لا (ى /ا). وبالتالي 2 > تاساك < (للا+ نا) ضفل ولكن 87 > 10+ [) والذي بعده 3. إذن, 
3 ع (/ا + [ا) «ذل. ولديناء من مبرهنة 11.8 -2 + 2 ع زلا + لا) سنك - للا صلل ١د‏ نا ملك > (للام نا) صن أي 
أن 007لا مستقيم يمر بنقطة الاصل. 
ملاحظة: يتوافق ما جاء أعلاه مع النت, 7 
المسائل 113.8-110.8 تتعلق بالفضاءين الجزئيين التاليين في “28: 
((3-,ه.3١)‏ ,(2,3.2-3) ,(2-,1,2,2)) ممم ك /لع ‏ ((1حرتق2,3) ,(1,2,3,0) ,(1-ي0,ل,؟)) مدمدكد نا 


أوجد قاعدة 1+ [1 وكذلك بعده. 


8 18+ لا فضاء مولّد بواسطة ستة متجهات. بالتائي. تكون العصفوفة التي صفوفها المتجهات الستة المعطاة ثم نختزلها 
إلى شكل درجي: 
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6 13] الترابط الخطي. القاعدة, اليُّفد 


لأس 1000 1 1- 10102060 1- 60 1 1 
0- 85 102 3 2 2 1 
1- 3 3 23] ) 1 3 1 © ا 0 
2 2 [أإاك 1- 2 1 0 كت |م 86 6 0 
3- 2 20030 1- 1002 0 0 060 0060 
/3- 4ه 3 1 /ه 4 2 060 م6 6 60 60 

10010090 -1 

0 41 33 4 

0 08 -1 2 1 

”< 2 1 

6ه 06060869 

606060 0 


الصفوف غير الصفرية في المصفوفة الدرجية. .)1,!1,0,-١(‏ (0,1,3,1). و(2-,1-,0,0). تشكل قاعدة ل ا + لآاء وبذلك 
فإن 3ه (ها + ) ملق 
8 أوجد قاعدة ل (آ وكذلك بعده. 


8 اختزل إلى شكل درجي المصفوفة التي صفوفها تولّد 10 


1- 0 1 4 9-1 1 1 1 :9 1 1 
1 3 2 0 إلى 1 3 1 ( إلى [1 3 1 ( 
1 8523 22 لا 0 60 0 6 


الصفّان غير الصفريين في المصفوفة الدرجية» (1-,1,1,0) و (0,1,3,1). يشكّلان قامدة ل لآ, وبذلك 2 ع "ا ن«رلك. 
8 أرجد قاعدة ل /ا وكذلك بُعْده. 
إختزل إلى شكل درجي المصفوفة التي صفوفها تولّد 8 
2 2 12 2 2 2 1 بود 2 2 1 
3 055 ل 1 00 إلى 1 2- 1- 0 
3 134 1ل 2 1 0 ) 60 0 0 
الصفان غير الصفريين في المصفوفة الدرجية, (2-,1,2,2) و (2,1-,1-,0), يشكلآن قاعدة ل ١8‏ وبذلك 2 » لأا «اذل. 
8 أوجد بعد 01 لا. 
8 استخدم مبرهنة 11.8 1 - 2-3 +2 - (8 + ل) منك - 188 ««ذل + نآ مأل ع (/011 (ا) 13أ0. [لاحظ أن مبرهنة 
8 لا تساعدنا في إيجاد قاعدة ل /00178 ذا ولكن بُعْده فقط. (أنظر المسائل 117.8-114.7)]- 


المسائل 117.8-١14.8‏ تتعلق بالفضاءين الجزثيين التاليين في 785 
((6,6,3(,)2,5,3,2,1-رقرا),(1,3,4,2,1)) مدمه ع بلا ((2,9-,1-,4,2(,)2,3رق-,2,2,3(,)1,4-,1,3)) مومه ع لا 


8 أإوجد قاعدة ل /لا + لآ وكذلك بعده. 


18 18+ لآ فضاء مولّد بواسطة كل المتجهات الستة. نكوّن"بالتالي المصفوفة التي صفوفها المتجهات الستة ثم نختزلها إلى 


شكل درجي: 

3 2 2- 13 3 2 2- 10203 2-8 جه ه 1 
2 > لق يه 1 1- 2 1-1 0 2-1 1-1 060 
9 2 41- 3 2] , 3 6 3 3- 0 8 0 0 060 
1 5:02 ]| لله إي هم 2ج م م| أ إمه ه :2 ١ه ٠»‏ 
3 6 6- 5 1 0 + 4- 2 0 2 2000 000 
3 2 52 5 2 5- 2- 1007- 0 6ه 0600860 0600860 

/1 3 -2 2 3 

01 -1 2 -1 

0600 20 2 1 

م 66 600 

00 600 6 

600 060 6 
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مجموعة الصقوف غير الصفرية في المصقوفة الدرجية, 
لبلا + نا: بذلك. 3ه (للا+ [1) 035 


(22-,2-10,)0,0.2,0, ل ,0) ,(2,2,3--,3 1 
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تشكل قاعدة 


5 أوجد المنظومة المتجانسة ألتي فضاءها الحلّي 1 
8 نكوّن المصفوفة التي تولّد صفوفها الثلاثة الأولى [ا والتي صفها الآخير 2,5.0,,*) ثم نختزلها صفياً إلى شكل 
درجي 
23 2- 13 3 2 2- 3 1 
2 4 3 +14 1 2 1- 1 0 
١ 3‏ 
9و2 1 3 2) إلى 3 6- 3 3 0 
ا اج عض +ع3- و+ع2- «م+ي2 بر+جية- 0 
3 2 2- 1-3 
لي 1- 2 1- 01 
5 )+رر+ج6- و+برر2-ع4ة 2+بر+وجعر- 0 0 
0 0 0 080 
نساوي المداخل في الصف الثالث بالصفرء فنحصل على المنظومة المتجانسة التي فضاءها الحلّي يكون 'ا: 
20+ وبجعم 0ع + بر عه 0 > ب + بع رس 
8 أوجد منظومة متجانسة ذات فضاء حلي /لا. 
8 نكوّن المصفوفة الني صفوفها الأولى تولّد /20 والتي صفها الآخير (9.2,5,0,*) ثم نختزلها إلى شكل درجي: 
1 8:2 3-35 1 3 0 3 1 
63 6- 5 1] إلى 2 4 2000-6 0 
51 1- 3000-2 1ت © 
ا ل ا+ع- وجيه- عم بر+جيرقب- 0 
1 2 0 53 
إلى 1 3 3 01 
3 ؛+بر ع2 و +برةدعة جج+بروجعيوك- 0 0 
0 0 0 00 
ساي بالصفر مداخل الصف الثالث, فتحصل على المنظومة المتجانسة ذات الفضاء الحلّي /ا: 
0 > + بإ سيره 0معدوم بر دع4ة 0ج + 3 + عروس 
58 أوجد قاعدة ل /013 لا وكذلك بعده. 


0 إجمع بين المنظومتبن أعلاه لتحصل على منظومة متجانسة ذات فضاء حلي /لا, ثم حلهاء 


0ع عير جع 

وم اوج ابروسعه 

20+ بر رمت 1 
- + بر3 + رو- ف 
ع او ابروديه 

0 نتمم و الصيدء 

0 2 جبر جوت 

مو 5 +42+نر2 

أق ل«ن2+وك ب يق أو 
0 35 + 42 
2-0 دعو 


هناك متغير حرٌ واحد. وهو ؛؛ بالتالي, 
4-», 22). وبذلك. تكون ((3,4,2-,1,4)) 


١ع‏ زلاى نا) سنك نضع 2 - 4. فتحصل على الحل 
قاعدة ل /لا 2 1 


20 2 جبر معد 
0 و+جوببر2 
0+ اعم-بروك- 
ه- 82 - برهت 
و+ 42+ر2 
جر 


0ع عدو يوه 
ا ى +4 +برر2 
2-0 +وى5 + ج82 

2-0 و 


لحي جعن وسدن 
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8 3 الترابط الخطيء القاعدة, اليُقد 


8 لنفتسرض أن لاو /لا فضاءان جزيئان ل 7, وذن ‏ 4ح لا هنك إن 5ع للا سزة و41517-7. أوجد الأبعاد الممكنة 
ل 13ل لا 
8 ابما آن 18/231 + [1> للا حيث ‏ 8-5 لك 0107-78 فإن البعد الممكن يكون فقط 5 أو 6 أو 7. ولكن 
لدينساء من مبرهنة 1.8!, أن 18+ [)) سنك - 9ح (لا + [1) له - للا ملك + (] صلق - (138 0 نا) مراك يما أن 
(للا+م سك - 5 لى 6 الى 7 فإن (6371 [1) صنق > 4 أو 3 آى 2. 


8 لنفترض أن لا هو المجموع المبات للفضاءين الجزئيين ا و .١/‏ أي لنفت رض أن 1717© [1 ع 37. بيسن أن 
لا ملل + لا ولق ع ل دراق. 
*1 بماآن 18ا© 1ع لا, فيكون لدينا + [1> لا و (0) -/00178]. وبذلك 
0- /لا ولك + لآ صلق ع زلا م نأ) روزك - /لا ورثل + لا عمتل ع لا سيق 
لا ملك + لأ ستل - 


8 ليكن [آى /لا فضائين جزئيين ل "2 بحيث أن اء ناسة, 2- الاسنة. 18 © 0). بِيّن أن /11© لاع 83 

8# بماآن #[ج 7 . فإن التقاطع 013 يحتويه فعلاً لا, كماأن 7+ نا يحتوي فعلاً للا. وبذلك, 
1 ع (] سنك > 19م ا) #اك. وبائتائي, 0- (018 نا) مأق. وبذلك (0) - 018( أيضاً 

2 الاوك < (بلا+ (1) «أل. ولكن *#8 > 18+ نا حيث 285-23 «أل. إذن, 103+ 1500 وبذلسك 
+ ناك 82 الشرطان 8+ 87-1 و (0)-/101] يقتضيان أن 8( © ا - 87 


8 لنفترض أن ,ا ©...© ,10 © إلا ع لانوأت ...ىدن 
بيّن أن الإتحاد ,8 لا... نا رظ نا ,8 - 8 مستقل خطياً 


لنفترض أن 


إلا .ررا) - ره محتواة في إلا ومستقلة خطياً من آجل #..را > ا 


0ح وارن 6 5 ٠0+‏ + وروماررة© 2 + رتراك 2و2 
حيث ,6 سلّميات. إن كل ,ركار,© 26 تنتمي إلى ,لا. بما أن 7 التجموع المباشر ل ,لاء فإن المجموع (1) يكون وحيداً من 
أجل 0. وبذلك, ومن أجل ملا 2 ا يكون لدينا 0:, ا ولكن ,8 مستقلة خطياً. بالتالي. لدينا من أجل 
أ كبيه ...0ع ييه بلح ريه بمعنى آخر. كل سلّمي في (1) يساوي 0. وبذلك. تكون 8 مستقلة خطياً. 
8 لنفترض أن ,لا ©... © رلا © ,لاع ل وأن ,8 قاعدة ل رلاء من أجل ».....! -1. بين أن ,ناك 8 قاعدة ل لا 


8 لديناء من مسالة 21.8!, أن 8 مستقلة خطيأ لأن كل ,8 مستقلة خطياً إفترض أن © 7. إذن الا +... نالا 
حيث ,لا © ,لا. إذنء ,لا تركيبة خطية للمتجهات في ,8. وبالتالي. تكون ؟ تركيبة خطية للمتجهات في 8. وبذلك. تولد 13 
الفضاء /. بما أن 8 مستقلة خطياً وتولّد /ا, فإنها تشكل قاعدة ل 7 


8 ليكن إلا ©...© إلا© لاع 7 حيث ,0ح ,نا «ذة. أثبت أن إلا سزك +... + يلا ساك + نا ست > لا ساك 


التكن ,8 قاعدة ل ,نا. بالتالي. يكون ل,8 عدد ,8 من العناصر. وبذلك. يكون ل ,8 لا 8 عدد 8+..+ ,8 من 
العناصر. وتكون 8 قاعدة ل لا, بسبب مسألة 122.8. وبالنالي» نا ستل م.ج لا صلل ص مج جوع لا ستل 

8 التنفترض أن( الايتييى ثلا لقارتينه رلا) مجموعة جزئية مستقلة خطياً لفضاء متجهي /ا. بيّن أن (0) > (0) هدمة 6 (بلا) مقلرى 
8 إفترض أن ((«) امدمة 6 (بلا) مدمة © + توجد إذن سلميات ,2 و بط بحيث أن 

بلاط - اليه + ...+ بلاية. ولكن سا مستقلسة 

خطياً. وبالتالي» يكون كل 0-,ة وكل 0- .,8. ينتج عن ذلك أن 7>0. 


الاي نيط اقرط ص لايع نيط ايه ع إذن 0ح نويه -.. 


8 ليكن لا فضاءً جزثياً في فضاء متجهي // منتهي البعد. بيّن أنه يوجد فضاء جزئي ١‏ ل لا بحيث أن 1797© ا > 8 


8 التكن (الاتيك) قاعدة للا بماأن (نا) مستقلة خطياً فإنه يمكن توسيعها إلى قاعدة ل لا مشلا 
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126.8 


الفصل 8 © 239 


الى سد اولاء...ررقا) . ليكن /18 القضاء المونّد بواسطة (ي#ا....ى«). بما أن (,اره) تولّد لا, فإنه يكون لدينا 
لآ + 1ع لا. من جهة اخرى. وبواسطة المسالة 5 يكون لدينا (0) > /018 (1. ينتج عن ذلك أن /187© [] ع ٠7‏ 


لافتتسورضن أن اس جزئيسة مستقلسة خطياً ل لا وأن 188 تجصيزفة لاه بقن أن 


الل قهمة ©,,,© (ي8) عدم © ل 8) مممة د (8) مقمى 


8 بماأن رلا 8 وأن كل 8,©8, يكون لدينا (8) 8هم؟ ©(8) قدمه 23 > (رظ نا) مدمم > (8) مدمة. إذن, 
(8) هدمة ,5 > (8) هم النقترض أن 


قار 0-2 خ ركان 6 2 02 )غ0( 


حيث ,© سلّميات وال.» نتمي إلى ,8. بما أن 1 مستقلة خطياً فإن كل 8- ,م في .)١(‏ وبذلك يمكن كتابه 0 في الشكل 
الوحيد 0 +...+ 0 + 0 - 0. بنتج عن ذلك, أن (8) مدمة ©...© (8) دمع - (8) مدو 


8 النفترض أن إلا +...+ رلا+ رلا > 37 وان ,لا صتق+ ...+ يلأسلل + تاصق > لا ساق بين أن 
,لآ ©...© رلا © لاك 3 
8 لنفترض أن > 7 017. ولتكن ,8 قاعدة ل لأ. إذن. ,8رنا - 8 لها © عنصراً وتولّد /ا. وبذلك تكون 8 قاعدة من 
أجل /ا. نجد, بواسطة مسالة 126.8, أن ,لا © ...© إلا © بتاك لا, 

8 إحدائيات 

128.8 


1208 


130.8 


عرّف إحداثيات متجهٍ 7 في فضاء متجهي / فوق حقل 7 حيث م ع لا ووزق. 

18 لتكن (ي6....,») قاعدة ل ل. بما أن (6) تولّد /1, فإن 7 تركيبة خطية لك.»: 
#6 6ه ييه ٠٠١+‏ + يميه + يعرم سن 

بما أن ال ,» مستقلة, فإن تمثيلاً مثل هذا يكون وحيداً (المسألة 129.8). وبذلك» تكون السلميات ,8,...., ال 8 محددة تماماً 

بواسطة المتجه ١‏ والقاعدة (,©) . نطلق على هذه السلميات اسم «إحداثيات» ١‏ في (6) ٠‏ ونطلق علي النوئية المهرتيية) أسم 

«المتجه الإحداثي» ل ١‏ نسبة إلى (8) ؛ وترمز له ب ,1)] أو [0] فقط: 


لمق .ميفنيه) > يزه] 


لتكن ي".....ر037,,7 متجهات مستقلة خطياً؛ ولن 
ال ب أعداد سلمية. بيّن أن التمثيل أعلاه ل نا وحيد 


ض أن لا تركيبة خطية لل« مثلاً _الي8 + ولاية + إلاره > نار حبث 


ل لنفترض أن ,ابرط +...+ يلاوط + ,اطع نا حيث ال بط سلّميات. نطرج, 


لا(ى6 - ره) + ٠٠١‏ + يلوط - يم) + رسزرط - ,ه) ع 
ولكن ال 7 مستقلة خطياً؛ إذن؛ المعاملات في العلاقة أعلاه يساوي كل منها صفراً: 
ديقت 


تنلا ركوط «يه ,0ك رقد يه 


دبالتالي» ,8 > 8....ررط > ره ,8 > ,ه؛ وبذلك يكون التمثيل أعلاه ل د كتركيبة خطية لل ,8, وحيداً 
المسالتان 31.8-130.8! تتعلقان بالمنجه (4-,3.1) د ١‏ في 83 


أوجد المتجه الإحدائي ل ١‏ نسبة للقاعدة ,(1,1,!) > ,5 (0,!,1) 


رد (0,6,1) 


0 


ل نكتب “ كتركيبة خطية لل ؟ باستخدام المجاهيل * لل 2! أي نضع ,0+ ركلا + ,1م 


(2)0,0,1 + (1 ,1 ,0)بر+ (01.1)م ع ره ,1,ة) 
(0,9,2) + (ر ,ير ,0) + زدع ,)د 
(2 + بر + عيبر + بورع 


0 2 الترابط الخطيء القاعدة, الثقد 


ثم نساوي بين المركبات المتقابئة فتحصل على منظومة المعادلات المكافثة: 


والتي تمظك الحل ‏ 3- »م 2- 


إنن. [2-5-,ق] حرا 
8 أوجد المتجه الإحداثي ل ؛ نسبة للقاعدة المعتادة (1,0,0) > ,6 (0,1,0) > يقد (0,0,1) > يه 


8 نكتب بع + يهلا+ ,4 - ١‏ باستضام المجاهيل » لل 2 (ترل,») > (2)0,0,1 + (0,1,6)ر + (1,0,0)ء > (فسرا,3), 
نساوي بين المركبات المتقابلة؛ فنحصل على 3-* 1- ل 4- وبذلك. [4-,3,1] > ,[60. بمعنى آخن, يكون 
ان نسبة للقاعدة المعتادة نفس المركبات كما ». [المسألة التالية تبين أن هذه النتيجة صحيحة عموماً]. 


8 ليكن ؟ متجياً في ". بيّن أن المتجه الإحدائي [!] نسبة إلى القاعدة المعتادة (0ب,1,4) > يع ب(0,1,8..0) يف 
(0,0,....01) - يه يكون له نفس المركبات كما 0. 
1# لنفتس سرض أن ليف,...ريه,رة) > .١‏ إذن ل 


كلبق 
5 


ل ل ال 02 


ينتج عن ذلك أن ليه..سيقيبه] > [0]. 


8 ليكن / الفضاء المتجهي للحدوديات التي درجتها أصغر أو تساوي 2: 


زع رقم ع8 + ”يم) ديز 


إن الحدوبيات 1ت ره ١6-1ترف‏ وا+)2- 2د 4-7 


1 
,[], المتجه الاحدائي ل ١‏ نسبة للقاعدة ‏ ( يعترعير») ٠‏ 


و تشكل قاعدة ل //. ليكن 6+)202-5 -0. أوجد 


28 نكنب ١‏ كتركيبة خطية لل © باستخدام المجاهيل نن لاء 2! أي نضع ,20 + رعلا + بعء - 37 


زج 2- )ع + (1 - عير + )م م + 22-5 
اج جرع 2 - تيع + بر - برج 
(2 + بر - بر + بيزم2 - بر) + *ع د 


ثم نساوي بين معاملات قوى ١‏ المتماثلة 
6 مج +بردع 
5- 222 بر 
2 دع 
ويكرن حل المنظومة أعلاه 3د |- > بى 2-2 وبذلكء ,26 + يه- ,7-36 أي أن [2رلت,3] تيلا 
المسائل 137.8-134.8 تتعلق بالقاعدة (2,1) ع إنء (1-,1) ديم في 82 


8 أوجد المتجه الإحداثي [9] ل (2,3) - » 


18 نكتب رلالا+ بلا« 7 فتحصل على (ل- »رلا + «2) > (1-,1)و + (2,1)» > (2,3). نساوي بين المركبات المتقابلة 
فتحصل على المعادلتين 2س بر+ 2 و 3- لا--». تحلهما فنجد أن 5/3 > ين 4/3- - لز. [4/3-,5/3] > [9]. 


8 اوجد المتجه الإحداثي [نا] حيث (1-,4) > ن. 


تضع إلالا+ لاك لا فتحصل على (ل- عرز + 28) - (1-,4). نحل 4 بر+عة و1 -و- 8 فتجد أن 
ادي 2در إنذنء [2,ا]- زس. 


58 اوجد المتجه الإحداثي [9] حيث (3-,3) > با. 


1# نضع إنالا + رلا > ا قتحصل على (ل - »رلا + 28) > (3- 
0-م دير إننء [0,3 > [سمع 


,3 ئحل ‏ 3-3+ 2*2 ى3- - ير-», فتجد أن 
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8.آ127 


1338 


139.8 


140.8 


1418 


القصل 8 0 241 
أوجد المتجه الإحداثي [0] حيث (0ره) ع “ا 


8 نكتب رالا * رلاكا > 7 قتحصل على (لا- رلا+ «2) > (8.5). تجل هع نر +28 ود لر-» فتجد أن 
,ة/(ط + ع) > بن 2/3 - 24) ع ل. وبذلك. [(26(/3 - ه) ,3/(ط + ه)] > [ب. 


المسالتان 39858 تتعلقان بالقاعدة  4)1,1,1(,01,1.0(,)1,0,0((‏ في 87 
أوجد إحداثيات المتجه (3,2-,4) - ب 
نكتب " كتركيبة خطية في متجهات القاعدة باستخدام سلميات مجهولة 2.لا,ج 
(20,0,0 + (1,1,0)بر+ (1,1,1)ر دن 
ثم نحل من أجل المتجه الحل (2:ل.*). [الحل وحيدٌ لان متجهات القاعدة مستقلة خطياً] 
2 ولا + تارج + ط + ع) > (1,0,0)ج + (1,0 1)بر+ (1,1,1)» - (3.2-,4) 


3 


نساوي بين المركبات المتقابلة فنحصل على المنظومة ‏ 4 ج + بر+ ين يس 22 نعوض 2ع في 
المعادلة الثانية فنحصل على 5-<لا. ثم نضع 22 8, 5- لز في المعادلة الأولى فنحصل على 7>#. وبذلك, 
يكون 2 -, 5- > لل, 7خ 2 الحل الوحيد للمنظومة. إذن. [5,7-,2] > [0]. 


أوجد المتجه الإحداثي [2] حيث (عرطرة) ع ب 
ل نكتب ٠‏ كتركيبة خطية في متجهات القاعدة: 
(داير + هاج + برع )> (2)1,0,0 + (1,1,0)تر+ (11 ,)م سل ,6,م) 


إذن 22 2+ برع ين طع بردين ©*8. تحل قفتحصل على #6« 6-6 دل شودخ وبذلسك, 
[طدهى - طع] ع زو 
المسألتان 141.8-140.8 تتعلقان بالمصفوفة (3_ 00 في الفضاء المتجهي لا للمصفوفات 2<)2 الحتيقية. 


أوجد المتجه الإحداثي و[4] للمصفوفة 8 نسبة للقاعدة 
نك اا ا ل 
نكتب 4 كتركيبة خطية لمصفوفات القاعدة باستخدام السلّميات المجهولة » لا # ): 
0*0 6( ادن مدر )عه 
6 0 - 


د ا 
38 لد 13 


نساوي بين المداخل المتقابلة فنحصل على المنظومة ‏ 2< + 7+ ين 
تحصل منها على 7 دي ([1 ديل (2س دمن 30-). إذن [130 
له يجب أن يكون متجهاً في “8 لأن 4ع / «أك]. 


#الراسين 4 بربين 7 


3 والتي 


,7-] > [4]. [لاحظ أن المتجه الإحداثي 


أوجد المتجه الإحداثي ج[4] للمصفوفة 8 نسبة للقاعدة المعتادة ل لا؛ أي القاعدة 
اس ا 0 


0 >0 دل ود( ودع( رق 6 


موقع الفريد في الفيزياء 


2 3[ الترابط الخطي. القاعدة, البُقْد 
إذنء 2د 3دس 4عدم 7-*). وبالتالي [7-,2,3,4] > .[8]: حيث مركباته هي عناصر 8 مكتوبة صفاً بعد 
55 
ملاحظة: إن النتيجة أعلاه صحيحة عموماً. أي آنه إذا كانت ل أي مصفوفة 70*08 في الفضاء المتجهي 7 للمصفوفات 
8 0 فوق حفل 12 فإن المتجه الإحدائي [4] ل 8 نسبة للقاعدة المعنادة ل لا يكون المتجه الإحداثي 0 في 
""54 الذي مركباته عناصر 4 مكتوية صفاً بعد صف. 
8 حدّد ما إذا كانت المصفرفات التالية مترابطة أم مستقلة: 
1ك 3-8 هد 3 1م 'ق3- 2 1مى 
23 م اده 9 3 0-م 9 2 )عه 
9 إن التوجهات الإحداثية للمصفوفات أعلاه نسبة للقاعدة المعتادة هي كما يلي: 
[11,16,10,9- .3,8 - [©] [4 ,6,5 ,4- ,1,3] [8] [3,4,0,1- ,1,2] ع [قم] 
نكوّن المصفوفة التي صفوفها المتجهات الإحداثية أعلاه: 
1 4220860 2-30 1 
4 605 4ه 3 أ“ 


3 5-1 16 10 9 


إختزل 06 صفباً إلى شكل درجي: 
1-3 4ه لوخ 312 01 4ه 2-5 1 
«اس [ذ 5 5 13 6) إلى ف 5 2 1-1 8 
6 10 2-204 0 0 60 60 060 0 © 
بماأن المصفوفة الدرجية لها صفان غير صفربين فقط؛ فإن المتجهات الإحدائية [4] [8]: و [2] تولّد فضاءً بعده 2, وبذلك 
تكون مترابطة. بنتج عن ذلك, أن المصفوفات الأصلية 8, 8, © مترابطة. 
8 ليكن ا الفضاء المتجهي للمصفوفات 2*2 المتناظرة فوق 8. [أنظر المسألة 60.8]. أوجد المتجه الإحداثي فوفة 
11- 4 )عم نسسة للقاعدة -1١[‏ 4 21 1-2 
8 0 سا ع )50 1000 0 
88 نكنب ل كتركيبة خطية لمصفوفات القاعدة باستخدام سلّميات مجهولة « لا 2: 
و ابرج يه مفجير2+ع/ 11- 4 2-3 1-2 ع/_الكك 4غ 
5 3 بنديةه 15" ل د( 1)م د( وباعه 


نساوي بين المداخل المتقابلة. فنحصل على منظومة المعادلات الخطية المكافئة, التي نختزلها إلى شكل درجي: 


ل 0 4 عمو برجم ديه روجع 
0 3 أى 3س دج +ر5 أى 
1س صدج سير م2 


7 ع هق بر3 + ير 0 


تحصل على * من المعادلة الثالثة, شم 2- عدي من المعادلة الثانية. ثم 4ع« من المعادلة الأولى. فيكون حل 
المنظومة هى 4-», 2- دير. 2-1 وبالتالي [2,1-.4] > [ه]. [بما أن 3ع 17# (دلك بسبب المسألة 60.8: فيإن 
المتجه الإحداثي ل 8 يجب أن يكون متجهاً في 87]. 


8 تكن (يتريء,,ع4 و (ورآرة.,4) قاعدتين في فضاء متجهي ا (بعده 3). ولنفترض أن 


وليه خجزيه + رأ وه ي©» ,© 
أرط +وروظ+ ول و وذ ير5 فطاعم 
وب حولت خأ *رث © © عل )0( 
#, هناء المصفوفة التي صفوفها المتجهات الإحداثية ,6 ي, ,6 على الترتيب. نسبة إلى القاعدة () . بين أن ,[0! > طي[]» 
من أجل كل 37 0. أي أن ضرب المتجه الإحداثي ل ؟ نسبة إلى القاعدة (©) في المصفوفة 8 يعطينا المتجه الإحداثي 
ل ٠‏ نسبة إلى القاعدة (5) . [غالباً ما تسمى المصفوفة 7 مصفوفة تغيير القا: ١‏ 
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145.8 


146.8 


147.8 


الفصل 8 0 243 


8 نفترض أن رع + ,88 + ,6ح م إذن (.55) > ز[0]. لديناء باستخدام (1), 


للد خيلي خوليع)ا + (ووط خيزيط +خرلطاد + (وزيه + ي[به + ,/ه): - ده 
وال +وطد + ممم) + بو](يع؛ + رطد + يهم) + ,إز(رع) + رز + رهم) ع 


وبالتالي 
(وها +وند +ي78 ريا + يرطت + يهرررع؛ + رؤد + رعم) > ر[ه] 
من جهة آخرى 
© 67 © 
ده و5 5 أبعم صيزم] 
و وق 8 
(يعا + واد + يه ريع + رداق + به برعا + رط + رعم) > 
يننج عن ذلك؛ أن ,91 ع قلعا 
ملاحظة: في الفصول 11-9. سوف نكتب المتجهات الإحدائية كمتجهات عمودية بدلا من متجهات صفية. إذن, وتأسيساً على ما 
جاء أعلاه, 
ا خرطة + رهم رات ,8 به 
ر[سا - [ يها خيذه +يمر | © دف .> | - ,[20]0 
وها +ونى + يه ارده رف يه 
حيث © المصغوفة التي أعمدتها المتجهات الإحداثية ل ,» ,» ,6 نسبة للقاعدة (1) . لاحظ أن © هي منفول 8 
دآن © تظهر على يسار المتجه العمودي ,[9]. في حين تظهر 8 على يمين المتجه الصفي .[9]. 
المسائل 150.8-145.8 تتعلق بالقاعدة (1-02,1-02),)-1,1) 8 للفضاء المتجهي ‏ للحدوديات في ) من الدرجة 3 
فاقل, والحدوديات 


ثبل + تن جرخن بودن -ع3-2عسر ‏ 2 بت +ن3- 2 دم 


أوجد المتجه الإحداثي [نا] نسبة للقاعدة 8 في 37 
لق نكتب لا كتركيبة اخطية لمتجهات القاعدة باستخدام المجاهيل « لا؛ 12 8: 
“0 -1)» + 2ل - 1)ه + نل - 1)بر+ (م)م د ثرو + تر برق رودن 
زم - 36 + ,3 - 1)مى + (2 + يه 1)ع + نز - )بر + (1)م ع 
“بو - #/و3 + يوق سول 2ع + زج2 عع بج ررد بر برع 
*بزم-) + و3 + م) + /(ية - م2 - برت) + زو + ج + برج )د 
ثم نساوي بين معاملات قوى ١‏ المتماثلة: 


2-عم- 36-1 +ع 3-ه و22-3-ر- 2م مج +برعي 


فيكون الل 22م 5 سن 7دي 2--4 وبذلك. [2-,57-,2]ك إناء 


أوجد المتجه الإحداثي [] نسبة للقاعدة (*1..)21) في لا. 

© تتكون القاعدة من قوى ؛؛ إذن؛ أكتب المعاملات المقابلة لتحصل على [3.1,2-,2] > [ن] 
أوجد المتجه الإحداثي [] نسبة للفاعدة 8 في لا 

8 نكتب ا كتركيبة ا خطية المتجهات القاعدة باستخدام المجاهيل «. ل 2 5: 

مزى-) + أبزوة + م) + بزوة - 22 - بر-) + زوج م + بر + ع) د “0 1)رج 2( - 1)ع ع رد [)بر + )م ع قر رق و عير 
ثم نساوي بين معاملات قوى ؛ المتمائلة 


0عد و 1--و3 +2 م سار نما 3ط ودع ورووع 


0ه وبذلك. [1,0-,0,4) > زسع, 
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4 3)] الترابط الخطي.ء القاعدة.ء اليُغْد 


عستيو 


1488 


149.8 


1508 


1518 


158 


153.8 


أوجد المتجه الإحدائي [»] نسبة للقاعدة (00,20:1) في لا 


8 تتكون القاعدة من قوى . وبالتالي تكتب المعاملات المقايلة لنحصل على [2,3-,1-,0] < [/8]. 


أوجد المنجه الإحداثي [9] نسبة للقاعدة 8 في /1. 
08 نكتب ١‏ كتركيبة خطية في متجهات القاعدة باستخدام المجاهيل * لا 2 5: 
تل ل)ى+ 2م- 1)ه + ( - 1)بر + (1)م > تيل + تن ج رز جم عبر 
تزى-) + 6(و3 + ع) + رزوة - ع2 - يربع + (ى + ع + بر + بر) سه 


ثم نساوي بين معاملات قوى ؛ المتما: 


4 دوم عع 3+ جه 22-36-86 ديرد »وج برجم 
فنجد الحل 0+ ه+ 6+ ق-دي, 20-30 - مد د دن 34+ ودج 4- ص 6. وبذلك, 

[4- ,34 +م ,34 دع 2 - مد ,كه جع +م + م] د [س] 
أوجد المنجه الإحداثي [] نسبة إلى (1) القاعدة (1,2,13) في لا (ب) (417,21.1 في /. [هاتان القاعدتان مختلفتان 
لآن ترتيب العناصر مختلف]. 
8 نكتب, في كل حالة, المعاملات المقابلة لمتجهات القاعدة: (أ) (قرطء,4) > [9]ء (ب) [لبعرطية] > [0]. 


بين أن المتجه الإحدائي ل / © 0 نسبة إلى أي قاعدة / يكون دائماً النونية الصفرية؛ لي أن [0,0,....0] > [0]. 


8 التكسن (رل....رلاى,نا) قاعدة ل . لنفترض أن ,لارة+...+ ,لابج > 0. بما أن ال بنا مستقلة خطياً فسإن 
...0 > ب8. وبالتالي [0,4,....0] > [0]. 


لنفترض أن 7 و 'لا فضاءان متجهيان فوق نفس الحقل . عرّف تشاكلا تقابلياً 
المتشاكلة تقابلياً. 

9 لنفترض أن “17+ 4:17 تفابل واحد ‏ لواحد, أي لنفترض أن ؟ دالة واحد ‏ لواحد وفوقية. تسمى * عندئذ تشاكلاً تقابلياً 
بين ٠‏ و "7 إذا كانت ؟ «تحافظ» على عمليتي الفضاء المتجهي من جمع متجهي وضرب سلمي؛ أي؛ من أجل كل 00,0637 وكل 
عدد سلمي >1 © 0 يكون لدينا (00؟ + (600 - (« + 100 او (41)00 > (1060. نقول» في مثل هذه الحالة, أن لاو '/ا فضاءان 
متجهيان متشاكلان تقابلياء ونكتب '/ - ل١.‏ 

مبرهتة 128: ليكن لا فضاءً متجهياً نوني ‏ البعد فوق حقل 56. إذن, ٠‏ و "16 متشاكلان تقابلياً. 


لاو 'لا, وعرّف الفضاءات المتجهية 


اثبت مبرهنة 12.8 

1# لتكن (ي©....رر»,ر) قاعدة ل ل. إذن. يقابل كل متجه 9 © النوئية ,[9] في ". من جهة أخرى؛ من أجل كل 
متجه ”1 © (2....ررة,,ة). يوجد متجه في ١‏ في الشكل ,ره +... + ,8,6. وبذلك. فإن القاعدة (ع) تحدد تقابلاً واحداً- 
لواحد بين المتجهات في والنونيات في "14. لاحظ أيضاً أن 
5 يه لل أت يميه عن تقابل ‏ (.2,6....,©) 

5 بيط ع عع وعم تقايل (لية عد ورق) 
إذن 0 : 
6ل(ىش ره) ٠٠١+‏ + رع(8 + ,ماع مر ن تقايل 8 
من أجل كل سلّمي 1 © 6. أي أن 
مع(يم) + .٠ج‏ ء(ره4) - م تقايل ‏ (.2-6..بيه)م 


[*] + [ه] ع ,زم + م1 0 اماع دي[ه] 


يعني هذاء أن التقابل واحد . لواحد أعلاه بين /1 و "12 يحافظ على عمليتي الجمع المتجهي والضرب السلّمي. وبذلك؛ يكون /ا 
و 7 متشاكلين تقابلياً. ونكتبهما "16 - 7 


دم جوف يهار دويق 
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ينظر هذا الفصل في التطبيقات والدوال على مجموعات إختياربة. ولبس من الضروري أن تكون فضاءات متجهية. ويمكن 
النظر إلى المفاهبم التي ستناقش هنا كمقدمة للفصل النالي الذي سبناقش النطبيقات الخطية على فضاءات متجهية 


9 قطبيقات, دوال 
089 عرّف نطبيقاً من مجموعة 8 إلى مجموعة 8. 
0 لنفترض أنه بُقْْنُ لكل عنصر في 8 عنصرٌ وحيد في 19: أن تجميع مثل هذه الاقترانات تسثى «تطبيقاً: من 8 إلى 8. 
ونرمز لتطبيق ؟ من 8 إلى 8 بواسطة 18+ 68. ونكتب (1)3/ التي تفرأ ؟ ل 4. من أجل العنصر في 8 الذي يقرنه ؟ ب 8 © + 
وبسكّى «قيمة» ) عند 8 أو «صورة» 8 تحث 8 
ملاحظة: بستعمل المصطلح «دالة» كمرادف للكلمة «تطببق». رغم أن بعض النصوص بحتكر كلمة دالة من أجل التطبيقات 
حقيقبة - القيمة أو عقدبة ‏ الفيمة, أي الذي يُطْبّقَ مجموعة إلى 8 أو ©. 
29 ها هى نطاق «تطبيق» 8 جم :تر ؟ 
لقا إن المجموعة 48 هي نطاق 4. 
09 ماهو «النطاق ‏ المصاحب» للنطبيق 8 ه4 بم ؟ 
ا إن المجموعة 8 هي النطاق ‏ المصاحب ل/ ؟ 
049 عرّف صورة التطبيق 8 ج-4.:/ 
ل يطلق على مجموعة كل القيم الني تقرنها ؛ بعناصر 4 «صورة» (أو «مدىه) 1 ونرمز لها ب 7 15 أو ()!, أي 
(-0)] 3 وعد ذ بطع م) دزوز 
(إستخدمنا 23 من أجل «يوجده, 2 لتعني «حبث) [لاحظ أن ؟ «ذل مجموعة جزئية (وربما مجموعة جزئية فعلية) ل 13], 
9 ليكن 8+-م :/, ولتكن 5 مجموعة جزئبة في 4. عزف صورة 5 تحت . والتي نرمز لها ب (1)5. 
هنا (ط> (0)» 5 5 36 :ةا ع ط) د (63 زززلم)! )ع (1)5 بمعنى آخرء ننكون (5)! من كل صور العناصر في 5. 
09 ليكن 8 مس ام, و1 مجموعة جزئبة في 8. عرّف «الصورة العكسبة» أو «قبل الصورة» ل 7 تحث ١!‏ ونرمز لها ب (1/5-م 
# هناء (7 6 (8) :م © 04) > (01'-1. بمعنى آخر, تتكون ١)7(‏ 47 من العناصر في 8 التي تنتمي صورنها إلى 7 


9 عرّف «المساواة» ببن الدوال. 


#8 نقول عن دالنين 8<-4/:/ و 4+8 :يم بأنهما متساوينان, ونكنب ع >-5. إذا (0خع - (1)8 من أجل كل 
8 © 0. إن نفي ع >1 والذي بكتب ه 8 هو القضية: يوجد عنصرٌ 8 5ه بحيث أن (م)ج * (1)0 


89 عزف دبيانء الدالة ه م4 بير . 
8 يقابل كل دالة 8 ج-4:/ المجموعة الجزئية في 8< 8 المعرّفة يواسطة (8 © :(م)!.2)) 


نطلق على هذه المجموعة إسم «ببان 5». نلاحظ أن دالنين 4+8 :ر و8 <-4, :م تتساويان إذا وفقط إذا كان لهما نفس 
البيان. وبذلك, فإننا لا نميز بين دالة وبيانها. 


المسائل 14.9-9.9 تتعلق بتطببق ؟ من (4ع.6,ة) > 8 إلى (2.0لا.*) > 8 معزف بواسطة الشكل 1.9 


245 
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6 © التطبيقات 


9 أوجد صورة كل عنصر في 4 

8 بشبر السهم إلى صورة كل عنصس وبذلك. ( > (8) »ا (80. 2 7660 وباك (1)0. 
9 أوجد صورة 4. 

8 تتكون الصورة (8) ل من كل القيم ‏ الصورة. القيم الصورة الوحيدة هي «: لاء 2؛ وبالتالي» (2,ل,*) > (2)8 
9 أوجد (1)5 حيث (فرطرة) > 5. 

1# (بررج) > (بررو) ع ((4)كر(م)]ر(ة)1) ع ((فرطية)) + (5). 
9 اوجد (105"/ حيث (رلز) - 7 

العناصر 8, 6. ل صورها في 7 إذن ‏ (البعبة) > 60 
69 أوجد (ا. 

1# الا يوجد أي عنصر نكون صورته 7 نحت ؟! إذن» © (0)'”/ ٠+‏ أي المجموعة الخالية. 
9 أورجد بيان ©, أي اكتب ! كمجموعة أزواج مرتبة. 


ا الازواج المرتبة ((2,)0), حيث ث © 2 تكوّن ببان ؟. إذن. ((4,9) ,(تره) ,(كر5) ,(لارة)) دم 
المسائل 17.9:15.9 نتعلق بالمجموعة (1,2,3,4,5) > هم والدالة 4-4 :/ المعرّفة بواسطة الشكل 2-9. 


- 


كت ور شكل 2-9 


8 أوجد صورة كل عنصر في 4 
8 يشير السهم إلى صورة كل عنصر؛ وبذلك. 3- (401 5 (42. 5 (3, 2 (54. 3< (15. 
9 أوجد الصورة (8)؟ للدالة 6. 


8 تتكون الصورة (8): ل من كل القيم ‏ الصورة. الآن؛ أن 2, 3, 5 وحدها الني تظهر كصور لعناصر في 8 وبالتالي؛ 
زكر2,3) د زم )؛. 


9 أوجد بيان , أي اكتب ؟ كمجموعة أزواج مرتبة. 


© الأزواج المرئبة ((1)8,).. حيث ث © نشكل بيان 6؛ وبذلك. ‏ ((1,3(,)2,5(,)3,5(.)4,2(,)5,3)) - 7 
المسائل 20.9-18.9 تتعلق بالمجموعتين (ع,بة) - 4 او (ترلل,:) - 8 والشكل 39. 
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رج 


9 هل شكل 9:3 () يعرّف دالة من 8 إلى 8؟ 
ل لاء إذ يوجد عنصر 4 © م لم يُفْرن به شيء. 
9 هل شكل 3-9 (ب) يعرّف دالة من 8 إلى 98 
© الا لانه قُرِنَ عنصران * وى * بنقس العنصر 8 © ح. 
59 هل شكل 3-9 (ج) يعرّف دالة من 4 إلى 8؟ 
18 نعمء لآن كل عنصر في 48 يقرن به عنصر وحيد في 8 
9 لتكن ؟ مجموعة ج 
8 تكرن مجموعة جزئية ؟ في 8م دالة 8ه4 :مر إذا وفقط إذا كان كل عنصر 8 ©« يظهر كإحدائي أول في 


زوج مرتب واحد فقط في /. 
المسائل 24.9-22,9 


إئية في 8 8. متى تعرّف 6 دالة من 8 إلى 8؟ 


بالمجموعة (1,2,3.4) > . والمجموعات الجزثية التالية في 6< “ا ع: 


((1,1) ,(4.2) ,(1,ة)) م ((4.4) ,(3,2) ,(2.1) ,(14) ,(2,3) عر 
((4.4) ,(2,1) ,(1,4) ,(3,4) ,(2,1)) حر 


059 هل تعرّف ؟ دالة )2 ه-0 :/ و 

8 لا. هناك زوجان مرتبان مختلفان (2,3) و (2,1) في ؟. لهما نفس الإحداثي الأول 2. 
9 هل تعرّف ه دالة كز ملز :م؟ 

ل لا. يوجد عنصر 7 © 2 لا يظهر كإحداثي أول في أي من الازواج المرتبة. 
9 هل تعرّف ١‏ دألة /ز هر :م ؟ 

ل نعم. رغم ظهور 7 © 2 كإحداثي أول في زوجين مرتبين في 48 فهما زوجان مرتبان. 
28 لتكن 4 مجموعة الطلبة في مدرسة. حدّد أيّا من هذه الاقترانات تعرّف تطبيقاً على 8: 

() يقرن لكل طالب عمره. 

(ب) يقرن لكل طالب مدرّسة أو مدرّسته. 

(ج) يقرن لكل طالب جنسه (ذكر أم أنثى). 

(د) يقرن لكل طالب زوجه 

8 إن تجميعاً من الاقترانات يكون تطبيقاً على 8 إذا قرن بكل عنصر © 8 عنصر واحد فقط. وبذلك, 

(1) نعم, لأن لكل طالب عمر واحد فقط. 

(ب) نعم, إذا كان لكل طالب مدرّس واحد؛ لا. إذا كان لأي طالب أكثر من مدرس أو مدرّسة 


(د) لاء فقد لا يكون بعض الطلبة متزوجين. 
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8 8 التطبيقات 


209 


229 


2529 


319 


2532.9 


339 


349 


269 


ليكن 8-18 :2 تطبيقاً يقرن بكل عدد حقيقي * مربعه ©*. صف طرقاً مختلفة لتعريف 6. 
8 يمكن أن يوصف التطبيق 5 بواسطة ما يلي: 
تواع زم الو تبرجرج ‏ اإى البردر 
أل جا يقرأ هنا «يذهب إلي». في الترميز الأخير إعلى اث ار), هو «المتغير المستقل: و لا «المتغير المرتبط/ أو غير 
المستقل», لأن قيمة ' تعتمد (أو ترتبط ب) بالقيمة التي يآخذها <. 
ملاحظة: عندما تعطى دالة 5 بواسطة صيغة تستخدم المتغير المستقل *. كما هو مبيّن آعلاه. فإننا نفترض (إلا إذا ذكر أو فهم 
غير ذلك) بأن ؟ دالة من 8 (أى من أكبر مجموعة حيث يكون ل7 معنيّ). [أنظر القسم 2.9]. 
المسائل 30.9-27.9 تتعلق بالدالة المذكورة 22 ع (100. 
أوجد قيم ؛ عند 5, 4- , 0. 
1# لع 02 د (1)0 ,16 د ت(ود)ه (4-)1 ,25 52 - (1)5. 
أوجد (أ) (82+2, (ب) (+م)؟ 
ها مم مس رك + توك 22 + ود رد + وك (ب) قط+ طم+ ثرح تزط+ جح لطع كال 
أرجد 401/8 - (ط+ »)| 
اطع 2 ع مركم + طي2) د ورتير قط + طعة + تي د ط/زلم؟ - زط 102 
أوجد 1504, أي صورة ؟ 
8 إن كل صدد حقيقي غير سالب هى مربع ل #/ . كما أن مربع أي عدد لا يمكن أن يكون سالباً إذن. 
(2<0«) > 1 «ناء أي مجموعة كل الأعداد الحقيقية غير السالبة. 
أوجد عدد الدوال من (طية) - ا إلى (1,/23) 7 
1 هناك خيارات ثلاثة من أجل صورة 3. وخيارات ثلاثة من أجل صورة 0؛ وبالتالي توجد 9ع *3 - 3.3 دوال ممكنة من 
ة 
أنفترض أن ل عدد |! عنصر. ول لا عدد الا| عنصراً. بيّن أن هناك *!1/ا] دالة ممكنة من 6< إلى لا. [لهذا السبب. 
نكتب غالباً "لا من أجل تجميع كل الدوال من 6< إلى لا] 
#ر هناك الا! خياراً من أجل صورة كل واحد من عناصر << ال |:| ؛ وبالتالي. يوجد لدينا عدد أ |الا! دالة ممكنة من ا 
ا ا 
إلى لا. 
لتكن 4 أي مجموعة غير خالية. عرّف التطبيق المحايد على 8. 
18 المحايد على : ويرمز له ب 1, هى التطبيق المعرّف بواسطة «> 100 من أجل كل 8 © *. 
لتكن (1,2,3.....9) > 4. أوجد (3)راء (قكراء (قراكء 
48 إن صورة أي عنصرء تحت التطبيق المحايد, هي العنصر نفسه. وبذلكه 3-()يلء 6 (6اراء 28 (قكراء 
عوّف تتلبيقاً تابتاً 
1 لتكن ؟ دالة نطاقها . إذن؛ تكون ؟ تطبيقاً ثابتاً إذا قرنت بكل 4 © 8) نفس العنصر 
أعطينا مجموعتين 4 و 8. كم تطبيقاً ثابتاً يوجد من 4 إلى 58 
8 كل 8© 5 تعرّف تطبيقاً ثابتاً 6 (4)8. من أجل كل ,© 8. وبالتالي» يوجد عدد |8| من التطبيقات الثابتة, 
حيث ترمز ]18 إلى عدد العناصر في 8. 
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33 


3559 
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لتكن 5 مجموعة جزئية في 8 ولتكن 8 +-4 :/ر. عرّف تقييد (أو إقتصار) ؛ إلى 5. 
يعرّف تقييد / إلى 5 بآنه التطبيق 8 ه35 ثثر المعرّف بواسطة (6)/- (كاآر من أجل كل 65 4. ونكتب عادة )|1 
لذرمز إلى تقييد ؛ إلى 5. 

لتكن 8+-2ث/ معرّفة بواسطة *- (6)2. ولنكن 8+-80ثث تقييد؟ إلى 30 أي ليكن ,[رعث . آوجد 4)4 
(3-)ة 11/2 

8 الدينا تعريفاء (0) - (0)آر من أجل كل 10 8 وبذلكء 42-16 - (4)ر- (7)4 , 

و 9-*(3-) -(3-)ر- (3- ولكن (24/ غير معرّفة. لآن 1/2 ليست في نطاق / 


9 الدوال حقيقية ‏ القيمة 


299 


409 


419 


449 


459 


يغطي هذا القسم الدوال حقيقية القيمة, أي الدوال ؟ التي تطبق مجموعات إلى 8. غالباً يكون نطاق ! هو 8 نفسه أو 

مجموعة جزئية في #, وبالتالي يمكن رسمها في المستوى الإحدائي 82 - 8 ا 8. يمكننا أيضاً استخدام الترميز التالي من 

أجل الفترات من 8 إلى 5. حيث 2 و 8 عددان حقيقيان بحيث > 8: 

(> « > ه:*) > [طرة]. تسمى الأولى بالفترة المغلقة من 3 إلى 8 

(ط>ع>ة::) د ررم والثانية بالفترة نصف . المفتوحة من 2 إلى ط 

(طع ع > ونع) د [طية)ء والثالثة بالفترة نصف المفتوحة من 8 إلى 5 

(0 > « >ة:؟) - (زية). والأخيرة بالفترة المفتوحة من 8 إلى 6. 

ما هو النطاق (] لدالة حقيقية ‏ القيمة ()1 [حيث « متغير حقيقي] عندما تعطئ (1)5 بواسطة صيفة ماو 

8 يتكون 8 من أوسع مجموعة جزئية في 5 يكون فيها ل (1)5 معنى وتكون حقيقية إلا إذا ذكر غير ذلك. 

أوجد النطاق © للدالة (2 - »)/ا > (65 

18 /غير معرّف من أجل 8-2-0 أي عندما 2 > *؛ وبالتالي (2-150)2 

أوجد النطاق <1 للدالة 4 -»3 - رع (و)ع, 

318 لخ معرّفة من أجل كل عدد حقيقي, إذن» 8 > 75 

أوجد النطاق 9 للدالة ثر - 1/25 ()م 

ها ليست معرّفة من اجل *«- 25 سالبة؛ وبالتالي» (5 > + » 5-:م) < [5,5-] - 8 

أوجد النطاق 2 للدالة اع (0), حيث 2 > « > 0. 

ا رغم أن للصيغة من أجل ؟ معن من أجل كل عدد حقيقيء إلا أن نطاق ؟ يُعْطَى صراحة على أنه (2 > » »> 2:0) - 8. 
المسائل 49.9-44.9 تتعلق بالدوال التالية من 8 إلى 2: 

() كل عدد تقرن به ] مكعبه. 

(11) كل عدد تقرن به م العدد 5. 

(111) لكل عدد موجب تقرن به ! مربعه. وبكل عدد غير موجب تقرن به 8 العدد 6. 

استخدم صيغة لتعريف 4. 


88 بما أن / تقرن بأي عدد * مكهبه *, فإنه يمكننا تعريف ؟ بواسطة 3 


أوجد قيم ؟ عند 4 2-, 0. 


ومع ته ع رمق 8 د تزوح ع روسل وس تود زو 


موقع الفريد في الفيزياء 


0 [آ التطبيقات 


69 استخدم صيغةٌ لتعريف 8. 

© بما أن 8 تقرن العدد 5 بأي عدد *: فإنه يمكننا تعريف ع بوأسطة 5 - (800. 
59 أوجد صوّر 4, 2- , 0 تحث 8 

8 إن صورة كل عدد هي 5, وبذلك 5- (4)ي 5- (2-)ق, 5 - (00) 
049 استخدم صيغةٌ لتعريف 8 

8# نستخدم قاعدتين مختلفتين لتعريف 3, كما يلي: 


6<» إذا عم 


0 > إذا 0-1 


499 أوجد 4)ط (2سيط (0عط. 
# بماآن 0< 4, إذن 16 242 (8)4. من جهة أخرى,ء 0» 2,0 - إذن 26> (2-)ط, 26 (0)ط. 
المسائل 54.9-50.9 تتعلق بالدالة 8 ج-28 :/ المعزّفة بواسطة 5ع 600 
509 أرجد (68)3 و(5-). 
27س 33 »ع (4)3, 125 ع ذرةق-) ه (5-)ل. 
19 اوجد (0! و(1+ 60 
1# ترك تزني ع زوك اج برق + تررق + تبره تررج بن د ١(‏ جو 
9 أاوجد (ط+»). 
ل ا يي الك ا لل ان الي كلك 
9 أوجد ط«/[()؟- (ط + »)] 
8 خط طرق + تبرق ع رزرزتم + تطرة + طتيرق) د ؤززتر - ترب مم3 + ترق + فى د ط/زلين1 - زع )1]. 
549 أرسم بيان 6. 
ليا بما أن ؟ دالة حدودية, فإنه يمكن رسمها بأن نعيّن أولاً بعض النقط في بيانها ثم نرسم منحنى مصقولاً عبر هذه النقط 
كما في شكل 4-9 


شكل 4-9 


بيان يدح (1)0 


89 أرسم بيان 2 32 - (500. 


8 بما أن 7 خطية, فإننا نحتاج إلى نقطتين فقط (وثالثة للتحقيق) لرسم بيانها. ضع جدولاً بثلاث قيم ل »:, مثلاً 
2- عه «, وأوجد القيم المقابلة لها ل (0)0: 


موقع الفريد في الفيزياء 


569 


5*9 


559 


الفصل 9 8 251 


4 2-(23)02-(7)2 2-- -2 -(3)0- (0غ)ر 8- ع2 - (2-)3- (2-)ر 


أرسم مستقيماً يمر بهذه النقط كما في الشكل 5-9. 


المسائل 58.9-56.9 تتعلق بالدالة 6 - « + 2 - (0«)ع. 
أرسم بيآن 8. 


9 ضع جدرلاً لقيم من أجل ثم أوجد القيم المقابلة لها للدالة. ثم عين مواقع النقط على مخطط إحداثي؛ وارسم منحنى 
مستمراً مصقولاً عبر هذه النقط كما في الشكل 6-9. 


أوجد (1)14ق 
قا نضع 14 )هج ثم نحل من أجل *: 

64-ج+ث الو 0ع-20 ير ت/ر أ 0س (4-ب)زكديم) 
إذن» 5-><«اى 4**. بمعنى آخر. ‏ فرك- ع (هد)ااع, 
أوجد (8-)0ام. 
8 نضصمع 8-> (8)2 ثم نحل من أجل *: 
والتي مميزها 7--4.1.2 
© (8-)' 7م أي المجموعة الخالية 


8--6-»«+ثير أو 20+« +#2. نستخدم الصيغة التربيعية, 
موه - تزع 8 آي سالب القيمة. وبالتائي لا تسوجد حلول حقيقيسة. إذن: 


أرسم بيان ‏ 3+ يرك تيرة- تيرك وق 
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229 


2 


649 


لتكن ) كجموعة جزئية في 8 2 :8. أذكر شرطاً هندسياً لكي تكون ؟ دألة من 8 إلى 7 
يكون بيان 7 دالة من 76 إلى 2 إذا كان كل خط رأسي يقطع البيان: في نقطة وأحدة فقط. 
المسائل 66.9-61.9 تتعلق بالشكل 8-9. 

هل شكل 8-9 (1) يعرّف دالة من 7 إلى :51 

8 نعم, لآن كل خط رأسي يقطع البيان في نقطة واحدة فقط. 

هل شكل 8-9 (ب) يعرّف دالة من 8 إلى 8؟ 

ل نعم. لآن كل خط رأسي يقطع البيان في نقطة واحدة فقط. 

هل شكل 8-9 (ج) يعرّف دالة من # إلى 8؟ 

8 الا لأن بعض الخطوط الرأسية تقطع البيان في أكثر من نقطة واحدة 


هل شكل 8-9 (د) يعرّف دالة من 8 إلى 1؟ 


75 


شكل 7-9 
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لا. لأن بعض الخطوط الرأسية تقطع البيان في أكثر من نقطة واحدة, أو لا تقطعه على الإطلاق. 
69 هل شكل 8-9 (ه) يعرّف دالة من 8 إلى #؟ 

08 نعم لآن كل خط رآسي يقطع البيان في نقطة واحدة فقط. 
89 هل شكل 8.9 (و) يعرّف دالة من 2 إلى 58 


لا؛ ولكن البيان يعرّف دالة من ١‏ إلى 8 حيث (2> « »> 2-:«م) - 8, 


9 التطبيقات متجهية القيمة 


ينظر هذا القسم في تطبيقات من فضاء متجهي ‏ إلى فضاء متجهي آخر 'لا. [بعض الحالات الخاصة لمثل هذه التطبيقات, 
وتعرف ب «التطبيقات الخطية» (فصل 10). تشكل الموضوع الرئيسي للجبر الخطي]. 
المسائل 72.9-67.9 تتعلق بالتطبيقات 87 ج*8 :م المعرّفة بواسطة 3<,ي) > 2ر80 


9 أوجد (5)2,3,4. 

58 نعوض في المعادلة من أجل 5 فنحصل على: (12,4) - 3,4,22) > (5)2,3,4, 
89 أاوجد (2,7-,757)5 

© (14,25-) > (2,7,32-) ع زررود,قيم 


يلك 


إن نطاق ا ليس *8. وبذلك لا تكون (5-,5)3 معرّفة 
9 أوجد (2,هرة)8. 

(تدرتم) - (تهرويم) ك (ممقيمكل 
719 ليكن 58 المستقيم «»ع لاح * في "8. اوجد (8)5. 

18 نستخدم المسألة 70.9 فنحصل على (0 < 5(ط.0)) ع (1 26 :رتم2م)) - رقم 
9 أوجد كل المتجهات 57 © 7 التي تحقق 0 > (45)0 أي أوجد (8-1)0,0, 


ظظ نضمع 00ر7 احيث (2,لإ,*) - 7 ثم نحل من أجل «ء لاء 8. 
0,0 > تعهن د وريه" الى لسهرر ىر وسثير 
وبذلك, تكون 0 *, وإمَا 0> بر أى 2-0 بمعنى آخرء 60> و0خدلا, أى 0م و0-غ. ينتج عن ذلك أن ٠‏ 
يقع على محور -2 أق محور -لا. 
المسائل 78.9-73.9 تتعلق بالتطبيق *8<-6:727© المعرّف بواسطة: 


(2 + و3 + ع2 رهة - بره + ع) > ( ,بررو) 
9 أوجد (2-,4,5) 6. 
هه (22,21) ع 2 - 5+ قر8 + 10 + 4) د (و-رك4ين. 


59 أاوجد (3,ك-,0)1. 
 )1 - 10 - 12, 2 - 15 + 3( - )-21,-10( ©‏ زترك-, )6 


259 أوجد (0)0© [حيث (0,0,0) > 0 
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0- (0,.0) - زن + و+ 0ن + 0 + 0) - (0)0,0,0 - (6)0. 
أوجد ‏ (دبقبة)0. 

1# (ومبة-) > (ن + 30 + 4,26 - 28 + 8) > (بقرة)6. 
أوجد (1-,9-,6)14. 

8 (0,0) ع نز - 27 - 4,28 + 18 - 4ل) د زاح,ق-,6)14. 
أوجد (4,رة)! 6. 


8 نضع (3,4) - (0)21,2, فتحصل على المنظومة: 


د ي4 - بره +ع 8 42-3- بر +ع 
اع يو+بر - 2-2-2 


42-3 - بر جم 
4ج +برة +22 


هناء 2 متغير حر نضع 2-2 فتحصل على الحل العام: 
مدع 2 در 146-1- 


بمعنى آخر,. ((2,8 + 1,98 - 148-)) - (0')3,4 حيث 2 © 8. 


المسائل 84.9-79.9 تتعلق بالتطبيق 87+-70:12 المعرّف بواسطة (5 +2012,318) > ()11. [يسمى مثل هذا التطبيق من 8 
إلى 8 ب «متحنى» في "8. ويمثل هذا المنحنى أحياناً في الشكل )2 -», ©)- بن 5 +230 2]. 
أوجد (1100. 
© (0,0,5) > ز5.+ 0,02,0) - (82)0. 
أوجد (11)2. 

(1ل,4ب4) ع (ك + 6ي4,4) د (2)ق1 
أوجد (81)1,2,3. 
إن نطاق 11 هو 8, وبذلك لا تكون (11)1,2,3 معرّفة. 
أوجد (8)'-81. 
88 إن النطاق ‏ المصاحب ل 81 هى *8, وبذلك لا تكون (8)'-14 معرّفة. 
أوجد (1171)0 حيث (6,9,14) 02 
نضع “ > ()11 ثم نحل من أجل ©: 
(4ا,و6) ع (5 + 36ب )20,4‏ الو 2-6 وعتش, 14 ع 5 +36 
يعطينا هذا 3 -4. وبذلكء 3ع )!ال 
أوجد (0'-14 حيث (8,4,20) عار 
8 نضع “> (110 ثم نحل من أجل ): 
(8,4,20) > ركجع3, 246 الو 20-8 +جعشر 5-20+غ3 
لا توجد قيمة وآحدة ل ؛ تكون حلاً للمعادلات الثلاث معاً. وبذلك, © - (ن)'477 أي المجموعة الخالية. 
المسائل 88.9-85.9 تتعلق بالتطبيق 82+87 :م المعرّف بواسطة (0,2«2إ3) > (,:)5. 


أوجد (كسي8)4. 
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(15,8-) > ز5(,2.4-) .3) د (ك- 84 
أوجد 7#(ه رمال 


قا نضع (8-,6) - (7)5,91 ثم نحل من أجل *اى لا: 
(8-,6) - ور أو 6ح نرق 22-8 الى 2دنن بسدعير 
وبالتالي, (42-) ع روم 


لتكن 58 دائرة الوحدة في 52, أي مجموعة الحل ل 1 > 2ب + *8. صف (5)6. 
8 ليكن (0,50) عنصراً في (5)5. إذن. توجد 5© (لا,*) بحيث أن (8.6) > (لز,*)5. وبالتالي» 
(6,0)- ضصضيرة) الى مخبرة, م2ع2 إلى در عه 


بما ان 5© (.»), أي أن ! > *لر+ *», فيكون لدينا 


© لي 


ام 


أي أن (5)5 قطع ناقص (إهليلج). 

أوجد (51)5 حيث 5 دائرة الوحدة في 82. 

هنا لتكسن (طرة) > ,»)1 حيسث 5© (طبة). إذن (طرة) > (28,ا3) أي هع لاق, طع*2. بماآن 58© (طرة), 
يكون لدينا ١‏ > 02+ مق إذن. ١‏ - *(22) + 38(7). ينتج عن ذلك أن (5-0)5 هو القطع الناقص ! - 2ر9 + 42 


المسآلتان 90.9-89.9 تتعلقان بالمصفوفة 2“3: 7 35 )عه 


إذا نظرنا إلى المتجهات في 82 و ”82 كمتجهات صفية؛ فإن 4 تعرّف تطبيقاً 87ج-87 نر معرّفاً بواسطة 4لاع ()6. أوجد 
(1)00 حيث (3-,2) دين 
(813ل- رفك) حزق جه ديهز سمت 6 سمح (و 23 1)(- به مسد جار 
إذا نظرنا إلى المتجهات في *8 و “8 على أنها متجهات أعمدة, فإن 4 تحدّد تطبيقاً 80+12 :م معرزفاً براسطة 
80 > 800. أوجد (0)ع حيث (2-,3,1) - ». [للسهولة الترميزية, تكتب المتجهات الأعمدة غالباً في شكل صفرف]. 
3 
10-/_ 3ك اا وي 
8 5 تلات 4 )مه -دمم 
ملاحظة: تشير المسالتان 89.9 و 90.9 إلى أن أي مصفوفة 8, 2< 8 فوق حقل 16 يمكن النظر إليها على أنها تطبيق من 
"4 إلى "16 أى تطبيق من "5 إلى "12 وفقاً لإعتبار المتجهات صفوفاً لى اعمدة. سنفترضء إلا إذأ ذكر أى فهم غير 
ذلك. بآن 8 تطبيق من ”8 إلى "1 كما في المسالة 9 وينظر بذلك إلى المتجهات على أنها أعمدة وليبست 
صفوفاً. بالإضافة إلى ذلك. سوف نرمز للتطبيق ب 8 أي الرمز نفسه المستخدم من أجل المصفرفة. 
المسالتان 92.9-91.9 تتعلقان بالمصفوفة الحقيقية (2 () -8. 
أوجد (800 حيث ‏ (2-,3) 2 بن 
8 بما آننا ننظر إلى ا على أنه متجه عمودي؛ إذن 
3١_/ 3-4١ /-1‏ /201 1 
()-0-)-3()20 و)عمم 


أي أن (1,6-) تح (ق. 
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9 أوجد ('- 8 حيث (3,8-) - ب« 
8 نضع لاع (80 احيث (لإ.») 7 ثم نحل من أجل * و لا: 
دم _ مرا 1 3-/ ر ابرع 210 
)5000-0 4 “ف (و)>(رديم) د 8 درتجيه 
ويكون حل المنظومة 5-<», 4- د ير. وبذلك. (4-,5) - (بو)!-8. 


ملاحظة: ليكن ١|‏ الفضاء المتجهي للحدوديات في المتغير ) فوق الحقل الحقيقي 8. إذن, يعرّف المشتق قطبيقاً]| 17+-/1 :2 
حيث نضع ]81/4 - 2)9, من آجل كل حدودية ‏ /4©1. 


المسائل 96.9-93.9 تتعلق بالتطبيق المشتق أعلاه /1ج/2:1 حيث 7 الفضاء المتجهي للحدوديات الحقيقية في المتفير :. 

939 أوجد (2 +56- 2302 

8 نأخذ المشتق: 5- 6 - (2 +56 - 2)32. 
49 أرجد (ل + »+ ترط + تيمم 

15 نأخذ المشتق © + 206 + 2)م3 ع (ل + إن + تام + تبويط 
59 أوجد (ه'”26 حيث 5-:غ8 + 607 - ()ع. 

8 نأخذ مقابل ‏ المشتق (التكامل) لع فنحصل على © + 56 - 4)2 + 2:7 > (ع)1 1 حيث © ثابت المكاملة. 
9 أوجد صورة 2, أي 102. 

ها إن كل حدودية 0 © م هي مشتق حدودية؛ وبالتالي. / > 10012 

ملاحظة: ليكن ١!‏ الفضاء المتجهي للحدوديات في ) فوق 2. إذن, التكامل (من 0 إلى ١‏ مثلاً) يعرّف تطبيقاً 8+-4:7 حيث 

وضعنا 4 ()/ | - (/)1 ٠‏ من أجل كل حدودية 4©17. 
المسألتان 98.9-97.9 تتعلقان بالتطبيق التكامل أعلاه 1ه-8:8/ . 


9 أوجد 1)0 حيث 2+)50- 3ع (10. 
0 
0 بع رمد 66 ر] - )1 
9.9 . أوجد (1)8 حيث + + تغط + تنوك ()ع. 


1 
« 4 جد + اح + 4ه ع يل (4 جى + قبط + مم) إ|-ه1 


9 تركيب التطبيقات 


9 ليكن التطبيقان 8 +-4/:/ وى © ج-8 .مم . عرّف تطبيق التركيب ل ؟ و 8 
© ليكن 8 © 5؛ إذن 8 © (0). حيث 8 نطاق ع. يمكننا إذن الحصول على صورة (1)0 تحت التطبيق 8؛ أي, يمكننا 
الحصول على (8)8. إن هذا التطبيق من 4 إلى © يسمى «تركيبه أى «جداء» ؟ و8, ويرمن له ب*8. بمعنى آخر, 
© ه 4 :(ثرهعم) هو التطبيق المعرّف بواسطة ((م)ر)ع - (ه)(/85) . 


ملاحظة: ليكن 8 +4 :8 .| بعض النصوص تكتب 85 بدلاً من (7)3 من أجل صورة 8 © 8. باستخدام هذا الترميز: يرمز 
لتركيب الدالتين 8 حم : وى 8-60:© بواسطة 8550 وليس ب 0978© كما في هذا النص. 
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1049 
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المسائل 103.9-100.9 تتعلق بالتطبيق 8 +4 ث/ او © ج-8 :م المعرّفتين بالشكل 9-9 


أوجد نطبيق التركيب © +-4 :(/*8) . 


98 نسنخدم نعريف تطبيق التركيب لحساب 


؛ > تبر)ع - ((م)ز)ع - (م)ررهع) 
5 - 60م - (لم)ار)ع - (م)(ر٠ع)‏ 
؛ - («)ع - (©)[)ع - 0)( »ع ) 


لاحظ آننا سوف نصل إلى نفس الجواب إذا «إتبعنا الآسهمء في المخطط: 


مرجع رو حير عاق معدم 


أوجد صورني ؟ و 8- 
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18 باستخدام المخطّط. نجد أن القيم ‏ الصورة تحت التطبيق ؟ هي * و لاه والقيم ‏ الصورة تحت »ع هي * 4 إذن, 


ذلاء) ع 1 ملاو (اروىم) د عسل 


أوجد صور تطبيق التركيب *8. 


نجد. من المساآلة 100.9, أن الفيم ‏ الصورة تحت نطبيق التركبب ”ع هي * و ؛ وبالتالي (5,1) * 8*6 1:0 نلاحظ أن 


صورتي ه و 55م مختلفتان. 
أوجد نطبيق التركيب ه). 
8# إن التركيب 18 ليس معرّفاً لآن نطاق ؟ ليس النطاق ‏ المصاحب ل 8. 
المسائل 110.9-104.9 تتعلق بالنطبيق 1ج-2 إثر اى 8-1 :م المعرّفين بواسطة 
أوجد: (1) (8*)4) و (ب) (8()4). 
1# (أم) 24+19 442 إذن 79ع2 - 2وع زويع (ززه4)ن)) ع رب)وعع). 


|١+غع2-‏ 0 و 2- تيع لق 


(ب) 14 2 - 42 - (م)ع. إذن 


9 > | + 214 - (4ا) ‏ ((4)ع)؛ ع (ن)زع"). [لاحظ أن "ع * ع لانهما مختلفان عند 4ع >]. 


أوجد (2 + 0)8"ع). 
لن 244+5 2+1 +26 - 22 + 4)4,. إذن 


3 + 200 + توه 2 - “(5 + 26) ح (5 + م2)ع ع ((2 + م)ز)ع ع (2 +ه)(/٠‏ و ) 


أوجد (8()8+2). 


1# 2+ و4 + تو- 22-2 + مع (2 + مع. إذن 


5+ه8 + ثم2ع 1 +(2 + مه + )2 - (2 + مه + تمر - ((2 + م)ع ا * (2 + م)زو مم ) 


أوجد صيغة للنطبيق 8*6. 
8 نحسب الصيخة من أجل 6"ع كما بلي: 
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8 [ا التطبيقات 


10869 


109.9 


110,9 


111.9 


1029 


113,9 


1149 


115.9 


116,9 


1119 


11059 


1-ير4 + تبره - 2 - 12 +ع22) - (1 + <2)ع - ((«)[ )ع ح («)(/ر٠ع‏ ) 

لاحظ أنسه يمكن الحصول على الإجابة نفسها بكتابة 2+1 - (4)0- ل ى 2-2« - (0)ع ع 2 ثم بحذف 

1 سيره + تيه د 2 - 2( + يه دج - ترد مار 
أوجد صيغة من أجل التطبيق 25# . 

8 3- شيج -] + (2- م2 - (2 - تمل - ((مع ار - نازع *ر) . 
أوجد صيفغة من أجل التطبيق 7*/ [والذي يرمز له آحياناً ب ]- 

ل 3+ ع4 1 + (1 + 2)22 - (1 + ع2)زر - ((د)ر )رح (م)(/0ر). 
أوجد صيغة من أجل التطبيق #*# . 

2+ شير - بر ك2 - 2 - ثم - (2 - تمع > (ضمو)ع - (ه)(ع *ع) : 
ليكن التطبيق الإختياري 4+8 :ر . عتى يكون /0/ معرّفأ 

18 يكون التطبدق /“/ معرّفاً عندما يكون نطاق 6 مسار لنطاقه ‏ المصاحب؛ أي عندما 8 > 8. 

المسائل 118.9-112.9 تتعلق بالتطبيق *8ه82 بم او 8#ج+3*#بم المعرّفين بواسطة (ن + ين + ©,) > (لا,)ة 

ىءزة + 26 ع (زرعمع. 

أوجد: (1) (4)1,4, (ب) (1,4)ع. 

1# (أ) (2,5) - (4 + 1 ,ل+ 1) > (1,4). (ب) 12-14 +2 - 3.4 + 2.1 - (8)1,4. [لاحظ أن صورة متجه نحت ؟ 
تكون متجهاً في 82. في حين أن صورة متجه تحت 8 تكون عنصراً في 8]. 

أوجد (2,3)(/*ع) ٠.‏ 

1 نتحسب أولاً (5,5) > (3 + 12 + 22) ع (4)2,3, ثم 

5 3:5 + 205 - (5,5)ع - ((1)2,3)ع - (85/()2,3) 

أوجد (58()2,3/). 

8 التركيب هم ليس معرّفاً لان النطاق ‏ المصاحب 18 ل ع ليس نطاقاً ل ع إذن (8()2,3")) غير موجود. 
اوجد (70/()3,1) . 

18 نحسب أولاً (10,4) > (1,3+1+  )32‏ (3,1)/ . ثم نحسب (14 ,101) > (4 +1,10 + *10) » (4 ,10)/ ع ((1)1)3,1. 
إذن (101,14) -3,12)(/»/). 

أوجد(1 ,3)(م*8). 

88 إن التركيب 8*8 غير معرّف لأنّ النطاق المصاحب 8 ل 8 ليس نطاقاً ل 8. 

أوجد (0)(/«ره/) [أى (10] حيث (2,5) - لال 

09 نحسب أولاً (5,7) - (5 + 1,2 + 22) > (1)2,5 > (0]. ثم نحسب ‏ (26,12) > (7 + كر[ + *5) > (5,7)؟ > ((1)108. 
ونحسب أخيراً ‏ (677,38) > (12 + 1.26 + 262) > (1)26,12 - (((1)6)600. إذن. (677,38) > (800. 

أوجد صيغة من أجل 1*1. 


8 [(ر + ع) + (1+ 2 ,1+ ”ل + تم)] د زر جع ,1 + )ل - زر ,)ل )1 - زر .ع( ه[) 
زر + 1 جر + شير ,2 + شيج + كي - 
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11.9 


129 


1239 


1249 


1259 


1269 


9.آ1 
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مِيّنِ أن “حرهى1 من أجل أي نطبيق 8ح4 ثر [هنا. 8+-8 :و1 هو التطبيق المحايد على 8. أي أن 8 - (05م1 من 
أجل كل 8 0]. 

8 هار - زمر )»1 - (لار*ى1) .من أجل كل 4 2 م إذن #حتردو1. 

بيّن أن مر ,ر1ء/ر من أجل أي تطبيق8 + 4 ثر. (هناء 4 + 4 :1 هو التطبيق المحايد على 8]. 
(مكرح ((هام تكر» (علزراء/ ).من أجل كل 4 6ه إذن رتم 

مبرهنة 19: لبكن 8 +-4 :ل , © ج-8 نع او 8 ج-© :8 إذن زه(ع0) > (رمع) 80 

اثبت مبرهنة 1.9 والتي تقضي بأن تطبيقات التركيب تحقق قأنون التجميع 

8 ليكن أي عنصر 8 ©8. إذن 


((©))ع ) - ((م)(زءع)! - (ه)((/هع)٠0)‏ 
«(6)[)ع )م - ززه)ز)(ع ))5٠ ع(٠١رز)مز > )«١‏ 


وبذلك. 8(١/()©(‏ 20 ) -(0)((كرءع)50) من أجل كل له © ه إذن. 2091 )5١‏ > (رمع) 50 
عرّف مخطط تطبيقات. 
8 يطلق على مخطط موجه تمثل رؤوسه المجموعات. وحوافه التطبيقات بين المجموعات, اسم «مخطط تطببقات». 


المساشل 126.9-123.9 تتعلق بالتطبيقات2 ج 4 :2 4 +-8 بي. 8 <-0 :ل © ج-8 :8 و0 هدم :0 المصورة في 
مخطط التطبيقات بالشكل 10-9. 


شكل 10-9 


هل التطبيق 56م معرّف؟ إذا كان الأمر كذلك, فما هو نطاقه ونطاقه ‏ المصاحب؟ 

88 بما أن 5 يذهب من ه إلى 8و 8 يذهب من 8 إلى 8, فإن 2 معرّف وتكون 4 نطاقه ونطافه ‏ المصاحب. 

هل 2*6 معرّف؟ وإذا كان كذلك؛ فما هى نطاقه ونطافه المصاحب؟ 

8 الاحظ أن ١‏ لا «يتبع» 7 في المخطط, أي أن النطاق ‏ المصاحب 8 ل؟ ليس نطاقاً ل «. وبالتالي. لا يكون "8 معرزفاً. 
هل 5*850 معرّف؟ إذا كان الأمر كذلك, فما هى نطاقه ونطاقه ‏ المصاحب؟ 

هظ إن الأسهم الممظة ل 6,8,5 يتبع كل منها الآخر في المخطط وتذهب من 4 إلى © إلى 8 إلى ©. وبذلك. يكرن ‏ 0"0"م 
معزفاً بنطاق 8 ونطاق - مصاحب ©. [نؤكد هنا أن التطبيقات «تقراء من اليمين إلى اليسار]. 


هل 6858© معرّف؟ إذا كان الأمر كذلك, فما هى نطاقه ونطاقه ‏ المصاحب» 


8 7 يتبع 8 في المخطط. ولكن 6 لا تتبع . أي أن النطاق ‏ المصاحب © ل 5 ليس هو نطاق © وبالتالي. لا يكون 
“005 معزفاً 


عرف مخطط تطبيقات تبديلياً. 


8 يكون مخطط تطبيقات تبديلياً إذا تسأوى أي مسارين لهما نفس الراسين الابتداثي والنهائي 
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المسائل 132.9-128.9 تتعلق بمخطط التطبيقات التبديلي في الشكل 11-9 


06 0 
سس عر لمع سح 4 


0 
. 8 4 7 
شكل 11-9 
3 
0 


1289 مثل كردي بتطبيق وأحد. 
© إن تطبيق التركيب رهي# يذهب من ل إلى 8 إلى 6<. بما أن المخطط تبديلي» إذن ,8 > ,/*يال. 
9 مهل ورهىم بكل الطرق الممكنة 
5# التطبيق ره يذهب من 8 إلى © إلى ل. إذن: المسار الآخر الوحيد من 8 إلى لا هر ي/هيم 
130.9 مثّل التطبيق ,هيم بتطبيق واحد. 
© التطبيق ./*:م يذهب من © إلى لا إلى 2. التطبيق .! يذهب من © إلى 2. بما أن المخطط تبديلي؛ إذن .# * را[ *:م. 
9 همل التطبيق 4,٠8.‏ بتطبيق واحد. 
18 التطبيق ,4,04 ليس معرّفاً لان النطاق المصاحب ل ل ر١‏ ليس نطاقاً ل ,ع 
9 مل التطببق ركره ور ,4,08 بكل الطرق الممكنة, 


8 التطبيق ره يره,/هيم يذهب من ه إلى 8 إلى © إلى لا إلى 2. هناك ثلاثة مسارات أخرى من 4 إلى 2: 
() بعرهعيم (1) برعي ترم تيع , (لأ0 بإعيلمية 


9 الشكل 12-9 يعرّف التطبيقات 8 +-4 :/, © +8 :م, او 2 ج-© :46. أوجد تطبيق التركيبهم*8. 


شكل 12-9 
8 إتبع الأسهم من ث إلى 8 إلى © إلى ( كما يلي 


ع موه برك1 ع - (ا)زرءو٠م)‏ 
م جع جد ور 2 إذن ه - (2)(/ ٠و‏ 0م) 
0 6< (ة)(/٠ع60)‏ 


9 تطبيقات واحد ‏ لواحدء فوقية. عكوسة 

9 عرّف تطبيقاً واحد ‏ لواحد أى تطبيقاً متبايناً. 
4# نقول عن تطبيق 8 +4 :/ أنه واحد ‏ لواحد (أى 1-!) أى متباين إذا كان للعناصر المختلفة في 8 صور مختلفة؛ أي 
إذا! “قغدهة يقتضي " (1)0 * (5)6, أو بشكل مكافىء, إذا (ثة)؟ د (هة)1 ايقتضصي 8 2 8 

9 عرّف تطبيقاً فوقياً أو غامراً. 
8 نقول عن تطبيق 8 +4 :/ أنه فوقي (أى أن ؟ يطبق ى فوق 8) أو غامراً إذا كان كل 8 ©66 صورة لمنصر 
4 © ه واحد على الأقل. 

8 عرّف تقابلاً واحدأ ‏ لواحد أو تطبيقاً تقابلياً. 
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13”9 


153.9 


120.9 


1409 


1419 


29ظ1 


1039 


1449 


145.9 


59ظظ10 


147.9 


143.9 
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8 نقول عن تطبيق 8 +-4 :ا أنه تقابل واحد - لواحد بين ه و 8 أو تطبيقاً تقابلياً إذا كان ؛ واحداً - لواحد وفوقياً في أن 


مع 


المسائل 145.9-137.9 تتعلق بالتطبيقات 8 +4 :/, © ج-8 :م و8 ه© :ل في الشكل 12-9 


هل ؟ واحد ‏ لواحد؟ 

18 تعب لآن صو 1,2,3 منظفة. 

هل ؛ تطبيق فوقي؟ 

الاء لآن # ليس قبل - صورة تحت 7 
هل ؟ تقابل واحد ‏ لواحد؟ 

8 الاء لآن ؟ ليست تطبيقاً فوقياً. 

هل ع واحد ‏ لواحد؟ 

© الاء لآن »*اى 2 لهما نفس الصورة 4. 
هل م تطبيق فوقي؟ 

08 نعم, لآن لكل عنصر في © قبل صورة 
هل م تقابل واحد ‏ لواحد؟ 

8 الا. لآن م ليس واحداً ‏ لواحد. 

هل ١‏ واحد ‏ لواحد؟ 

8 نعم لآن 4, 5, 6 لهم صور مختلفة. 
هل 1١‏ تطبيق فوقي؟ 

اق نعم لأن العناصر 8, 5, © لها قبل صور. 
هل ١‏ تقابل واحد ‏ لواحد؟ 

لكا نعمء لآن 8 واحد ‏ لواحد وفوقية. 


أذكر شرطاً هندسياً لكي تكون دالة 8 +-8 :را واحداً - لواحد 


1 تكون 8+-8:/ واحداً ‏ لواحد إذا لم يكن هناك أي خط أفقي يحتوي أكثر من نقطة واحدة ل6. 


أذكر شرطاً هندسياً لكل تكون دالة 8ه-12هم فوقية 


ا تكون 1821م دالة فوقية إذا كان كل خط أفقي يحتوي نقطة واحدة على الأقل ل 8. 


أذكر شرطاً هندسياً لكل تكون دالة 2+ 8:8 . تقابلاً واحداً ‏ لواحد 


© تكون الدالة 2<-28:/ تقابلآً واحداً - لواحد إذا كان كل خط أفقي يحتوي تماماً نقطة واحدة فقط 8-1 
المسائل 57.9-149.9! تتعلق بالدوال *2 > (2«), «- تبرت زنع ىا ترك راط التي تظهر بياناتها في الشكل 13.9 


كه ع (ها1 يدس شبد جد (يو)و 


شكل 13-9 
+2 - وار 
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2 © التطبيقات 


14 


15059 


1519 


152.9 


1539 


154.9 


155.9 


136.9 


1579 


158.9 


1599 


160,9 


1009 


هل ؟ واحد ‏ لواحد؟ 
8 انعم. لآنه لا يوجد خط أفقي يحتوي آكثر من نقطة واحدة ل4 


هل 1 فوقية؟ 
أله لاء لآن بعض الخطوط الأفقية [تلك التي تحت محور -لإ] لا تحتوي نقطاً ل 5. 
هل ؟ تقابل واحد ‏ لواحد؟ 


8 الاء لآن # ليست غامرة, أي أنها ليست دالة فوقية. 


هل 8 متباينة (آي واحد - لواحد)؟ 
8 الا لآن بعض الخطوط الأفقية تحتوي أكثر من نقطة لع, مثلاً 0- لا يحتوي ثلاث نقط ل ع. بمعنى آخر, 
0 » (1-)ع - (0)ع > (1)ع, وبذلك لا تكون ع واحداً ‏ لواحد. 


هل ع غامرة (آي, دالة فوقية)؟ 

ها نعم, لآن كل خط أفقي يحتوي نقطة واحدة على الأقل ل 8. 
هل 8 تقابل واحد ‏ لواحد؟ 

88 الاء لآن ع ليست متباينة. 
هل 8 واحد ‏ لواحد؟ 
لا, مثلاً 4 > (2 -)ط - (0)2: أي أن الخط الأفقي 4< لا يحتوي نقطتين على 8. 
هل ١‏ دالة فوقية؟ 

8 الاء مثلاً ليس ل 16 - قبل صورة؛ أي أن الخط الأفقي 16 - - ل لا يحتوي نقطاً ل ا. 
هل ١‏ تقابل واحد ‏ لواحد؟ 

8# الاء لآن 8 ليست واحد ‏ لواحد ولا فوقية. 
لنفترض ان +4 نر او © ج-8 بم دالتان واحد ‏ لواحد. بِيّن أن © + 4 :لمهم واحد ‏ لواحد. 

18 لنفترض أن ((0)1”ع) > (7)0”ع). إذن. (())ج > ((<)6)ع. بما أن م واحد ‏ لواحد إذن (4)9 » (*)5. بما ان 4 
واحد ‏ لواحد, إذن ١‏ ع *. لقد بينا إذن أن (8*0)7) > (800()8) يقتضي لاع *. وبالتالي تكون “ع واحداً لواحد. 
لنفترض أن 8<-4 :/ر و0 +-8:م تطبيقان فوقيان. بِيّن أن © +4 :رهج تطبيق فوقي. 

18 ليكن © © ». بما أن # تطبيق فوقي. إذن يوجد 8 © 9 بحيث أن © (8)6. بما أن ؟ تطبيق فوقي. إذن يوجد 

© بحيث أن 5ع (8)8. لذلك, هع )ع - ((0))ع ع (00)2)؛ وبالتالي. يكون 88 فوقياً 
أعطينا 8 ج 4 بم اى 4 ج-8 :م بيّن أنه إذا كان 6ع واحداً - لواحد. فإن ؟ يكون واحداً ‏ لواحد 

8 لنفترض أن ؟ ليس واحداً ‏ لواحد. إذن. يوجد عنصران مختلفان فش 6 لار»ا بحيث أن (8 » («)8. إذن 

(00"ع) ع (()م)ع ع ((«)1)ع ‏ («)0”ع)* وبالتالي» لا يكون “م واحداً ‏ لواحد. لذلك. إذا 6" واحد ‏ لواحد. فإن ؟ 
يجب أن يكون واحداً ‏ لواحد. 
أعطينا 8 جه ثم و 8+6 :م. بين أنه إذا كان 8*6 فوقياً فإن ‏ يكون فوقياً. 
© ليكن ش ©0. إنن. (8)ع © ((ه))ع - (8”0)5)؛ وبالتالي. (8)ع > (82008). لنفترض أن م ليس فوقياً. إذن, 
تكون (8)08 محتواة فعلياً في ©). وبذلك تكون (850)8) محتواة فعلياً في ©؛ إذن. "8 ليس فوقياً ينتج عن ذلكء أنه إذا 

6 فإن 8 يجب أن يكون فوقياً. 
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059 عرّف تطبيقاً عكوساً. 
8 نقول عن تطبيق 8 <+-4 :/ أنه «عكوس» إذا وجد تطبيق 6 ج-8 دم بحيث أن م1> م0/ إلى ,1 -مرهم (حيث ١,‏ 
و و1 التطبيقان المحايدان). ويسمى التطبيق 8 في مثل هذه الحالات. معكوس ؟ ويرمز له ب ' 6. وبشكل بديل يكون ؟ عكوساً 
إذا كانت العلاقة العكسية ' تطبيقاً من 8 إلى 4. [سوف نعرفء من مسألة 163.9: أنه يكون ل / معكوس إذا وفقط إذا كان 7 
أ إذا 8ط إذن وع زم حيث 2 العنصر الوحيد في الذي يحقق ١‏ - (1)0] 


واحداً ‏ لواحد وقوقياً. أ 
5 اثبت أن تطبيقاً 8 ج-4 :/ يكون له معكوس إذا وفقط إذا كان واحداً - لواحد وفوقياً 
* 0 لنفترض أن ل 4 معكوسة أي أنه توجد دالة 4 ج-8 :5 / بحيث أن ,2-1ر00ير م1 5 رمم بما أن يا واحد_ 
الواحده فإنه 7 تكون واحداً - لواحد (يسبب مسألة 160.9؛ وبما أن 10 فوقية؛ فإن / تكون فوقية (بسبب مسالة 161.9). أي أن 1 
واحد ‏ لواحد وفوقية في أَنٍ معاً. 
لنفترض الآن أن 4 واحد- لواحد وفوقية. إذن كل 8 © يكون صورة لعنصر وحيد في 8. ليكن 8 . وبذلك, إذا 
> (8)؟. فإن 4-8 ؛ وبالتالي. 65(<5)/. لنرمز الآن ب 8 للتطبيق من 8 إلى 8, المعرّف براسطة حاط ٠‏ يكون 
لدينا 
(0 » - 5 - (ط)ع - ((مار )ع > (0)(/٠ع)‏ . من أجل كل 8 6 إذن ر1-رهم 
(1ن ط - (ق)ل - ((ط)ع )] > (مازع»/) ٠‏ من اجل كل 568 إذن م1 دهم 
ينتج عن ذلك, أن ؟ يمتلك معكوساً. وأن معكوسه هو التطبيق ع. 
9 لتكن 8+1 ث/ معرّفاً بواسطة 24-3 > (8. الآن, 6 واحد. لواحد وفوقي؛ وبالتالي» يكون له تطبيق معكوس '!. أوجد 
صيفة من اجل 007). 
ل لتكن لا صورة *« تحت التطبدق ؟؛ أي نضع 25-3 - لا. نبادل بين * و لاء فنحصل على 28-3 > »م والتي هي 
العلاقة العكسية '5. نحل من أجل لا بدلالة : فنحصل على 3(//2 + ») > ل. وبذلك, فإن الصيغة المعرّفة للتطبيق الحكسي 
تكون ‏ 3(/2 + ») ع 0ت /. 


9 أوجد صيغة من أجل معكوس | - 2 - («)ع 
#ظ اتضع ال ترد ون نبادل بين * ولا فنحصل على |- :2لا »8. نتحسل من أجسل لا فتمصل على 
1 تبر . إن معكوس 8 غير موجود. إلا إذا قيدنا نطاق ؟-8 إلى ! < *. نقتصر ايضاً على القيمة الموجبة 
ل 1+«لا إذن. 1/271 وصس)ا”ع. 

9 ليكن (,8) > تجزثة لمجموعةٍ 5. عرّف التطبيق الطبيعي (أو القانون) ؟ من 5 إلى 7 
1 ليكن 86©5. بما أن 8 تجزئة ل 5, فإنه يوجد دليل وحيد ,أ بحيث أن ,4 ©5. نعرّف م ه-35:/ بواسطة 
,4 > (5)/ ؛ هذا هو التطبيق الطبيعي. 

9 ليكن التطبيق الطبيعي م +-5 :لر في المسألة 166.9. بين أن التطبيق الطبيعي تطبيق فوقي. 
# لتكن © بث8. إذنء ©4,546. وبذلك, يوجد 5©5 بحيث أن ,8 © 5. إذن, 


4ع ()4. وبذلك, يكون ؛ 


9 لتكن 5 مجموعة جزئية لمجموعةٍ 5. عرّف تطبيق الاحتواء من 5 إلى 8. 
8 إن تطبيق الاحتواء من 5 إلى 8, والذي نرمز له ب 4 +-5 ::, يعرّف بواسطة > )1 من أجل كل 65 5 [لاحظ 
أن تطبيق الاحتواء هى التطبيق المحايد عندما 8 - 8]. 

9 ليكن 4ج 5 :4 تطبيق الاحتواء في المسالة 168.9. بين أن ؛ واحد ‏ لواحد 


نفترض أن (9)ذ > (100. الاحظ أن *«>-(10 اولز> (100. إذن.ء > *. وبذلك. يكون 1 واحداً ‏ لواحد 
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الفصل 10 
التطبيقات الضطية 


نفترض أن كل الفضاءات المتجهية معرّفة فوق نفس الحقل 5 إلا إذا ذكر أى فهم غير ذلك. 


0 التطبيقات الخطية 


110 


210 


310 


410 


510 


2200 


264 


ليكن 7و لآ فضاءين متجهيين فوق نفس الحقل ا. نقول عن تطبيق (] <- /85:1 أنه تطبيق خطي [أو تحويل خطي أو 
تشاكل فضاءي خطي] إذا تحقق الشرطان التاليان: 

(0) (س)ط + ()5 - ربسر+ 180 من أجل كل ل © لا 

زحظاء 0ط من أجل أي 5 2غ وأي ‏ 01 


بمعنى آخر, يكون 7 جما :48 خطياً إذا كان «يحافظه على العمليتين الأساسيتين لفضاء متجهي؛ أي الجمع المتجهي والضرب 
السلمي. 
لنفترض أن احلا :7 خطي. بيّن أن 0 - (5)0. 
ا نعوض ب-0 1 في (11500 > (8060 فتحصل على 0 - (5)0 
لنفترض أن 0 +/4:38 خطي. بيّن أن 0 » (75)0 
اللا باستخدام (ن)ظا >  .5)0(‏ تحصل على (3)0!- ع (100(|-) > [إنازا-)]ظ > (تحاظل. 
بين أن // ملا :6 خطي إذا وفقط إذا كان لدينا 

(م )كام + (ن )لله ع زمرط)" + زسم)ظ - (مدط + يماط )وغ 
من أجل أي عددين سلميين © © طبه وأي متجهين  ١‏ © 8. 
08 لنفترض أن 1 خطيء إذن (0)] + (0)له > («8)0 + (5)00 - (ن0 + #ه)8. بالعكس, نفترض أن )١(‏ تتحقق, 
نحصلء من أجل 221 فى اغدط على («5 + (8)0 - (« + 1500 ومن أجل 6-0 نحصل على (/)ظة > (5)20! 
وبالتالي. يكون 1 فوقياً. 
ملاحظة: إن الشرط مت + عع > («ط + 5000 يميز تماماً التطبيقات الخطية ويستخدم أحياناً كتعريف لها. 
لنفترض أن 8+0 :8 تطبيق خطي. بِيّن أنه. من أجل أي 16 © به وأي 7 ©" يكون لدينا 

(اظ يو ٠٠ج‏ ررساطيه + (رس)طره - (رسره ٠١+‏ «خيطيه + رنارع) 

اللا بما أن 7 خطيء فإن الشرط يتحقق من أجل 8-1 8-23 لنفترض أن 2 <8. إذن. نحصل بالاستقراء على 
اهعد + (يناليه + (رس )لبه ع زرديه ++ يسرع)7 + (رسره)/ ع زرسيه + +٠٠١‏ رشره + رسره)/ ٠.‏ [سسوف 
يستخدم هذا الشرط بشكل متكرر عبر هذا النص]. 
لتكن 4 أي مصفوفة 8 فوق حقل ك1. كما نوّهنا سابقاً تحدّدُ 4 تطبيقاً “م ج "8 :7 بواسطة الاقتران 0 حدم 
[المتجهات تكتب هنا في “كا ى "5 كاعمدة]. بيّن أن 7 خطيّ. 
8 لديناء من خواص المصفوفات. أن (/7)9 + (70 ح يم + بوم د (ب + يعم ع زنر + 1500 وأن 
كاك وزيا الخ ع (700, حيث 12 © «ريد و #6 © 6. وبذلك. تكون 7 خطية. 
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1310 
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إن النوع أعلاه من التطببقات الخطبة سوف يقابلنا كثيراً وسوف نبين؛ في الفصل التالي؛ أن كل تطبيق خطي من 
فضاء متجهي منتهي البعد إلى آخر يمكن أن بمثل كتطبيق خطي من هذا النوع 1 1 
ليكن *1+-*75:8 تطبيق الإسقاط على المستوى -لإ* أي أن (9,0,*) > (2,ز,»). بين أن 8 خطي. 

ليكن لطية) د دار علطن - م« إذن 

(«) + (ه)* ع (0 ,'ط ,“ه) + (0 ,رطرماع (0 ,خط + م ركه + م) عوك جم 'ط عاط ره + هر ع رسع نامر 

ويكون لديذا (ط)كلعا - (0 ,طمه) - (0 ,طعا ,مل) - زم ,طا ,م1)" ع (ممز)م ١‏ من أجل أي 8 6. وبذلك يكون © اخطياً. 
ليكن 42:22 تطبيق «الانسحابء المعرّف بواسطة (2 + ل,! + ») > (لإ,5)م. بِيّن أن 7 ليس خطياً. 

لاحظ أن 0 * (1,2)- (0,0) - (5)0. أي أن المتجه الصفري لا يطبق فوق المتجه الصفري. وبالتالي لا يكون 8 
خطباً. 
ليكن 4 +-/61/ التطبيق الذي يقرن (1 © 0 بكل ا © ». ببّن أن 5 خطي. 

8 ن أجل كل 67«#تر وكل 1 ©غ, يكون لديننا (س)ي + (س) > 0 + 0ع 0ه زر + 0 
و (67)0 - 60 -0 > (75)60. وبذلك يكرن 1 خطبا. نطلق على 1 اسم «التطببق الصفري» وسوف نرمز له عادة ب 0. 
ليكن التطبيق المحايد 1+1 :4 الذي يطبق كل 37 © إلى نفسه. بيّن أن 1 خطي. 

8 لدينا («)اط + (م)له ع سط + ده - (مرط + نام)1. من أجل كل © «رلا وكل 1 © ابه. وبذلك, بكون 1 خطياً. 
المسالتان 12.10-11.10 بالفضاء المتجهي 7 للحدرديات في المتغبر ؛ فوق الحقل الحقبقي 8. 
ليكن ”جلا :2 النطبيق الاشتقاقي 09/05 - (2)0. بِبّن أن 1 خطي 

لكا من المبرهن عليه في الحسبان أن 


مف عر (مجيمر ع قهاه 
7100 4 404 


أي أن ()2 + )2 - (ن +ع)ط و (1ه)2» - (م)2. وبذلك: تكون © خطية 
ليكن 2ه" :4 تطبيق التكامل ,ف (/)ن بأعه) بين أن 1 خط 

08 لقد بُرْمِنَ في الحسبان أن 

1 1 0 
00 ا[ + أل )هه | له (())ن + )م ا[ 
1 ' 

5 مه رع د فوم ر 

أي أن ()1 + ()! > (ن + »)1 و ملك - (1)80. وبذلك, يكرن ١‏ خطياً 


ليكن التطبيبق 82 جب-82 :م المعرّف بواسطة (ه ,ير + *) > («ز ,#. بين أن 8 خطي 
8 ليكسسن (64,6)ع م و('8,'ه)-دس. إننء ('6+ 6,5 + 6)- »م +ن و (45,ه») - س6. ويكون لدينا 
(مرط+ ه)- (ما و ('هام+ 'م)- (م)8. إذن 

(00 + (س)ظ ح (نه راط + 'ه) + (ه رط + م) ع زه جم ,أ( + اط + أم + ماع (ثم ج طلم + ماتر د زمر + بور 


د (ناقاء (ه رط + مها - (ها بها + مغ) - (طا ,هنم > (5)0 - بما أن ٠“‏ «اى 1 إخنيارية: إذن يكون 8 خطياً 


ليكن 18ه-*8 :م معرّفاً بواسطة 42 + ث3 - 2 > (2 ,نر ,ع بين أن 5 خطي. 
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إذن 


8 يكن (عرطبة) - ا الى ا(أعاطاة) دي 1 
زع جع رام جم ام جه) لسر رو او فارطا م) - م1 ١‏ 8ع+ 


ولدينا ع4 + 35- 26 - (م)5 و “4+ 'ط3- '26- (س) 

وبذلك ('46 + '36 - '28) + (مة + م3 - م2) - ( جمية + ('ط + 3)65 - (ام + )2 - زا جو راط خط ركه + م1 ح زد + 20 
(س)ط + (م)7 - 

وكذلك 


(ناطها - زمه + 36 - م2 )م - عيزة + 3/5 - 2/6 - (مع/ ,طعا ,م6) ح (به1) 
ينتج عن ذلك أن 8 خطي. , عونا 


0 لتكن 5:22 معرّفة بواسطة لإ« - (ز,»)8. بِيّن أن ”1 ليست خطيه. 


اه ليكن بح م و ركه - سس إذن. (4.60) كس + ا الدينا 12-2 500 الى 12 - 3.4- (800. وبالتاليء 
ممص + زم عب 24 - (4.6) - ز4,6)م - زب + 500 ينتج عن ذلك أن 7 ليست اخطية. 


0 لتكن تج +82 :5 معرّفة بواسلة (+ «1,2 + ») - (.»). بيّن أن # ليست خطية. 
8 بماآن (0,0,0) ** (1,0,0) - (5)0,0. فإن 1 لا يمكن أن تكون خطية. 
0 لتكن خج ب*8 :8 معرّفة بواسطة (1*1,0) - (2,لز)5. ميّن أن 5 ليست خطية. 
8 ليكين (1,2,3) 0« و3--؛ بالتالبيء” (و-,3,6-) > بل السديناء (1,0)-(100 ويذليك 
(م,ق-) - (3)1,0- ع 1800 إذن وما - (3,0) - (و-,ى-,3-)5 - (5)80 ينتج عن ذلك أن ليست خطية. 
0 لتكن 708287 معرّفة بواسطة («را- 26) - (لا,5). بِيّن أن 17 خطية. 
ليكن زمه عه و(ط ام ع إذن, ('5+ طلم + ماح رجه و (طليه) - (ن)ط. لدينا, (قرط - 28) - (ناظر 
و (ه,ط - '20) - (800. وبذلك 
(سا" جح ع(ام 6١,‏ - '20) +( ,ذ-ع2)- [اأه جه ,زم +ح)- (ام +ه)2] ع (خط خط اه + ه)1 - زن + )7 
8 ونكلطا - زه ,6 - ه2)ط ع زم رطا - مل2) - (طا ,مل) - زبهن)7 
إذن 7 خطية. 
0 تكن 187+2 :7 معرّفة بواسطة 2030) > (50. بِيّن أن "1 خطية 


3 لك رمام د زربة بيب2) + (/3 .,20) - [ينة + را3 2 +3 ,4ه] - ليا + رئ)ة ,لا + ,ك)ق] - (ما + )7 


57 زياع جة 20) - جملة .4 2) - (4)" 
إذن: © خطية. 


0 لتكن 2ج +82 معرّفة بواسطة (2,2») ع (لا,»). 


أن 7 ليست خطية 
8 ليكن 1,2) د اى 4-3 إذن, (3,6)- د لبدينا, (1,4)- (ن) وبذلك (3,12)- (ن)ظ, 
)تلا بد (9,16) - (5)3,6 - (5)60. ينتج عن ذلك أن 7 ليست خطية. 


إذن» 
0 تكن 22+82 :0 معرّفة بواسطة (2 + ب,| + *) - (2رلا,»)5. بِيّن أن 8 ليست خطية. 
* (0,0) » (1,0) - (0 + 1,0 + 0) - (5)0,0,0 - (8)0. وبذلك, لا تكون 1 خطية. 


0 لتكن 75:82+2 معرّفة بواسطة إلا + «| - (5)*,2. بيّن أن 5 ليست خطية 


8 ليكن (1,2) نا ى 3- تا وبذلك (6-,3-)- لظ لديناء, 2-3 + ا (ن), وبالتسالي 
و- - (ق)(ة-) - برط إذن, (نز ع و- و د مدق - (6-,3-)ط ه (5)60. وبذلك. لا تكون 1 خطية 


المسائل 25.10-23.10 تتعلق بالفضاء المتجهي للمصفوفات المربعة -2 فوق حقل آ, ومصفوفة إختيارية 16 في 7 
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8 لتكن /1+-/7:1 معرّفة بواأسطة 801+1748 > (7)8 حيث 37 له بين أن 7 خطية 
8 الديناء من أجل أي 31 © 8.8 واي 5 2 4, 
(1)8 + (ه)1 - (148 + 814) + زهفا + قلقم ) - قلا + هلط + اه + زلم - ره + )يز + زززع جح - زج + مر 
3 زه )ةا - جهلة + لطم )ا - (دلط)ا + راقم - زمعلالز + لازمع) - و1 
اذ © خلية 

98 لتكن /1 +70 معرّفة بواسطة 8 +0864> (7)8 حيث 617 8. بين أن 7 تكون خطية إذا وفقط إذا 16-0 
8 إذا 98-0 فإن 8 > (5)8. أي أن 3 الدالة المحايدة, وبالتالي. تكون 7 خطية. من جهة أخرى, لنفترض أن 
0 إذنء 11+0-240- (1)0. وبذلك لا تكون 7 خطية. 

89 ليكن /1ج+7017 نطبيقاً معرّفا براسطة 818 - (7)8 حيث 8617 بين أن 7 خطى. 
8 لديناء من أجل أي لاعظرهة وأي عاعطةه أن 
(51 + قله > قلاط + حلقه ك هم + هم > هه + 6604 إذن. 7 تطبيق خطي. 

2610 ليكسن 7 الفضساء المتجهسي للحدوديات في ؛ فوق . بين أن التطبيق /1 1:17 خطّسي, حيسث 
كيه جيه تابه ايه د (ثلية جيل ارك + 08ت 


لاحظ أن 7 لضرب حدودية (1)0 في 4 أي أن (0 - ((7)100. وبالتاليء 
(0)ع”7 + (0)كل د رمي + واكاك ززع + (1)1)0 > ((0ع + 10100 كمسا أن (()1) > (ج)كا ع (ج)ككلي - )11 
من أجل أي عدد سلمي 16 © . 


المسآلتان 60- .3 نتعلقان بالتطبيق المرافق ©6<-©:7 على الجقل العقدي ©. أي أن 2 > (7)2, حيث © 6 ان 
أو أ- هع (1)2+6 حيث 2ك لق 

0 بين أنه, إذا نظرنا إلى © على أنه فضاء متجهي فوق نفسه؛ لا يكون 7 تطبيقاً خطياً. 
هه ليكن 41+ 3 نا و1- 2 كل إذن. 36 + 10 (إ4 + 03( - 2) - لط إى 55 - 10 > (دم) ولكن 
(0)لا ع ١١1‏ - 2 > (نه - 1()3 - 2) > (8100. إذن, 7 ليس خطياً. 

0 إذا نظرنا إلى © على أنه فضاء متجهي فوق الحقل الحقيقي 8. فإن "1 يكون خطباً. 
© ليكن أ6+هةع 2 ذل +ء دس« حيث 698 لعرطة. إذن 1( + 5)+ رع + )تج باع 2 ويذلسيك 
()؟ + ()؟ ع (نك - ع) + (لط حه) ع أل + 0) - ع + ه) > (بو + )1 يسار لدينا أططا+ هس #لا, مسن أجسل 
© 6. وبالتالي» (1)2اع (ط - ماع ناعا- وك (1)62. إذن, 1 يكون خطيا. 


0 خواص التطبيقات الخطية 
مبرهنة 1.10: ليكن لا و لا فضاءين متجهيين فوق حقل كل. ولتكن- (,لا....., )7‏ قاعدة ل لا/ ولتكن ولاء....,نا متجهات 
إختيارية في 1. إذن» يوجد تطبيق خطّي وحيد 00 +-/1 :7 بحيث أن رلا في 0)ظليسسيرنا تت ليب ينات 0 
يستخدم هذا القسم مبرهنة 1.10 التي يظهر إثباتها في المسائل 45.10-43.10. 
0 بين أن يوجد تطبيق خطي وحيد ‏ *8+-*8:/ ا يحقق (2,3)- (5)12 إلى (1,4) > (5)0,1, 
8 بما أن (1,2) فى (0,1) يشكلان قاعدة ل *8, فإن وجود تطبيق خطي وحيد / تضمنه مبرهنة 1.10 
المسائل 32.10-30.10 تتعلق بالتطبيق الخطي 1 في المسألة 29.10. 


60 اوجد صبغة من أجل 7, أي أوجد (5)8.5. 
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2110 


2310 


3310 


23210 


2610 


2610 


210 


3310 


08 نكتب (8,5) كتركيبة خطية ل (1,2) ى (0,1) باستخدام المجهولين 3 
(ر+ ع2 > (ا,0)بر+ (1,2): > (طيه) ‏ وبذتك ‏ الاج 2ع 5 بد جه 


نحل من أجل « و لا بدلالة 8 و 8 فتحصل على 5+ 28- > لا به 
(ه + وكد,م) > (0()1,4 + 2-) + (3)2,3 ع (ار4)ظبر + (2, ا)طعد د زطرة)5. 


إذن, 


أوجد (5,6). 
8 نستخدم الصيفة من أجل 5 فنحصل على (1-,6) > (24 + 25-,6) > (5,6)ظ. 
أوجد (2,7-)8-1, 
8 نتضيع (2,7-) (503,8, وتحلَ من أجل 8 و 5. تحصل على (2,7-)- (46 + 58-.6) وبذلك 2- - تا 
و7 5ه + و5-. إذن, 2-3 5-2 شط وبذلك,. (2-,3-) > (2,7-)80, 
بين أنه يوجد تطبيق خطي وحيد *8+-7:87 ٠‏ يحقق ‏ (4-,2) > (7)3,1 ىو (0,2) > (1,1)؟. 
28 بما أن (3,1) ى (1,1) مستقلان خطياً. فإنهما يشكلان قاعدة ل *: وبالتالي؛ يوجد مثل هذا التطبيق الخطي الوحيد 7 
(من مبرهنة 1.10). 
المسائل 36.10-34.10 تتعلق بالتطبيق الخطي 7 في مسالة 33.10. 
أوجد صيغة من أجل 7. 
18 نكتب أولاً (,ه) كتركيبة خطية ل (3,1) و (1,1) باستخدام السلّميين المجهولين « ى لان 
(0,1)بر + (1 ,)د زقيم) 
وبالتالي 
6 برجية 

(بر +ع ,برج عدة) »ع ير ,بر ) + زم ,عة) > رم ,0) و مع زوع ا 
نحل من أجل * و لا بدلالة ها ى6: 1/28-1/28 »او 1/28+3/26-غع لا. وبذلك, 
(3 - طكرة - ه) ع زو + يه-20) د (ز0,2) + (ج4-,:2) ع (0,2)ي + (4ه- ,2)» > (ل, الا + (1)3,1 ع (طيم)ل. 
أوجد (7)7,4. 
8 نستخدم الصيغة من أجل 7 فنحصل على (1-,38) > (7-4,20-21) > (1)7,4. 
أوجد (3-,5)-7. 
نضع (3-,5) > (708,0 ثم نحل من أجل 2 و. نحصل على (3-,5) > (50 + و3-,0-ة) وبذلك ‏ 5< طدة 
و3- ع ه55 + و3-. إذن, 211 6ع-ط. وبذلك. (1,6])ه (ق-,ك)!”5, 
بِيّن أنه يوجد تطبيق خطي وحيد 8ج-*7:8 يحقق ‏ 3 (1)1,1 و2- - (1)0,1. 
18 بما أن ((1,1(,)0,1)) قاعدة ل.#2, فإن مثل هذا التطبيق الخطي الوحيد نحصل عليه من مبرهنة 1.10 
المسائل 41.10-38.10 تتعلق بالتطبيق الخطي '7 في المسالة 37.10. 
أوجد صيغة من أجل 7 
8 نكتب أولاً (,8) كتركيبة خطية في (1,1) و (0,1) باستخدام السلّميين المجهولين * و لا: 

(0,1)بر+ (1,1)ع - زط ,ه) 


إذن (ز+ ع ع (ن0) + ون - (طره) وبذلك هدي 5<تر+». نحل من أجل * و لا بدلالة © و اد فتحصل على 
وي وعد طد نل لذلك. 26 - 58 (2-)(8 - () + (3)3 > (7)0,1ئز + (7)11 > ((0,1)ر + (7))11 د (طرق1. 
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أوجد (7)8,2 و (4,6-غ]1 
نستخدم الصيغة من أجل 7, فنحصل على 4-36 - 40 - (508,2 و 20-12-32 د (قيوب) 
أوجد (7-1)6 


8 نضع 6- (,1)8 فنحصل على 20-5- 58. هناء 8 متغير حِنٌ. نضع ‏ 1 
5 +2)ح هر )> ط. إذن. ‏ (2 © ؛نزرة/(6 + غ2)) ع ر1)6- 


5 حيث ؛ وسيط؛, فتحصل على الحل 


فل 7 واد لواهدة 
© الاء لآن ل (1)6” أكثر من عنصر واحد, مثلا 6 > (7)6/5,0 اي 6 > (7)8/5,0 


هل يوجد تطبيق خطي 8+2 :1 يحقق ‏ (6-,8) > (37)2,2 او (2-,3) > (5,3)ب 

88 مبرهنة 1.109 لا تنطبق هنا لآن (2,2) و (5,5) مترابطان خطياً وب ذلك لا يشكلان قاعسدة ل 82. لاحظ أن 
(2,2) 5/2 > (5,5). وإذا كان 1 خليا, فسإن  )20,-15(‏ (6-,8) 1 5/2- ((71)5/2)2,2 > (105,5. ولكسن 
(2-,3) > (7)5,5 معطاة. إذن» لا يوجد مثل هذا التطبيق الخطي 7 

المسائل 45.10-43.10 تتعلق بإثبات المبرهنة 1.10 الذي يتكون من ثلاث خطوات: 

(1) نعرّف التطبيق +8 :8 بحيث أن ,لاع (800 من أجل 8, 1 

2( أن 8 تطبيق خطي. 

زلف أن 1 وحيد 

خطوة (1): عزف التطبيق الخطي (1--/138:# بحيث أن لاك (/500 
ل ليكن 37 ©0. بصاأن (ي".....,410 قاعدة ل 7 فإنه توجد سلميات وحيدة 16 © ي2....,رة بحيث أن 

وليه + والية + لابه > 3 ٠‏ نعرّف ) +8 :2 بواسطة رلي8 +...+ رلاية + رلارة > (5)00. [بما أن ال به وحيدة؛ فإن 

التطبيسق يكسون معزفساً جيسداً]. الآن. ,00 ++ 137 ++ ,00 > را مسن أجسل 
بلا حت 0ا0+... + رنا1 +...+ ,لا0 > (,500. وهكذا تكتمل الخطوة الأولى من البرهان. 

خطوة (2): ب 
18 لنفترض أن ولوق لخ والوة + رللبة ت 37 ارط نط رايط + ارط > 8 إذن 

الوق + )لط ولالوط + ية) + ,اذرط + ره) >« + كما أن ليهلا ...+ ايها +رارهطع اط من أجل أي 
1 © . ا لدينساء مسن تعسرينف التطبيسق : أن ايه +...+ رثاي + رلاية > (090 اق قارط ل.ل لفط + بلارط ف لاك 
وبالتالي, 


1 


أن 5 خطية. 


وثالمط + ي3) ...ل ونالوط + ية) + بناطرط + ه) د زسرج بم 
الولارظ ...+ يلاوط + رقار) + لرلاية ...ل يلاه + رلايه) 2 
(«) + زبمع د 
لحالط > ليلاية ...+ رلارة + رناره)» - (1)0 
وبذلك» يكون 1 خطياً. 
خطوة (3): بيّن أن 7 وحيد 
0 لنفترض أن 0 ج/13:© خطيء وأن 


ليه خط فيا)6ية + 009,7 ,2 > للايهط.... رللية + رلارع)6 > (0)0 


مسا عق إذا تيه عن رلاية + إلاره - ٠‏ إذن 


(809 > وليه +...© رلارة + رلاره د 


بما أن (70- 600 من أجل كل 0 © 0, فإن 5- 6. وبذلك. يكون © وحيدأ. وهكذا يكتمل إثبات المبرهنة. 
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0 لنفترض أن التطبيق الخطي 7 ج4017 واحد ‏ لواحد وقوقي بين أن التطبيق العكسي لاجد :7-3 خطي أيضاً 
تنفترضص أن [آ© 'لارناء بما إن 7 وإحد ‏ لواحد وقوقي؛ فإنه يوجد متجهان وحيدان 37 © الارناا بحيث أن 
لك (800 إى “ناك 800 بمأ أن 85 خطسيء يكون لديتنا أيضماً “ند يدك (500 + )لك احج 6 
وى داع (0)ظ - (8000. من تعريف التطبيق العكسيء. نجد أن ماح زيمم “رك زن)اس ارج برس اوج ونال 
وى بط كد زيم إذن, عالق اج رن) 87 ك ارج برك كوج نأ-5 اي زنغا” لاك بزع (ن)'-85 وبذللك يكون '-5 


خطيا. 


0 لنفترض أن 87 ج88 :85 الى 02:18 تطبيقان خطيان. بِيّن أن تطبيق التركيب 11<-/008:1© خطي. [تذكر أن 0856 
معرّف بوأسطة ((0)1)0 > (ب)(001)]. 
لديناء من أجل أي متجهين 37 © “,ا وأي سلميين © طبه أن 
(بزتاكويط + (بعرع0)ه - زروتوم + زز )6د - (رس اط + زاظله)0 ع ززصرط + ج0)5)0 ع زع + جو)("0) ويذلك 
يكون 0*8 خطياً. 
0 ليكن (يعرهره) قاعدة ل( ا (يآى41) قاعدة ل ل. وليكن 57 3:17 خطياً. لنفنرض. إضافة لذلك؛ أن 
وليه خجزره د )7 لد 8 4( 7 


وروظ + رزرة > (2)6 و كب يم يمأ 
ولك + رن - (ره)7 


مِيّن أن [(10] > [0]ه, من أجل أي 17 © 0, حيث كُتِبت المنجهات في ©©1 و 1 في شكل عمودي. 
72 5 

18# لنفترض أن يعي + يعي + بعر > 0 إذن 6 [»] أيضا 

1 0 


8 
(عاتع + نيء)17ي + رء)4,1 »ع رهس)1 
(وليء + بل رعايع! + (رليط جر ] رطايا + (وزيه + ريه ا - 
وألوملن خيعليط +وليه) + لماع + ارط + رغاره) ع 
ينتج عن ذلك أن 
يلك + ارط + رار» 
الس نا 


03 
عاب + يقبط + ايه ,1 © رق يه 
سس" ريق ل جلي تإة) - [1 أل 2 )مله 


90 ليكن :7 خطياً. ولنفترض أن 7 ©"....,0ا لها خاصية أن صُورّها (ل31000.....500 مستقلة خطياً بين أن 
0 تكون مستقلة خطياً 


8 النفترض أن 20 ركية +...+ رلاية + لابه من أجل سلميات يقرسءية ‏ إذن 
اليه له إفولكف 2 (رالية - زفق +... ولاوه * تن ع (7)0 ع 0 


بما أن ال (,700 مستقلة خطياً. إذن كل ال 0< ,ه. وبذلك. تكون ,, مستقلة خطيا. 


0 نواة وصورة تطبيق خطي 


0 ليكن /] +12 :7 تطبيقاً خطياً. عرّف نواة 5. 


8 إن «نواةء , وتكتب 7 5عك1, هي مجموعة العناصر في 7 التي إلى ا © 0: 


(0ع زمم ناعم د عيعكر 
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لبكن /] +7 :| تطبيقاً خطياً عرّف صورة 8. 
5 إن «صورة لء. وتكتب ‏ 2 0آ, هي مجموعة النقط ‏ الصور في []: 
( من أجل ناع ()5: لا :3بنا ع م د تور 
ليكن ‏ 87ح 23يمر تطبيق الإسقاط على المستوى -ل* المعرّف بواسطة (0,لا.*) > (ترلا,). أوجد نواة 8 


إن النقط على محسور -2: وهسذه النقسط فقصسط, تطبّق عللسى المتجه الصفري (0,0,0) - 0 إذن, 
(#عءنمة) د يمير 


أوجد صورة تطبيق الإسقاط (0,لا,*) - (2,ل5)*,9 في المسألة 52.10 
تتكون صورة " تماماً من تلك النقط في المستوى -ل*: (22 © طبة:(0,طرة)) > 2 درل 
ليكن 7:88 التطبيق الذي يدير متجها حول محور -2 بزاوية 0: 


0,2 دمع برء 8 ملم 9 مله برح و ومه ع د زترويع 
أوجد نواة 5. 


ها إن طول أي متجه لا يتغير تحت الدوران. لذلك, فإن المتجه الصفري وحده الذي يطبق على المتجه الصفر؛ وبالتالي, 
(0) > 665 [بمعنى آخر. وضع (0,0,0) > (يترتر,1)2 يعطينا 2-0 0< بى 0 ددم 

أوجد صورة تطبيق الدوران 7 في مساألة 54.19 

0 بما أنه يمكن دائماً الدوران إلى الخلف بزاوية 8- . فإن كل 85ج ٠‏ ينتمي إلى صورة ؛ أي أن *22 > 7 درا 
المسائل 60.10-56.10 تتعلق بالفضاء المتجهي / للحدوديات الحقيقية في المتغير !, وتطبيق الإشتقاق الثالث 'لاهما :21, 

أي تولتن 2:09 [نستعمل غالباً © من أجل المشتق الأول, 82 من أجل المشتق الثاني؛ وهكذا]. 


أوجد )27 حيث ‏ 9 +60 - رو + ث2 - ث د ن), 
8 ناخذ المشتق ثلاث مرات: 
42 ا 
10-6 67 فيو كك رن 2 يمد- ليك د رتم 
أوجد (ع)"27 حيث + عط + تنوك ()ع, 
42 وك 
2 دمو 44 2 4 4-0 - )ام 
أوجد نواة 07. 


إن المشتق الثالث لأي حدودية من الدرجة الثانية أو أقل يساوي صغراً؛ أما الحدوديات ذات الدرجات الأعلى فمشتقها 
الثالث يختلف عن الصفر. وبذلك. (2> 4 وعل:ل/ا ‏ 6) - 3م هيل 

أوجد قبل الصورة ل 3) > 5)0. [أرمز له ب (ة-م]. 

8 تكامل ثلاث مرات: 


* 0 2 
)7م © + نيه + ود - )1< © +اط + 7ه + هو ديت + 


أوجد صورة 22. 
أل إذا أعطينا أي حدودية ()1. فإنه يمكن المكاملة ثلاث مرات للحصول على حدودية (50 بحيث أن 078/97 يكون (10. 
وبذلك: تحتوي صورة ”2 على كل حدودية # أي أن لاع 87 م1 
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0 النفترض أن /] جالا :7 تطبيق خطي. 
© ابما آن 0-<(5)0, إذن #ا؟ © 0 نفترض الآن أن 1+8 © جرلا وأن © © 2,5. بما أن و 8 ينتميان إلى 
نواة , فإن 0 > (56 و0 (5)0. وبذلك, ‏ 0 - 60+ 0ت - («)اط + ()ه - زط + ها أي أن 5 
*مم) © مط + 39 إذن. نواة 7 تكون فضاءً جزثياً في لا. 


أن نواة # فضاء جزئي ل لا 


90 لنفترض أن /) ج/| :5 تطبيق خطي. بيّن 
#ا بم أن 0 (5)0, إذن 105 © 0. لنفترض الآن أن م1 © “نرن وأن 6 © طية. بما أن ناى 'نا ينتميان إلى 
صورة #, فإنه يوجد متجهان 217 ',/ا بحي كش أن 8000 ولا (500. إذن 

.][ تكون صورة 1 فضاءً جزئياً في‎ ٠ 


أن صورة # فضاءٌ جزثي في لا. 


لما © 'ط+ سدع ز")طط + (ب)لاة - (ث6 + 8)39. وبذا 


0 لنفترض أن المتجهات ,مسرلا تولك ٠/‏ وآن 7 جمآ :4 تطبيق خطي. بين أن المتجهات ‏ [آ © لى'كل....,(1500 تود ه1. 


8 النفترض أن 1518© ناك إذن لاح (8)0 من أجل متجه / © 0. بما أن م“ ب تولّد لا, وبما أن 8 © لاد 


فإنه توجد سلّميات ,ق..رة بحيث أن اليه لط يلاية + رلاية > لام 


ينتج عن ذلك أن 
مايه جح+ (ين)ليه + )ارمح (رسيه + ٠١‏ عطخوشيه + رشرم)" > (م)ظ حير 


وبذلك. فإن المتجهات )...5000 تولّد 1815 


©( #2 ©» 

6 يم رط 5 5209 95 5 01010 5 
0 لتكن 3 2 2 - 4 مصفوفة 43 إختيارية فوق حقل . [تذكر أننا نعتبر 4 تطبيقاً خطياً *م ج27 :4]. برهن أن 

4 4 4 


صورة 8 هي تماماً الفضاء العمودي ل.4 
8 لتكن ,© ي©» يه القاعدة المعتادة ل ©ك. بما أن ,6 ره. يء تولّد 1, فإن قيمها بعه, رع رعة تحت 4 تولّد صورة 4. 
ولكن المتجهات ,36؛ ر46؛ رع هي أعمدة 4: 


64 ده و4 6 64 2 ج© 24 2 ره ج6© 6م 

1 وراك م ١‏ 0 
١ 01‏ يط رط 2 6 يظ رط 4 وف وظ رف 
2 : 6 0 لد 2 ُ 3 5 “2 - يمد و : © © ب+#» > رعل 
4 4 يك رك 3 4 يك 4 4 4 ي4 ,4 


إذن. تكون صورة 8 الفضاء العمودي ل 4 

ملاحظة: نؤكد أنه إذا كانت 4 أي مصفوفة 0*0 فوق حقل >5, فإننا ننظر إلى 8 كتطبيق خطي "ل ب" :م حيث 
تكتب المتجهات في شكل أعمدة وفي هذه الحالة. تكون صورة 4 الفضاء العمودي ل 8. من جهة أخرى؛ تنظر بعض 
النصوص إلى 8 على أنها تطبيق خطي "5 "6 :4 حيث تكتب المتجهات في شكل صفوف؛ وهناك. تكون صورة 
6 الفضاء الصمّي ل 4. 


)2 لنفترض أن 7 ذى بعد منته وأن ‏ /) جلا :7/ تطبيق خطي. بين أن بعد 115 منته. وأن ‏ لا فتك > (1 دمت)صال. 


دنه وان /0 صتك < (1:01) «أك. يوجد عندئذ متجهات 1817© بي ",1 تكون 
لام 37 متجهات في /ا بحيث أن 7 507 النفترض أن 20 رررابيية +... رلارة. إذن» 


لعو جما 


© لنفترض أن 8 


8 


0 ريق ل الاب > ليوا أربية + ره » لب ىاربية لمعن - (0) ع 0. بما أن اللا مستقلة 
خطياً. فإن 0- وى وبذلك: تكوث ري ...3,9 مستقلة خطياً. يناقض هذا حقيقة أن 0 7 0ذل.' إذن, 


/ا يولك > 57 صل صستف 


مبرهنة 0 :ليكن / منته البعد, وليكن /8 +/01/ تطبيقاً خطياً. إذن 
زع ملعصستك + زع مع عل )صنق حم مرتة 


[أي أن مجموع بعدي الصورة والنواة لتطبيق خطي يساوي بعد نطا 
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أثبت مبرهنة 2.10. 
لنفترض أن +-(2 )910 وأن ("..... )4 قاعيدة ل 68 ولنفتسرض أن 5 )متك وأن 
(يلا...ررنا) قاعدة ل 108. [من المسآلة 65.10. نعرف أن بعد 1815 منته]. بما أن © 10 © إلا فإنه توجد متجهات 

(800. إنتا نعي بأن المجموعة ل( اا لالا,...ى/٠)‏ - 8 نشكل قاعدة 

ل 20 أي أن () 8 تولّد «او (11) 8 مستقلة خطباً. إدا نحن بسرهنا على )و( فإن 
(© سلكسلة + زط امسق عم جرد لا ورزق 


3 


37.7 في ال بحيث أن ناح ل 500, 


(0 8 تولّد نوا ليكن 7 © ». إذن. 8[ © 500 بما أن إنا نولد 39آ. فإنه توجد سلميات ,ي2...ريه بحيث أن 


يليه +4 رلارة ع  509(‏ تضسع ان - رورم 004+ إناره 4 08 إذن 
0 > وبا تعره 


شه - (ه)ظ - مايه + +٠١‏ (رماقيمع زم سرع ١+‏ جر سرم)"/ د (ن)مر 
وبذلك. 2 مع)1 © ». بما أنال ٠,‏ تولّد 5 467!, فإنه توجد سلميات ,8,.. 
ينتج عن ذلك أن #رط حنات عط ليه علج ايه د 0 إذن, 8 تولد لاد 
(11) 8 مستقلة خطياً. لنفترض أن 


رط بحيث أن نا سيره ج١٠‏ لج وي مح ررق نل عل ورم عزن 


ل ا 0 2 
حيث ‏ ,* 6 © إلا إذن 
(ساقرر + +٠١‏ )اطع + لاط + (+٠‏ )م مد ع (يوررهة +00 + ربز + سرع سح + رما عام ه (0]م عن (2) 
ولكن 0- 708 لآن 67 © ,اند و رماع (700. التعويض في (2) يعطى 0 > يلارلا + ...+ رلارلز 
جما أن اك رنا مستقلة خطياً. فإن 0 لا. التعويض في (!) يعطى 0ت نع +...+ ,لا 
بما أن ال ٠‏ مستقلة خطياً. فإن كل 0 > ,». إذن, 8 مستقلة خطياً. 
عرف رتبة تطبيق خطي ا ج/[ جم . 
8 تُعِرْفُ رتبة "ا بأنها صورته؛ أي أن (2 0[)مرذل > (©) عاصم 
عرّف صفرية تطبيق خطي 0] جلا :/ 
8 اتُعرّف «صفرية» © بأنها بُعْد نواته؛ أي أن (5 رع>!) «رفل ع (5]) برازللسم 
أعد صياغة مبرهنة 2.10 باستخدام الاصطلاحات اعلاه. 
8 مبرهنة 2.10: ليكن /) ج31 :4 تطبيقاً خطياً حيث / منته البعد. إذن بُمْد (نطاق ) > صفرية (8) + رتبة () 
[حيث 5 800 هو النطاق /ا ل 5]. 
كانت رتبة مصفوفة 4 تُعرّف أصلاً بأنها بعد فضاء 8 العمودي وبعد فضاءها الصفي. كيف يرتبط هذا التعريف بتعريف الرتبة 
في المسألة 567.10 
88 التعريفان يعطيان كلاهما نفس القيمة لأن صورة 4 هي فضاء 8 العمودي. 
ليكن ناج 5:1 او 10ج :© خطيين. بين أن © عأهم > (058) لمم 
#ة بما أن لا (5)7, فإنه يكون أيضاً لدينا ((آ)6© © (/)8)5. وبذلك يكون ([0)1 «دذل > ((/ا() © مأك إذن, 
6 عأصدم ع (لا)0 صنة > (((ل)0)8)سلل ع ((/0010)1))سلل ع رفم )اوم 
لبكن 0 ج18 :5 إلى 11+-/8 :0 خطيين. بيّن أن 5 عأصدم > (0*8) مدي 
8 لدينا (/8)9 وراك > ((5)06)5 1ل وبالنالي, 


"ا عامة: ع (/0) موثل > (((لا)) )ورك د (لا)رط*ن))م نل ع رتك )اروم 
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0 لنفترض أن لاج[ :/ خطي بنواة ا وأن نا (5800. بيّن أن (للا جح «:م + +) ع 189+ 7 قبل 7 الصورة ل ناء أي أن 


/ا + + > (36/. [تعرف المجموعة 0+ 7 بالمجموعة المصاحبة ل /]. 

#* يجب أن تثبت أن () الاج برح (من م او (1) (د)' 7 ح 178+ ». نبرمن أولاً (). لنفترض أن (27')0 © 7 إذن 
ع (100. وبذلك 0 عل - ياك (,)) - (“/) ع زب “مق أي أن اللاك 19- 9 إذن؛ 

لاج © زو - ”م + ب > “ا وبالتائي 7س بدك وال 

نبرهن الآن (1. لنفترض أن #ا+ © «. إذن #+ لاع 7 حيث 18 © لا. بما أن 73 نوأة 4 إذن 0 - (00 
ينتج عن ذلك أن ها - (100 د 0+ زم > (م1 + (10 د زسع+ 6ك (10. إذن, ( 2ع "0 ويذلك ‏ (6القك 3م 


0 حساب ثواة وصورة تطبيق خط 


210 


570 


20110 


ليكن “2 ج-*8:8 التطبيق “الخطي المعرّف بواسطة 39-30 + نزح يبا - 25 + عر + .+ لر- 8 > (ارورز,)5. أوجد 
قاعدة الصورة (] ل 7 وكذلك بعدها. 
نوجد صورة قاعدة المتجهات المعتادة ل 284: 


(1,1,1) > (1,0,0,0)/ (1,0,1-) ع (0,1,0,0)م (1,2,3) > (7)0,0,1,0 
(3-,1-,1) 2 (2)0,0,0,1 


إن المتجهات الصورة تولّد لا؛ نكوّن بالتالي المصفوفة التي صفوفها هذه المتجهات الصورة, ثم نختزلها صفياً إلى شكل درجي: 


11 1 ا ها ب 3 

012 0 1 2 -120 1 

3 2 1 إلى [2 1 م] لك . [0 06 

3- 1-1 4- 2- 0 0 060 
وبذلك. تكون ((1.1.1()0,1.2)) قاعدة ل ناء وبالتالي, 2 > ذا «تأل 


أوجد قاعدة للنواة 17. وكذلك بعدها؛ للتطبيق 5 في المسألة 74.10 
هه تضيع 0ع (17)0 حيث ‏ (اجرلار») ع ان 
(0,0,0) »ع (3- و3 + برج يديم 2 و2 + ير رم بج وج بر - ع > ( ,كر ,)ل 
نساوي بين المركبات المتقابلة. فنكوّن المنظومة التالية التي يكون فضارها الحلّي النواة ١/‏ ل 8: 
0س جو لبرساع 0س +ى لبردع 0س جو برسين 


وجي ام لد 0سن2-ى جبر أ سج وجير 
32-3+ وه 4-0-غ2ج ره 


0 
المتغيران الحرّان هما 5 ى #1 وبالتالي.» 2 - /01588. نضهء 
(0 (- دم 1+0 قتحصل على الحل (1,0-,2,1). 
(ب) [1-» 5-0 فتحصل على الحل (1,2,0,1). 
وبذلك. تكون ((1,0(,)1,2.0.1-,1))2,1 قاعدة ل الا. [لاحظ أن 2-4 +2 - إلا ساك + لا «تناك. وهن بعد النطاق “2 
لمع 
ليكن 820 ه*7:82 الفضاء الخطي المعرّف بواسطة (22 - + كر + نرءز- 29 + *) > (ترلز,)3. أوجد قاعدة الصورة 
نا ل 5 وكذلك بعدها. 
8 نبحث عن صورة المتجهات التي تولّد النطاق 87: 

(2-,1,1-)ه (2)0,0,1 (2.11) ع (7)0,1,0 (1,0,1) > (2)1,0,0 
هذه الصورة تولّد الصورة (1 ل 7؛ فنكوّن بالتالي المصفوفة التي صفوفها المتجهات الصورة؛ ثم نختزلها صذّيا إلى شكل 
درجي 
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* 4 8 > .هه 3 4:1 
| 201 ( إلى 3 1 0 إلى 3 1 0 
2 1 1ك 1- 06001 68 0086 


وبذلك. تكون ((1-.4)1,0,1(,0,1 قاعدة ل ذا. إذن. 2 > لا مزق 

أوجد قاعدة للنواة 7 للتطبيق "77 في المسآلة 76.10, وكذلك يُمدها. 

اتضيع 0 - 1000 حيسث (ترلاره) > ١د‏ (0,0,0) > (22 > برع ع ب + بر بباح 2 + ») > 20ر10 نساوي بيسن 
المركبات المتقابلة, فنكوّن المنظومة المتجانسة التي يكون فضازها الحلّي النواة /لا ل 7 


20ج لبرو جع 0ع د بر2 جب ودع م روه 
0ع بير أى 2>0+ر أى 2-0 جبر 
22-0 سر جع 0 دير 


المتغير الحنّ الوحيد هى © إذن. 1 -01918. نضع | إذن الجر و3ع«. وبذلك, يكون ((1.1-,3)) 
قاهدة ل الا. [لاحظ أن 3ع | +2 - 1سا + لا سأك وهى بُعْد النطاق 87 ل-3]. 


2 


ليكن ‏ *8+-8: معزفاً بواسطة ‏ (2- 4 + 38 ,20 - برق + 22 ,32 - 2 + ع ,هج نوج «) ك (عرو,»)6. أوجد قاعدة 
لصورة , وكذلك يُعْدها. 
نجد أولاً صورة المتجهات التي تولّد النطاق 87 ل 8 
(1,1.2,3) > (01,0,0) 1.2,3,40) > (0, ,0م زاح »,ق-,١)‏ ع زارهمم 
[المتجهات الصورة الثلاثة تولّد 8 1:0]. نكوّن المصفوفة التي صفوفها المتجهات الصورة. ثم نختزلها إلى شكل درجي: 
و 2 خخ 8 2-3 23 1123 
8 : : )ا سه [( ر 1 ثم س 6110م 
1 4 4- ه- 0 0 06090 
وبذلك. تكون ((!,!,!,4)1,1,2,3(,0 قاعدة ل 1 10, ويكون 2 ع (7 )مال 


أوجد قاعدة لنواة التطبيق 5 في المسألة 78.10. وكذلك بُكُدها. 


اق نضع 0-(400 حيث (2,ان.») »ا ثم نحل المنظومة المتجانسة؛ ‏ ,32 - ن2 + ير ,+ برح ين > زو بر,ع)1 
(0,0,0,0) د رد بره + و23 - 3 + 28 وبذلك, 

0عمم بير جع 20ج مرجع 

ل 5 د مهدر 5 2-0 ابجع 

22-0 -بر3 +2 أ 4 "لد 0د يوسيو 

0ه حبرو بجية 0 مهدر 


المتغير الحرّ الوحيد هو 4 إذن ! > (15)168:5أل. نضع 
((ار4رك-)) ‏ قاعدة ل #ععكل 


المسائل 85.10-80.10 تتعلق بالتطبيق المصفوفيين *8جه-*8 :4 او 8 ه*8 :8 المعرّفين بالمصفوفتين 
#1 22 2 3 2 8 
2- 5 3 عم 5 5 3 0 
3د 38 1- 2- 
أوجد بعد صورة 8 وكذلك قاعدة لها 


8 إن الفضاء العمودي ل 8 يساوي 8 170. لذلك. نختزل 87 إلى شكل درجي 


0.0 4 3 13 4 3 24 
2 2 001 2 01 
در 5 4-5 الى [ه4و جح وأ الى [إو وم 
12-3 6ه 0-3 0006 
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وبذلك. تكون ((4)1,1,3(,0,1,2 قاعدة ل 4 «لآء ويكون ‏ 2 > (ه «ل)درفة. 
أوجد بُعْد نواة التطبيق العصفوفي 8. 


اق إنَّ نطاق له هو *8؛ وبالتالي» 4 > (8 :0150)00. نجد من مبرهنة 2.10 أن 
2 ع 4-2 ع زم سليسنة - زم موطا)متة ع زم رعكل)دونة. 


أوجد قاهدة لنواة التطبيق المصفوفي 4. 


1# نضع (800 -0 حيث (2,0,لز,ع) - ٠»‏ ثم نحل المنظومة المتجانسة: 


1 م3 + بر2 عر عقيف :1 05 0م جعة +جرمجم 
0 )- 3 5 5 00 فى 52-220 +برق دمر 
مددمقد جره +ءةأ /5)/ة- 13 8 ذأ /0 1532-3-60 + برق +3 
إن مصفوفة المعاملات للمنظومة المتجانسة هي المصفوفة المعطاة 8. نختزل 4 إلى شكل درجي: 
١ 5 3 2 4 8 12031‏ 
م إلى 3 1 0 إلى 4 12-2 0 أو اد 
6 4 20 60 6 000 © 
المتغيران الحرّان هما 2 ى؛. نضع () 2-1, 6-0 فتحصل على الحل 2,1.0-,1) و (1) 20 2, (<) فتحصل 
على الحل (7,3,0,1-). إذن,. 2,1.0-,1) ى (7,3,0,1-) يشكلان قاعدة من أجل 28ه5. [إن 2ع ذه بم )مال 
كما كان متوقعاً]. 
أوجد بُعْد نواة التطبيق المصفوفي 8, وكذلك قاعدة لها. 
18 نختزل 8 إلى شكل درجي للحصول على المنظومة المتجانسة المقابلة ل 14678: 
12-23 05 12 12 1 
| 5 3 سم إلى | 1- 0 إلى |2 1 0 أى اعون 
4 1 ه- 6 06003 0606 
هناك متغير حنّ واحد 2 وبذلك ١‏ - (018)66:8. نضع 21 فنحصل على الحل (2,1-,1-) الذي يشكل قاعدة 
ل تاعكل, 


أوجد بُعْد صورة التطبيق المصفرفي 8. 
1 نطاق 8 هى *2, إذن 3 - (8 01)905. وبذلك2 2 - 


د (8 دل)تولل. 
أوجد قاعدة لصورة 8. 
نختزل 87 إلى شكل درجي: 
38 1 '2- 3 1 ب 2 1 
3 5 ”م الى [3 1- ( إلى [3- 12 ( 
١ 0 -2 6 5 13 -4‏ ل 
وبذلك. يشكل (2-,1,3) و (3-,0,1) قاعدة ل 8 1:0. [تتكون القاعدة؛ كما هو متوقع. من متجهين] 
أوجد تطبيقاً خطياً “8+-4:87 تكون صورته مولّدة بواسطة (4-,1,2,0) او (3-,1-,2,0) 

1# لتكن القساعسدة المعتادة ل 23: (1,0,0) 2 بع, (0,1,0) 2 يع (0,0,1) جيه. نضع (4-,1,2,0) > رع)8, 
(قسراك,2,0) - ريع)ا, نعرف. من مبرهنة 1.10. أن تطبيقاً خطياً 5 مثل هذا موجود ووحيد. بالإضافة إلى ذلك. فإن صورة 8 
تولّدها ال (5)6: وبالتالي. يكون ل 5 الخاصية المطلوبة. نبحث عن صيغة عامة من أجل (2,لا,75)5 

(معالاع + زيء )لام + ريمع - (رعة + يعبر + رعم)7 ع زه رج بعال 


(2)0,0,0,0 + (3- ,1- ,0 ,2)بر + (4- ,1,2,0 
(لر3 - 4 - ,بر - يعدة ,نر2 + ع - 
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8 أوجد تطبيقاً مصفوفياً “4:82 تكون صورته مونّدة بواسطة المتجهين (4-,1,2,0) و (3-,1-,2,0) 


8 كوّن مصفوفة 4. 243 تتكوّن صفوفها من المتجهين المذكورين فقط؛ آي 


بف 2 :1 
6 286 

1 م |-م 
عم ا ا 


تذكر أن 4 تحدّد تطبيقاً خطيأ *8+-0 4:8 تتولّد صورته بواسطة أعمدة 4. إذن؛ تحفق 4 الشرط المطلوب. 
المسائل 91.10-88.10 تتعلق بالفضاء المتجهي 7 للحدوديات الحقيقية (0)؟ من الدرجة 10 فأقل, والتطبيق الخطي 
اهما :26 المعرّف بواسطة “41/14, آي المشتق الرايع. 


0 ماهو يقد لاة 


8 أي حدودية )1 في لا تكون درجتها 10 أو أقل؛ وبالتائي, فإن الحدوديات "!8 
11ت لاوزل. 


را ال 1١‏ تشكل قاعدة ل لا. إذن» 


1 أوجد بُعْد “2 :ع وكذلك قاعدة له. 


#ا يتكون “04 15 من تلك الحدوديات التي درجتها 3 فاأقل. وبذلك. تكون ‏ (4)1,:,12,5 قاعدة ل “طعا 8 
9 ي ويكون 
4 د رثط رمكل)د نل 


0 ماهر بُعْد 2 ترا؟ 
18 نجد من مبرهنة 2.10, أن 7 ع 4 - || ص (174 ,عكل) سال -(*2 «وط)سل د ركم رعسلل 
0 أوجد قاعدة ل “2 «1آ, 


© إن المشتق الرابع للحدوديات من الدرجة 0! أو أقل تعطي حدوديات من الدرجة 6 أو أقل. إذن» تشكل اركا,*ارنارتاء1 
قاعدة ل “2 ول 


0 تطبيقات خطية شاذة أو غير شاذة, تشاكلات تقابلية 
0 عرّف التطبيقات الخطية الشاذة وغير ‏ الشاذة. 
8 نقول عن تطبيق خطي /)ج-/8:1 أنه «شاذه إذا كانت صورة متجه غير صفري ما تساوي 0. أي إذا وجد 0 © 7 
بحيث 7*0 ولكن 0 (500. وبذلك, يكون /1ه 4/613 غير شاذ إذا كان 0607 فقط هو الذي يُطَبْقُ إلى 60 0: 
أو: بشكل مكافىء, إذا كانت نواته تتكون فقط من المتجه الصفري: (0) > 8مع. 
0 لليكن "جدنع :8 تطبيق الإسقاط على المستوى -9*. والمعرّف بواسطة (0,ل,*) > (2لل.»)5. هل 5 شاذ أم غير شاذ؟ 
لا "8 شان لان المتجهات غير الصفر على محور -2 تطبق إلى 0. 
0 ليكن 17ج تار التطبيق الخطي الذي يدير متجها حول محور -2 بزاوية 8: 
(2 ,0 كمه برع 6 ملقم ,4 مله برت 8 ومع ع) ع (2 وبر برام 
هل 5 شاذ أم غير - شاذ؟ 
- بما أن طول أي متجه لا يتغير تحت الدوران. فإن المتجه الصفري وحده الذي يطبق إلى المتجه الصفري. وبذلك, فإن 
تطبيق الدوران 7 غير - شاذ. 
80 ليكن 7:82:87 معرّفاً بواسطة (29 - عرلا - *) > (ر.). هل 8 غير شاذ؟ إذا كان الجواب لا. فأوجد 0 دب 
بحيث أن 0 > (/80 
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نوجد 5625 بوضع 20 (100 حيتت (لإ,) - 0د 


مدير ادع 
0 بر سير 


(0,0) > زبر2 - بر يبر م ١‏ أى 
ألحل الوحيد هو 20 », .0 لا؛ وبالتالي. يكون 5 غير ب شاذ. 
080 لليكن 0:82+82© معرّفاً بواسطة (نإ6 - 32 ,4 - «2) > (,)06. هل © غير شاذ؟ إذا لم يكن الآمر كذلك» فأوجد 
80 4 بحيث أن 0 (6)0. 
18 نضمع (0,0) ع (لإ,:) © الإيجاد 6 7عك1: 


0- بره - ع2 
0- بر6- و3 


المنظومة حلول غير صفرية. أي أن لا متغير حرً؛ وبالتالي. يكون © شاناً. ليكن 1 
وهو متجه غير صفري يحقق ‏ 0 - (000. 


(0,0) ع زر - برقريية - 22 ١‏ أن 


تحصل على الحل (2,1-) < * 


0 ليكن 80+-87 :20 معرّفاً بوأسطة (20-32 + 26 بيرع 29 + ع2 - ب + »ع) > (#رز,»)1. هل 1 غير شاذ؟ إذا كان شاذاء 
أوجد 080 بحيث 0- (0لل. 
8 نضع. (0,0,0) > (توو)اك 


0ع ع2 ير جع 0ع ج2- ربع 
+ بر2 بر أو 0م32 بير 
32-0- 2 +ع2 2-0 


إن المنظومة الدرجية في شكل مثلثي. وبذلك فالحل الوحيد هو 0-*. 0 ل 20. إذن, 18 غير شاذة. 


(0,0,0) > (ه3 - بر2 + 2 رع + بر2 جع ,22 - برع ع) ‏ أق 


0 ليكن 8#23هب*5:8 معرّفاً بواسطة (2 - ن5 + وفرع - ب2 + عر + نر+ ع) > زترل.»)5. هل ]1 غير شاذ؟ إذا كان الجواب 
لا. فأوجد 70 يحقق 0 (8)0. 


8# اتشسع (0,0,0) > (2,لز,:)1 فنحصل على المنظومة: 


(0عدج + ير لع 0عدج + بر وعم 
0عدج د بر2 دير آى 22-20 سير أي 
0< -برة + ع3 42-0دبرة 


بما ان 2 متغير حرٌء فإنه يكون للمنظومة حل غير- صفري. وبذلك يكون 5 شادئًا. نضع 1 
الصفري (3,2,1-) ٠7‏ بحيث أن 0- (50. 


المسالتان 100.10-99.10 تتعلقان بالفضاء المتجهي ١‏ للحدوديات الحقيقية (في المتغير ؛). 
90 ليكن /لاجل"/ :”80 تطبيق المشتق النوني» أي "058/01 - )”2 (حيث 0< 0). هل "2 شاذ أم غير شاذ؟ 
88 بما أن مشتق حدودية ثابتة غير صفرية +- 1)0 (حيث 0 *) يساوي صفراً. فإن "2 يكون شاذاً من أجل كل 0. 
48 ليكن 'ما١.ما‏ :0 التطبيق الخطي الذي يضرب حدودية في » أي ()) > (0)10. هل 6 شاذ أم غير شاذة 
ل إذا 0غ ()) فلن 60 0))؟ وبالتالي» يكون 0 غير شاذ. 
0 لنفترض أن تطبيقاً 7 +/1 :4 يكون واحداً - لواحد. بيّن أن # غير شاف. 


18 بما أن 8 خطي؛ إذن (0) -5)0. وبما أنه واحد ‏ لواحد, فإن “7 06 وحده هو الذي يُطَبّقْ إلى نا © 0؛ أي أن 
(0) > #508. وبذلك. يكون 8 غير شاذ. 


0 لنفترض أن /) حلا :7 غير شاذ. بِيّن أن 8 واحد - لواحد. 


8 النفترض أن (ع)" > (50؛ إذن. 0- (0)" - (5 - زم - بع وبذلك. 28عك © «-  .«‏ ولكن 7 غير شان 
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آي أن 0ع تاوما وبالتالي. 0-«-» أو #«د»د إنن,. (708 5000 يقتضي ‏ 0< 50 وهذا يعني أن 2 واحد 
لواحد. 

أعط مثالاً لتطببق غير خطي /] جلا :جم بحيث أن (0) > (57')0 ولكن 7 ليس واحداً ‏ لواحد 

ليكن 268-828 معرّفاً بواسطة © - (20. إذنء (0) ك زوعا”م, ولكن 4 (80-2 - (5)2, أي أن 5 ليس 
واحداً ‏ لواحد 

لنفترض أن 'ا جالا بر خطي وأن ‏ منته البعد. بيّن أنه يكون ل /ا وصورة 1 نفس البعد إذا وفقط إذا كان 8 غير شان 

ل نعرف. من مبرهنة 2.10 أن (7 :ع16)م ال + (© 1:0)طاك > 7 سأك. وبالتالي. يكون ل 7 وى 8 10 نفس البعد إذا وفقط 
إذا 85-0 عك)سنه أى (0) - مغك أي إذا وفقط إذا كان غير شاذ. 

عيّن كل التطبيقات الخطية غير الشازة “8 +ه “7:8 . 
بما أن “2 0ك أصغر من 84 410 فيكون لد 
يمكن لأي تطبيق خطي 87جب-“7:8 أن يكون غير شاذ. 


أن (101) 410 أصغر من بعد نطاق “2 ل 1 ينتج عن ذلكء أنه لا 


لتكن 4 مصفوفة مربعة -0 فوق حقلٍ 1 [وهي تعرّف تطبيقاً خطياً © ح ”كر :لىم]. نقول عن المصفوفة 4 أنها غير شاذة إذا 
0 * (0610)8. بِيّن توافق تعريفي عدم الشذوذ. 


8 يكون لدينا 0 (091)8 إذا وفقط إذا لم يكن للمنظومة المتجائسة 8-0 إلا الحل الصفري فقط, إذا وفقط إذا 
(0) > 4 6عا. وبذلك» يتوافق التعريفان. 


بين أنه كان /] ه-/1 :47 خطياً ويُطَبّقَ مجموعات مستقلة إلى مجموعات مستقلة, فإن 7 يكون غير شان. 

ها لنفترض أن 7 © غير صفري, إذن (9) مستقلة؛ وبالتالي تكون ((5)0) مستقلة. إذن. 0 * (700. ينتج عن 
ذلك أن 5 غير شاذ. 

مبرهنة 10.3: لنفترض أن تطبيقاً خطي /] +1 :/ يكون غير شاد إذن»صورة أي مجموعة مستقلة خطياً تكون مستقلة خطياً. 
أثبت مبرهنة 3.10 

8 لنفترض أن ,".....ر9., متجهات مستقلة خطياً. سوف نبين أن المتجهات ل #«اتل....لي1500/(,800 تكون مستقلة هي 
اشح لنفتسرض أن 0 > )2 +...+ (رلااية + (,2,500. حيسث 8216 بمسا ان 5 حطُسيٌ؛ فسسإن 
0م رالية لجس يللية ‏ رلتبة)"1؟ وبالتالي» 20 ولامة جل ولاية + رلارة. إلى #68+68. ولكن " غير - شان أي 


3 (0) دمع وبالتالي 0 > يلاه +...+ وليه + لابة. بما أن ال .»ا مستقلة خطياً تكون كل ال ,0 صفرية. ينتج عن 
ذلك أن ال (50 مستقلة خطياً. وهكذا يكمل البرهان 


لنفترض أن ا ذى بُمْد منته وآن لا «أك > 7 01. بِيّن آن تطبيقاً خطياً ') ه-/8:1 يكون غير شاذ إذا وفقط إذا كان 8 
غامراً أي يطبق /ا فوق ل1. 

18 لديناء من مبرهنة 23.10 أن (5 )صفق + (58,ع14)سال - (/)سنة. ولذلك, يكون © غامراً إذا وفقط إذا 1ع 8 صل 
إذا وفقط إذا ل" صذل > نا سأك > (سل0)ستك إذا وفقط إذا 0 > (1:ع1)م1ل إذا وفقط إذا كان 5 غير شان. 


أعط مثالاً لتطبيق خطي الاجر بر يكون فوقياً ولكنه لا يكون غير شاذ [نعرف. من مسألة 109.10, لا يمكن أن يكون ا ذا 


بعد منته] 


8 ليكن 7 الفضاء المتجهي للحدوديات ()1. نفترض أنْ /1+/1 :2 التطبيق المشتق أي 47/4 « (/)2. إذن يكون 1 
فوقياً لكن غير شاذ 


أعط مثالاً لتطبيق خطي /1ه/1 :© غير شاذ لكن ليس فوقياً [من المسألة 109.10, ليس لها بُعْد منته]. 


موقع الفريد في الفيزياء 


0 © التطييقات 


11210 


1310 


1010 


11510 


ْ1غ1ظذظ1 


11010 


108110 


8 ليكن 7 الفضاء المنجهي للحدوديات (0. ولكن /1ج-12 :© التطبيق الخطي الذي يضرب جدونية في . أي 
(ن - ((6)/00. إذنء يكون © غير شاذ, ولكن ليس فوقياً. 


08 يطلق على تطبيق 'ع يمآ :4 إسم تشاكل تقابلي إذا كان 5 خطياً. وإذ! كان 8 تطبيقاً تقابلياً (ني واحداً - لواحد وفوقيا). 


[في هذه الحالة, يكون ل 8 معكوس اج :878 وبذلك نقول عن 5 أنه عكوس]. 

عرّف فضاءات متجهية متشاكلة تقابلياً 

8 نقول أن فضاء متجهياً 7 متشاكل تقابئباً مع فضاء متجهي لاء ونكتب [1- (, إذا كان يوجد تشاكل تقابلي 
لمانا بج 


لنفترض أن ١‏ فضاء منجهي فوق حقل 212 وأن <٠‏ /امزل. بيّن أن ")1ح 7 

8 لتكن (ي«,.....ر",,140 قاعدة ل /. ولثرمز ب [] لإحداثيات 1 © 7 نسبة إلى القاعدة المعطاة. إذن؛ التطبيق 
"2 هلآ :م المعرّف بواسطة [0] > (1500 يكون تشاكلاً تقابلياً وبذلك, "16 /9. 

مبرهئة 4.10 ليكن ١/‏ ذا بعد منته. و لا اك > ٠‏ 15ل. ولنفترض أن '] جما :4 تطبيق خطي. إذن, يكون 8 تشاكلاً 
ب إذا وفقط إذا كان 8 غير شاذ. 


أثبت مبرهنة 4.10. 

18 إذا كان 5 تشاكلاً تقابلياً فإن 0 وحده يطبق على 0. وبذلك يكون 7 غير شاذ. لنفترض أن 7 غير شاذ. إذن» 
0: :)010 نجدء من مبرهنسة 2.10, أن ( 0 [)طال + (8 )صقل ع لا «أق. وبذلك, 
(5 سيسق ع لا ستل ع نا ستل بما أن لا له بعد منته فإن لاع 108 وبذلك بكون © غامراً. إذن, يكون " واحدًا- 
لواحد وفوقياً في آنِ معاًء لي أنه تشاكل تقابلي. 

إن التطبيق الخطي 8 +7:822 المعرّف بواسطة (2 - ؟رلا- ») > (/ز,»)8 غير شاذ (مسالة 95.10]. أوجد صيغة 
عي 

نضع (طيه) ع (,ع)8 [ويذلك, (نزيه) ع (طية)! 5]ة 


مخير ليم غي م ردير 
عردم 200 وسودبر- 


نحل من أجل *ى ل بدلالة هي 8 فتحصل على - 22 > 6- هع وبذلك. (0- قرط - 20) ع زارة)'57 أى [بشكل 
مكافيء] ‏ [(لات علا - 26 ع (ريع)ا اك 


(0.م) »زر ورتم أن 


إن التطبيق الخطي 3ج جب2:822) المعرّف بواسطة (بر+ عرقرو2 - يبر + ») ع (برر»)5 غبر شاذ. أوجد صيغة من أجل '57. 
8 رغم أن © غير شان إلا أنّه ليس عكوساً لان ل 82 و 27 بعدين مختلفين. [لذلك؛ فإن مبرهنة 4.10 لا تنطبق هنا]. ينتج 


عن ذلك أن “87 غير موجود 


إن التطبيق الخطي تع ب 8:83 المعرّف بواسطة (32-/2 + 2,22 + ن2 + ع2 - با+ ») > (م,لل,*)11 غير شان (مسالة 
0 أوجد صيغة من أجل 81-7 


88 اتضع (رطبة) > (ترز,»)11 ثم نحل من أجل «. ل, 2 بدلالة 8 ط, 6. 


مم2 -براجع 22-6 برجن 
ودج بره +ع أى ومدوع مة3+ ير 
ع م3 - بر2 +2 دم دع 
اتحسسل مسن أجسل «, لإ, 2 فتحصسل على ع5 + طسوق8 د د وز ع3 د ط+ و5 ع بن + 20 س ع 4 إذن, 
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(+208- ,36 8+ه5 ,ع5 + ط- هق-) - ضرع 81 الى نستبدل » له 2 ب 8, 6, »© على الترتيب, فنحصل على 
ا ا ا ا 000 


المسائل 121.10-119.10 تبين أن العلاقة 11 37 للتشاكل التقابني للفضاءات المتجهية هي علاقة تكافؤ, أبي أنها إنمكاسية 
وتناظرية ومتعدية. 
10ظ1 بيّن أن >< إنعكاسية؛ أي أن /1 / من أجل أي فضاء متجهي ل9ا. 
ل إن التطبيق المحايد /1+1 :,1 خطي وتقابلي واحد ‏ لواحد. أي تشاكل تقابلي من أجل أي فضاء متجهي 17 
0 بين أن > متناظرة, أي أنه إذا لاك لا, إذن 7ع نا 


8 لنفترض أن (1> ١‏ وأن 4:11 تشاكل تقابلي. نعرف؛ من مسالة 30.10 أن !8-7 خطي أيضاً. كما أن 8-١‏ 
تقابل واحد ‏ لواحد. إذن, /1+-/) :'47 تشاكل تقابلي, وبذلك يكون 77> نا. 


متعدية؛ أي أنه إذا اح لا و للاح لا, إذن /لاع 87. 

8 لنفترض أن ا 0١‏ و 9ع لا, مثلا (إاجلا:م و 19ج( :© تشاكلان تقابليان. بما أن و © تقابلان راحد- 
لواحد. فإن الأمر يكون كذلك ايضاً من أجل التركيب 657 نعرف. من مسالة 47.10 أن 08 خطّيء لان و 6 خَطّيان. 
وبذلك. يكون 17 ه/1 :68 © تشاكلان تقابليان؛ إذن /لاك لا 


0 تطبيقات في الهندسية, مجموعات محدّبة 
يفترض هذا القسم أن كل الفضاءات المتجهية معرّفة على الحقل الحقيقي 8, 
0 ليكن ؛ى ‏ عنصرين في 7. تعرّف القطعة المستقيمة دآ من ” إلى + 07 بأنها مجموعة المتجهات + 7 من أجل 
!>> [أنظر شكل 1-10]. صف النقطة التي على (أ) منتصف المسافة بين <اى « + 7. (ب) ثلث المسافة بين , 
و +0 (ج) ثلاثة أرباع المسافة بين ا او #+ *, 
ها () نضصع 1/2 *) لنحصل على النقطة *«1/2 + ٠,‏ التي على منتصف المسافة بين ٠»‏ ى س + «. 
(ب) نضع 11/3 لنحصل على النقطة 1/3 + التي على ثلث المسافة من ؛ إلى *« + ١ا.‏ 
(ج) نضع 1-3/4 لنحصل على النقطة 3/4 +7 التي على ثلاثة أرباع المسافة من 7 إلى « + 0 


بع 


شكل 1-10 


المسائل 125.10-123.10 تتعلق بالقطعة المستقيمة بين لاو ا. 
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2 3 التطبيقات 


0 بيّن أن .1 تتكون من النقط + ب - 1) من أجل 1 > )> 0. 


© ليكسن » 
لا ل بح لس 1[ عد بو ع يرل لج برع (بد نا + باع بن] + نا من أجل 1 > 1 > 0. 


إذن جارك 


سوق مسق سسا 138:50 ان افون سسن البقط 


0 بين أن هآ تتكون من النقط نزو - )+ لام من آجل 1[ > > 0. 


ليكن +--5-1. إذنء -). لدينا أيضاً أن 1> 5> 0 عندما 4>1> 0. وبذلك؛ تتكون ,1 من النقط 
دالو - [) + روه نروك سا + ول - 1) من أجل 1 > 5 > 0, 


2.0 بيّن أن بآ تتكون من النقط دارا + “ارا من أجل 


بارا 20< رك 0<ياء 


8 لنفترض ‏ اعد يا+ باء 0< باك 0<ياء إذن 1> 14> 0 ى|)- 1ع يا. وبذلك, 

نال - 1) + باع نياخ 00 وبالتاليء تنتمي ار + 8ب إلى ل (المسالة 124.10). بالعكس. ليكن أي عنصير 
باله -1) +59 فسي .آ. نضع 28 4 وو- إذن ‏ نرا+ لاب ع نازى- 1)+ 97 كماان #1 يا *؛! 
و0>ا و490>ياكء 


90 ليكن ]8:7 تطبيقاً خطياً. بيّن أن الصورة (8)1 لقطعة مستقيمة 1 في /ا تكون قطعة مستقيمة في لأ. 
0 لنفتسرض أن ءآ قطعة مستقيمة بين ١و‏ نا. إذن. تتكون .آ من النقط تيغ + 1,7 حيث ,4و را غير سسالبتيين 
121 ,4د إذنء تتكون (1آ)7 من النقط (لمتليا + ()ظيا > (نايا + 1037 وهي قطعة مستقيمة بين قدا انا 
في لا. 

0 عرّف مجموعة محدّبة. 


18 نقول عن مجموعة جزئية 7 في فضاء متجهي / أنها «محدّبة, إذا كانت القطعة المستقيمة ا بين أي نقملتين (متجهين) 
“© 2,0 تقع بالكامل في <. 
0 هل المساحة المستطيلة 6 في شكل 2-10 (أ) محدّبة؟ 
ل نعم لأن القطعة المستقيمة بين أي نقطتين © 2,0 محتوأة في , 
0 هل المساحة الاهليلجية (قطع ناقص) لا في الشكل 2-10 (ب) محدّبة؟ 
نعم, لآن القطعة المستقيمة بين أي نقطتين ا © 8,0 محتواة في لا. 
90 همل المساحة 2 التي على شكل ا في شكل 2-10 (ج) محدّبة؟ 


18 الاء لأنه (وكما موضح بالشكل) ليس من الضروري أن تكون القطعة المستقيمة محتواة في 2. 


(ج)2 00 ١0‏ 
شكل 2-10 


0 اثبت أن تقاطع أي عدد من المجموعات المحدبة يكون محدّباً. 


ليكن (3:161) تجميعاً لمجموعات محدّبة. وليكن ,0,6 - لا يلزمنا أن نبيّن أن لا محدّبة. لتكن لا © 9,0 
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إذن. ,© 5,0 من أجل كل 1 © 1 لتكن .] القطعة المستقيمة بين < و © بما أن كل ,6 محدّبة: إذن |30 1/6 من أجل 
كل 1©1. وبالتالي. 3 آ. وهذا يعني أن لا عحدّية. 
ليكن 77 فضاء جزتياً في .١/‏ بيّن أن /لا محدّب. 


88 ليكن © ان إذن. 69 نن؛+ نرة من أجل كل 4.126 وبالتالي.ء 6 را + لار) من أجل 
20 يثنا ى 21 ها +,ا). وبذلك يكون /لا محدّباً. 


عزف البَسْطة المحذبة لمجموعة جزثية في فضاء متجهي ل 

8 إن البسطة المحدّبة (1105 لمجموعة جزئية 7 في /ا هي تقاطع كل المجموعات المحدبة التي تحتوي «: [نعرف من 
المسالة 131.10 أن (110 محدّبة]. 

صف البسطة المحدّبة 11 لثلاثة متجهات له *. « في ل 


8 تتكون 1[ من كل المتجهات #ي1 + ايا + تايا حيث 0< 6 1ع بأ + يا باء [هندسياً. تكون 14 هي المثلث الذي 
رؤوسه ناء , * كما موضح بالشكل 3-10]. 


شكل 3-10 


صف البسطة المحدبة 14 المتجهات في 


تتكون 11 من كل المتجهات ولا ولاو + رارغ حيث ‏ 0< را والمجموع ١‏ > نا خبط را. 


لنفترض أن /)1+/38 :4 تطبيقاً خطياً وآن مجموعة جزئية محذبة في ل. بين أن الصورة (706 مجموعة جزئية محدبة في 
لا. 

8 اليكن (7506 © رلاءبن. إذنء يوجد متجهان © © .7 بحيث أن رلا » (500 او يناع (,5)9. بما أن محدّبة, 

إذن كل المتجهسات لاوا + رلاراء حيث 0< راررا 1خ يا +,4» تنتمي إلى #. وبالتساليء تنتمي المتجهات 
نايا + بقارا > (يا)تي! + (للا)ل,؟ ‏ (يلارا + ,)1 إلى (500. وبذلك. تكون (5006 محدّبة. 


ليكن *8+-827: معرّفاً بواسطة (31 + «2 ,برك + 38) > (ل,غ)5. أرجد الصورة (7)5 لدائرة الوحدة 5 في *8. [تتكون 8 
من كل النقط التي تحقق 1 ع 2+ 2م 


3# نضع. ره ع (بررراط 


ماع برك + و3 
( ,ى) > (برق + ع2 ,يرد + ع3) أو عم 


شحلٌ من آجل *. ولا بدلالة », ) فنحصل على 50+ 38- -», 28-36 > تلا. نعوض في [ 2+7 فتحصل على 
اع تزه + و42 - 132 إلى 1ع 3402 + برمج4 - 13:2 وهي صورة 5 تحت 5. [لاحظ أن (1)5 قطع ناقص (إهليلج)] 
أوجد قبل الصورة 87١)5(‏ من أجل التطبيق ‏ في المسألة 137.10 ودائرة الوحدة 5. 


نضع (,8) > (1)*,9 حيث 5 ©(,98). أي حيث 3-1)+42. تحصل على 5ج ترو+ يرق )2ر3 +22 
التعويض في 2-1)+ 52 يعطينا 1ع 242 + بو42 + 13:2 وهي (2-1)5 [لاحظ أن  57005(‏ قطبع ناقص 


(امليلج)] 
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المسائل 141.10-139.10 تتعلق بالتطبيق الخطي 120ج-*2 :© المعرّفة بواسطة 
(32 بر ,22 - بر بج + بر+ ع) - زع رلا ,© 
وكرة الوحدة ,5 في 2 التي تتكون من النقط التي تحقق اع ترب ورتير 
90 اوجد الصورة (,0)5 لدائرة الوحدة ,5. 


88 انضممع. (ارق2) > (رلار)0: 


م دج بمبربوع 
0 ,هم ع (ع3 - بر ,م2 - بروج + برج عم أى عم -22درر 
م -مة-بر 


نحسل من أجل «, لإ, # بدلالة :: 5 ) لنحصل على 36+ و4 - - ين ]38-2 نل 2-8-4 نعوض قسي 
2-1 + 2+ 2 فنحصل على 1ع 02- و + 202 - و3) + 302 + و4 - ), 1 د )14 + بو8ة - جرم + تو16 + ورق - شن 


أى لع ش14 + جبر38 - يرن + 7ر26 + برق - ذير كلاهما (ي6)8. 
0 اوجد قبل الصورة (,71)5 © لكرة الوحدة ي8. 
8# نضسع (0,ى,؟) > (#رلا,:) 0 حيث ‏ رع تاركلا أي حيث ‏ 021+ 12+82 فتحصل على +ص 2+ برجن 
وع نه ,32-6 -لا. نعوض في 2-1 +2 +12 فنحصل على ١‏ 32(2 - /) + 22(2 - بن + 2ج + برج «) أو 
ها + عيرق - و2 + تر + و2 + 2ع وهي قبل الصورة (,5)! 6. 


90 أاوجد قبل الصورة (7'014 0 حيث 1] المستوى 32-4 - 22 +« 
اتضع (ابى) > (رلا)0 حيث 25-31-24 +4 تحمل على :> ج + نز +« 22-5 دل 
نعسوض في 3-4 - 268 +6 فتحصسل على 4- (32 - )3 - (22 - )2 + زع + بر+ <) أو 12224 -ير وهي 
(1'-6. [لاحظ أن (67101 مستي هو أيضاً] 
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الفصل 11 
فضاء اك التطميقات ١‏ 


1 عمليات التطبيقات الخطية 


14 عَرّف جمع تطبيقين خطيين. 
عه لنفترض أن 0 +18 :م او اجدالابى تطبيقان خطيان لفضاءين متجهيين و لآ وق حقل 12 تعرّف المجموع 
0 +5 بأنه التطبيق من 7 إلى ا الذي يقرن (60 + 800 يكل 0 © 90 أي أن (000 + (50 > (م)زه + ©), 
1 بين أنه إذا كان /] 8:17 او /) ج7:© خطيين, فإن © + 8 يكون خطباً. 
قا لديناء من أجل أي متجهين 8 © .نا أي سلّميين 1 © 8.5 أن 
(سط +مم)0 + مط + سما - زرط + مم)(ت جم) 
كا + (م) 6ه + زس)"م + (ن )م ع 
((م)0 + (م«)م)ط + ((س)0 + (ن)7)م - 
0)(© + اط + (ن)(0 + م)م - 
وبذلك, يكون 6 + 5 خطياً 
1 ع عرّف جداء عدد سلمي وتطبيق خطي 
للا لنفترض أن /8+8:# تطبيق خطي لفضاءين متجهيين 7 و لا فوق حقلٍ ؟1. نعرّف من أجل أي عدد 6 © ك, 
الجداء *1! بأنه التطبيق من ١/‏ إلى 'ا الذي يقرن (1800 بكل ٠‏ © 0/0 أي أن (500عات (/890م) 
4.11 بيّن أنه إذا كان /14ه 4:1 فإن 18 يكون خطياً 
ل لديناء من أجل أي متجهين " © «, وأي سلّميين 16 © طرة: 
(سارع لاط + زم)رطع)ه - جس )اط + (تعله - زرط + زس)طم )م > زسط + سم)عم - زووط + مه) ع ) 
وبذلك. يكون 8 خطياً. 
المسائل 18.11-5.١1‏ تتعلق بالتطبيقات الخطية 80 م80 بصم, 80+87 0 87 8:82 المعرّفة بواسطة 
(2 + 251) ع ترج" (رمه ا م > (عرررو 6 الى ون د زررولا 0 
1 أوجد (7+6(0) حيث (2,3.4) در 
له (2,10) ع (قية-) + (4,7) د زكرة,6)2 + #رقي2)" د رعو + (مع ع زرة + م 
61 أوجد (38(0) حيث (2,3,4)-< رن 
1# (12,21) > (3)4,7 د بكرق38)2 كه زوهة د راطنق 
5.11 أوجد (50(08 --28) حيث (5.1.3) داس 
ةا (10,3)ع زكسروات) + (20,5) > (5)2,1 - (2)10,4 د (3,ا,50)5 - (3,ل,25)5 ح 506 - زس28 - و35 - ترق 
1 أوجد صيغة من أجل 6 + 75 


لا (8+ 2ك - ,3 ع (لزرع - عن + (2 + )ع زم رلاى»)ن + (ترل ع" د زر روز جاعم 


1 أوجد صيغة من أجل 37 
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10,11 


1111 


111 


1311 


1411 


15,11 


1601 


111 


1011 


1211 


2011 


21,11 


22.11 


فضاءات التطبيقات الخطية 
8 (32 + و3,ع6) ع زعرر,3)2 ع (مرلز, )3 ع زج نزى)(35). 


أوجد صيغة من أجل 28-50 


ل (« ,ع - )5 - ( + بر بجة)2 > (2 ,رن ,)50 - (2 ,ل ,21 > (2 , ,)(©2-5) 
(22 + بر3- ,يرك + ير-) > (يرك- ,52 + يرك-) + (22 + :2 ,48) - 


أوجد (410509) حيث ‏ (4ر2,3) > 0 

© (4,) ع (7,ف)ظ > ((4ر11017)2,3 - (ز از ع (رط01). 
أوجد صيغة من أجل 14*8. 

1# انرمع + باد رمج و1102 0100000000 
أوجد (110(00) حيث (2,3,4) > ال 

3,2 ع ز23-)1! > (ز4رة,2) )11 > ((1)00آ - ()(3"0). 
أوجد صيغة من أجل 6"فل. 

8 ري يريو ع زبررم - 110 ع (زت, ,)11 د ورر,)(13*0). 
أوجد صيغة من أجل 14+ 5. 

8 14+ 85 ليس معرّفاً لأن نطاقي ” و ]1 مختلفان 

أوجد صيغة من أجل 0*8. 

8 098 ليس معرّفاً لان النطاق المصاحب ل © ليس نطاقاً ل 6. 
أوجد صيغة من أجل 511. 

ا ا ل الكائلئكة 

أوجد صيغة من أجل 14914 > 12!. 

8 ريع ك و11 ع رزن»)1)11! - ,)112 بمعنى آخر, 1 - 112 هو التطبيق المحايد على *8. 


المسائل 28.11-19.11 تتعلق بالتطبيقات 87ج 83ب 6887 و82 ج87 :, المعرّفة بواسطة 
(2 + عن د زمربر,)8, را -«ب22) > (لا,)6 («2,ز) ع (بل,»)11 والمتجهين (1,5-,4) > لا وى (!,3,4) > ن. 


أوجد (/6+0(00). 


ل (9,14) > (10,5) + (1,9-) > (1,5- ,6)4 + (1,5- ,1)4 > (ه)6 + (م) ع (ن)(© + 8) 


أوجد (0()90 + 8). 


(زترم » رلك ,2) + (4ب4) > (ارفرة)0 + (3,4,1)" ع (بو0 + (ن)ة] د رس)زه + 8). 


أوجد صيغة من أجل © + 5. 


مه (ج2 ل برح ج222 + ب ع زر - بعرم 2) + (ه + عرل) ح زمر رر »)0 + زم برىج)ظ ع (ربر, )60 + 06 


.)10(0(  دجوأ‎ 


2# (2-,9) - زو 11-1 ع ززكرا-,4) )فز ع (زبعم)يا ع زبر “4 
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2411 


251 


2611 


11آ2 


23.11 


25,11 


30,11 


31001 


2301 
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أوجد صيغة من أجل (2,2 + «) ح زد + عررعكا > ززرر,ح)1)88] د زمر رر) زا 

أوجد (1"0()8). 

(فراح)ك زتره (زا,4رة) ماك - (زبوىن)طا رعرو كين 

أوجد صيغة من أجل 1*0]. 

2 عبرت ع د زر - )1 د (لفير 6 )1 د وبري رتيل 

أوجد صيغة من آجل (0 + )110 

نستخدم المسألة 21.11: 

(42 + برق + بر - 26) ع زهج بر «قرمة + راز د (زمروى)(0 + 1))8ا ك (مررر )0 + مكيل 
آوجد صيغة 81*30 + 1408. قارن بالمسالة 26.11. 

88 نستخدم المسالتين 23.11 و 25.11: 


(42 + رقي + ار - 22) د (يقرر- ين + زوت,ع + ع فمرزى)(01”0) + زم لجر" د وبررويوروعير ب ميل نجد, | من 
المسالة (26.1, أن 210 + #كترد رن + صوديل 


أوجد صيغة من أجل 118]1 - 812 
8 (2,22) د !> زمارد زروثير 
مبرهنة 1.11: لتكن لا, لا, /0ا فضاءات متجهية فوق 2!. وليكن '7 ار 8 من / إلى آ, وليكن 6 ى '6 تطبيقين من 


لا إلى الا؛ وليكن 1 © إذن () 0 + تام د كتج 8)8 6 (نن طعاو بج معو اد عزن + و)ر 
11 (عل)كن ع #كزمممع ع رركن )عل 


أثبت () في مبرهنة 1.11[: '*ن + "0 - ركم + تز)عن 

8 لديناء من أجل كل 37©؟, أن 

(90) 008 + 018 ع زبوز607) + (بعجع"0) > ررم مين + ((0)80 ع ززم '" + ()")ن عزز5" + تلمممع ررم + مومن) 
بما أن (657(0 + 6*8) - (5(()0 + 00]8) من أجل كل لاع بر إذن ‏ "0*0 + تزتن اص زم + ج)*ن, 


أثبت (11) في مبرهنة 1.11: 


(01()0 + تاكن) ع (بعزمتق) + 677(00) > (()"])'6 + ((تل)ت > ((0()8 + )ع زوزم "00 + 6)). مسن أجل كل 
لات« بماأن (0(*ن + #"ني) ع رعرع "(0 + ج)), من أجل كل © اد إذن: 007 + قن اس م9 + 0). 


أثبت (11) في مبرهنة 1.11 (6)67 - 68م د رتوتو )ل 
58 أديناء من أجل كل لاع ٠‏ أن (0"*مما > ززم 6) 60م ع ززر))م )م د رؤزكن )ماد (مررصعو)م 
و )0650 > ((000030 > 606700 >  )6)00(((‏ (6*2(0)م ت (0)680(00). ينتج عسسن ذلسستكك, أن 
02019 د #ثزم») - زتركم)مر (نؤكد هنا على أنه لكي نبيّن تساوي تطبيقين, علينا أن نبين أنهما يقرنان نفس الصورة بكل 
نقطة في النطاق) 
لنفترضص أن ,#.....ر/,,8 تطبيقات خطية من , إلى ن1. بيّن أن 


ليه ++ (اكرثقية + ( ريه > (00ل*ي2+ ...+ ركرة + رظرة)ء من أجل أي سلميات ‏ يفر...ريفيه وأي ‏ 217 ب 


8 بما أن ,ظره, ()رلرة - (2,(00). فالنتيجة صحيحة من أجل 0-1. إذن, نحصل بالاستقراء, على 


() يليه جل (لكياية + (لرظرة > (ليثلية خط يكلية) + 090ل رظرة) > (00ليظلية حلط يليه + رأره) 
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8 [] فضاءات التطبيقات الخطية 
4 الفضاء المتجهي للتطبيقات الخطية 
مبرهئة 2.11 ليكن الفضاءان المتجهيان لا و (1 فوق حقل ك5. إذن, يشكل تجميع كل التطبيقات الخطية بعمليتي الجمع 
والضرب السلمي أعلاه فضا متجهياً فوق 12 
ملاحظة: يرمز عادة للفضاءء. في مبرهنة 2.11, ب (لآ,/ا)8100. [حيث أشئّقت 1100 هنا من كلمة تتشساكل/ 
«وزطم:ه11000]. إن إثبات المبرهنة يختزل إلى تبيان أن (لآ,/110709 يحقق الموضوعات الثماني لفضاء 
متجهي [قسم 1.7]. في البرهان [المسائل 40.11-33.11] ترمز ل 6, 11 إلى عناصر في . (810001:11 او 6 2 6 
ترمز إلى سلميات في 1]. 
1 أثبت أن (ل,/ا11080 يحقق [/ث4]: 10+ 0) + عم د زر+ رن + 6). 
1# لديناء من أجل 7©9, أن 
+ تل د زعرقا + 0) + زمتاك (زبكط + (0) + زمه د زعلا + (()0 + (ط د (بعل! + (ز0 + 6) د زا + (0 + 15 
(8((0 + 6). وبذلك. (1( + 6) + 8 > 11+ (© + ©). إذن, تتحقق [رف] في (لا,لا)5ه1!. 
1 اثبت أن (لا,/1100)0 تحقق [رلىْ]: يوجد عنصر صفري 0 بحيث أن 8 > 0+ ظ, 
18 ليكن 0 يرمز إلى التطبيق الخطي 0-()0 من أجل كل ا ©0. إذن لدينا من أجل كل 1 ©؟ 
(5 ع ل+ رمم ع رمن + (ن" د نز + ©). بما أن 800 - (0(0 + 5) من أجل كل 83 ©/, إذن 8707م 


1 أثبت أن ((لا,/110:)1 يحقق [ي8]: من أجل كل ((,/ا11000 © 5, يوجد عنصر (لا,1]05:1 © 8- - بحينث أن 
0د سمدم 
ليكن 8#- التطبيق 1(7-). إذنء من أجل كل 17 © ,, 
0ع لع زمه - لاه رعكرت-) + راد رززز-)+ م) د رورجم 
1 أثبت أن (لا,لا)صوط يحقق [ي3]: 85+ 0- 0+ 8 
الدينساء من أجل كل لاك /, أن (17(0+ 6) - زط + (0)0 - ()0 + (0)" - (0(0 + 8). وبسالتالي, 
عجود عقر 
1 اتثبت أن (ل,/11000 يحقق [01]: 60 + علذ ك (0 + )ل 
لديناء من أجل كل © أن 
لو + مين د رورم + و7 د زعو + نك - ززوه + (7]ك ع [ز)ز0 + #)]اع (0(()0 + 18 وبذلسك 
مع من د رن + عع 
1 أثبت أن ((لآ,/ا)1102 يحقق [ي30]: © + ظله > زط + 8) 
8 الديناء من أجل كل 7617 أن 
)7ط + قم > ززم + (وزتله) د زنط + (متلدك [زمتطإزط + ه) > ()رظزط + ه). وبذلك 68+ و ترط + 6. 
1 أثبت أن (لآ,/ا)ررهك1 يحقق [ي81]: (08) - #(طة). 


© الدينسا من أجسل كل لاجم أن (0((ظط)ه) > [(ب0(0)]ه ع ((0ظمعة > [(8)0](طه) > ()(#زطة). وبسذلك 
رعم)ة - #زطة) 
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1 أثبت أن (1408007/0 يحقق 31د ع 18 
4ه لديناء من آجل كل © *, أن (500 - [(ع8]! > (15(0). إذن 2ع مل 
المسائل 46.11-41.11 تتعلق بالتطبيقات الخطية 182 ه87 بم 82ج اج بن 82+87 :م المعرّفة بواسطة 
ا(باع ورم + بروج ع« د (زربو)ظل (ا+ ,2 + 25) > (رلزى») ,6‏ (ر2) ع ( لم11 
1 إلى أي فضاء متجهي (إن وجد) تننمي 8, 6, ور 11> 
© تنتمي #. 6©, 14 إلى (1400)187,82 لأنها تطبيقات خطية من 87 إلى 82 
1 أوجد صيغة من أجل 0+ 85. 


8 زر + ,م2 + برج 3) > زر ورج + :2 + (+ عت + وخ ع) ع زعرلزى»)6 + (مررىى)5 د زيرزري)زن امع 


1 أوجد صيغة من أجل 14+ 5. 

8 (يراج يرن ع برج ع > (ادرن21) + زيرح ورم + برح ي) اع (ربزى») 1ك + (قرلا»)5 كت زربررو رق م 
1 أوجد صيغة من أجل 057. 

ها 0*8 ليس معرّفاً لآن النطاق ‏ المصاحب ل " ليس نطاقاً ل 6. 
1 أوجد صيفة من أجل 281 + 36. 

0ه (ا3+ عكروة + بره + م6) ت ورر2)2 + زرح عت + 302 د (ترررر 2 + (لرئز300 ع زترلري 21 ل 0ق 
46,11 بين أن 5, 14:6 مستقلة خطياً [كعناصر في الفضاء المتجهي ([./1009]]. 

8غ نفترض أن 

9 - لل + مم + عرو )2 

مدن لجسلل سلنيسات 16 ع.اءة. [0 هنا التطببق الصفري]. لديناء مسن اجل 187 6 (1,0,0)ه بع أن 

( + ط+ ه26 + ه) > (لي0)ء + زار2عط + زار )د ع (0,0,ل) تزع + (0,0,ن)هط + (0,0, أ)تطمك م)زللء + ممه قم) 

و  )0.0(‏ (ع)0. إذنء وبسبب (1)) يكون (0,0) > (ع+ ط+ 20,4 + 4), وبذلك 


مع ب مجع 5 0ع م2 جه 22 
وبالمثل من أجل *0,1.0(©7) > ره. لدينا 
(0,0) ع نرة)ف * (ط + قع2 جه ح (2,0)ء + (ل,0)ط+ (لرلكة ع (0,1,0)للء + (6)0,1,0ط + (0را,0)طه د زرم) قله + مج قم) 
إذن 
0د مجة 5 0ع ع2 جه )03 
نستخدم (2) و (3) فتحصل على 
0و6 0م 8-0 4 
بما أن (1) تقتضسي (4). فإن التطبيقات 5/, 181.6 مستقلة خطياً. 


مبرهتة 3.11: لنفترض أن « - لا «ذل إى هع لا «رللن. إذن مم ع (لا,لا)صملظ مأك 


1 أتثبت مبرهنة 3.11 
8 التفترض أن( لالى 49‏ قاعدة ل لا ى الاك قاعدة ل (ا. نعرف. من مبرهنة 1.10, أن تطبيقاً خطيا في 
(61001.10 يتحدد بشكل وحبد بأن نفرن إختيارياً ناصر في لا بعناصر القاعدة ,< ل /ا. نعرّف 
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261 


4911 


50,11 


«را اطع قرس ماع (نا ,لا)سمقع رك 


ليكون التطبيق الذي يحقق إن - 8,8 و0 - لل«)ي5 من أجل #3 . أي أن بي يطبق , إلى رلا ويطلبق بقية ال ٠‏ إلى 
0. لاحظ أن (,15) تحتوي تماماً 08 عنصراً؛ وبالتالي تكون المبرهنة مثبتة إذا بينا أنها قاعدة ل (ل1805019,1. ٠:‏ 


إئمسات أن ( ,43 تولّد (0/)سده: ليكن ‏ ([,/40009! ع 5 ولنفتسرض أن يل« > (ربارارى 8ع لقي/500. بما أن 
© 00 فهى تركيب خطي لل ن؛ مثلاً 

6 © يه ,9 ...14> ل تايمك +00 + وطيرة + رافبيه حت لاا لك 

ننظر الآن في التطبيق الخطي ‏ © ب2 

3 


(نا,لا)دوط يكون تاماً إذا نحن بِيّنا أن 6 :5 


- 26 بما أن 6 تركيبة خطية في ال رآء فإن برهان أن (ن1) تولّد 


نحسب الآن 000 ,....[ دط. بما أن 0- 600 من أجل #1 على ا بنا ع للاأي,. إذن 


وشلبيي 004 ++ ياقيية + اررق ع" رلئيو يل 
م 


سايظييه زث - (رسارقره به يق - (رماه 


إذن» وبواسطة (1). > 600 من أجل كل 6. ولكن ,"ا > 500 من أجل كل 6. ينتج عن ذلك؛ من النظرية 10.!, أن 
© -5؛ وبالتالي (ن5) تولك (0ا,)0ط1. 2 


إثبات أن (/15) مستقلة خطياً: لنفترض أنة, من أجل سلميات © © به, 


إذن من أجل «ار! > عابي“ 


ولي ٠004‏ + ولاجية + بكلرية + بكئيوة ب2 * (ر8ارطليرة بثر > (رتارلريه لق يق * (يه)0 92 


ولكن ال ,نا مستقلة خطياً؛ وبالتالي؛ يكون لدينا 0 > .ي4, يه 0غتبية. من أجل 0...! >8 بمعنى آخر؛ كل 


ال 0 > يه وبذلك تكون (157) مستقلة خطياً 
إن (ي5) قاعدة من أجل (100)1,]0 وبالتالي. هس > (نارلا) مرولظ ساك 

أوجد بعد 87,223)مملط!. 

اق بماأن 3- 87 مك 82-2 «ذك. يكون لدينا [مبرهنة 3.11] 6ه 3.2 ت ((8100)57,82)سمال. 
أوجد بعد (7,22©)مو. 

08 *© فضاء متجهي فوق ©, و 82 فضاء متجهي فوق 8؛ وبالتالي, فإن (1100)©7,82 غير موجود. 
لننظر إلى ٠-67‏ على أنه فضاء متجهي فوق 5. أوجد بعد (14050)1/,8:2 
© إن 2© >-لا, باعتباره فضاءً متجهياً فوق #, له بعد 6. وبالتالي [مبرهنة 3.11], 12 > 6.2 ع كه /ا)صه1])ما. 


1 حبر التطبيقات الخطية 


5.141 


يدرس هذا القسم الحالة الخاصة للتطبيقات الخطية 7< 3:9 والتي تسمى أيضاً «المؤثرات الخطية» أى «التحويلات 
الخطية» على /. وسوف نكتب (/8)7, بدلاً من (/110:307.0, من أجل فضاء كل هذه التطبيقات. 


عرّف جَبْراً وجبراً تجميعياً فوق حقل >1 
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089 نعرّف «جبرأء 4 فوق حقل ©! بأنه فُضاء متجهي فوق 16 معرّف عليه عملية ضرب تحققء من أجل كل 4 © 5.0,14, 


وكل 816 
11 + تاو ع #زهز + ن6) و لف ب كوا الات يعافا 22 
(ط0)6 - مرون د )1 2( 
وهي قوانين التوزيع. إذا تحقق قانون التجميع أيضاً من أجل الضرب: أي 
1زم" د برزرمع) َك 
من أجل كل © 5,0,11. فنقول أن الجبر 4 «تجميعي». [إذا تحقق قانون التبديل أيضاً من أجل الضربء أي 
نان د ور زلف 


من أجل كل 4 © 5,6 فيقال أن الجبر «تبديلي»]. 
1 بين أن (/8)9 يمكن أن ينظر إليه على أنه جبر فوق الحقل التامنة 2 


8 إن التركيب 0*5 لتطبيق خطيين (8)9 © 5,6 معرّف وخطيء وينتمي إلى (/8)9. نعرف, من مبرهنة 1.11, أن عملية 
التركيب تحقق الخواص في المسألة 5!.11. وبذلك, يكون (8019 جبراً فوق 15 بالنسبة لتطبيقات التركيب؛ لذلك, يسمى 
غالباً «جبر المؤثرات الخطية» فوق .١'‏ [سوف نكتب 68 من أجل 6*5 في الفضاء (/409]. 


1 نقول عن جبرٍ 4 بآن له «عنصراً محايداء ! إذا 8- 2.1 - 1.5 من أجل كل 4 6 8. بيّن آن ل (/4)19 عنصراً محايداً. 
88 إن التطبيق المحايد ماج4:8 ينتمي إلى (800. كما أن لدينا 17-7 ]ل من أجل كل (/809 © 8 وبذلك, 
يكون التطبيق المحايد 1 عنصراً محايداً من أجل الجبر (07/ 

1 أي من الأعداد الصحيحة التالية يمكن أن يكون بعداً لجبر (41 للتطبيقات الخطية: ك5 9 18, 25 31 36, 44, 64 88, 
500 


8# لنفترض أن 8 /188ه. إذن 
ل زلا)ى, أي 9. 25, 36, 64 100. 


> ((/8)1) «ذق. بذلك؛ وحدها الأعداد الصحيحة المربعة التي يمكن أن تكون بعداً 


1 ليكن 7 عنصراً في (809. عرّف القوى ...72,77 للتطبيق الخطي 7 
88 بما أن التركيب هو عملية الضرب في (/ا)4, فيكون لدينا 72 - 72 .723-7672072 
المسائل 61.11-56.11 تتعلق بالمؤثرين الخطيين (8)82 © 5,7 المعرفين بواسطة (#رل) > (ر,:)5 ان (00) > (بز.»)1 


1 أوجد صيغة من أجل 7 + 8 


ها قيرع د نر4) + رو ع زرري؟ + ريق ه زري0(؟ + 5). 
1 أوجد صيغة من أجل 25-37, 

8 (مسرير2) ع 300 > زور ع زبر,)371 -. (ررى)25 > ,»)3 - 25). 
1 اوجد صيفة من أجل '57. 

0 ع ,)5 ع (زن)50 ع زروى61). 
1 أوجد صيغة من أجل 18. 

قل (ر,0) > («,)7 > (زو»)1)5 ع زوم)(5. 
1 أوجد صيغة من أجل 57. 


1# .»)ع )58 > ((بر.:)58)5 > (نز,)57. لاحظ أن 1 52, هو التطبيق المحايد 
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20111 


221 


232311 


411ظ6 


62511 


26601 


622.11 


62611 


6262.11 


7011 


1011 


211 


أوجد صيغة من أجل 12 
(0,0) > (,1)0 > ((ز,»)7)7 - ربرن»)12. الاحظ أن 12-0 هو التطبيق الصفري. 

المسائل 64.11-62.11 تتعلق بالمؤثرين الخطيين 8)82 © 5,7 المعرّفين بواسطة (0,5) > (,)5 او (0, > (لإى)ل. 
"0 زيية 


(0,0) > (7)0 > (زر.)7)5 > ,1557 بما أن 75 يقرن (0,0)-0 بكل 22 © (ل,*), فإنه يكون التطبيق 
الصفري: 0- 1718 

بن ان 0ه 

8 00) > (0,»)ة > ((ر3)1 - ()(51). مثلاء 0,4) > (57(04,2). إذنء 510 الأنها لا تقرن (0,0) >0 
بكل عنصر في 82 

بيّن أن 12-4 

زع - (0») > (7,0 - ((ز7)0 - (ن)*17. وبالتالي» 12-7 


المسائل 70.11-65.1١‏ تتعلق بالمؤثرين الخطيين 8)82 © 5,1 المعرّفين بواسطة (0,+«)- (ن»)8 
بو-) > )1 


أوجد صيغة من أجل 7 + 8 

18 ورم ع روررن-) + زمري + ع > (بررج)؟ + (رو,)ة > 10 + 6. 
أوجد صيغة من أجل 33- 55, 

قر + ع5) > زرقبرررة) + (0ربرك + «ك) > (جر-)3 - (0رلز+ يك ع (ز370 - (ل,:)5ة ع (ر,)(3 - 58). 
أوجد صيغة من أجل '81. 

3# (0رير- ع د ور ح (زبرى»)])ة د زبل61(0). 

أوجد صيغة من أجل 18. 

1# زب + ير0) > زمر + )10 ح (زر)5)؟ > زبرى:)(3). 

بيّن ان 52-5. 

(ررحة ع زمره )م (ورر+ 3 - ((س:)3)8 د (5. إذن, ‏ 82-5 
بين أن 52-1, حيث 1 المؤثر المحايد. 

© لووك د زم- د (رسيد) د ]د (زو)1)1 د و1 إذن اس دخ 

لتكن حدوديةٌ "بره +...+ ثيه + عره + رة > (0)م فوق عاء أي أن 16 © ,4. عرف المؤثر (1)م حيث ‏ (07ث3 © '1. 

88 يعرّف المؤثر (7)1 بواسطة ”2,1+...+ خيه + لبه + آية > (5)م. [من أجل سلمي © عل يرمز غالباً للمؤثر 11 
بواسطة ٠‏ فقط]. لديناء بشكل خاصء انه إذا 0 > (05م. التطبيق الصفريء فإن 7 يقال عنها أنها «صفر» الحدودية 000 


المسائل 77.11-72.11 تتعلق بالمؤثر الخطي '1 على *8 المعرّف بواسطة (49 + «قر2 + ع) > (ز.ع)7. 


أوجد صيغة من أجل 12 


8 (برة + عدة, ب2 + :)1 ع ((ثز ,:7)3)9 > ذم ,220 
(ر22 + مدقا ,بر10 + جر - إزبرة + عرة)4 + (بو2 + )3 ,نيه + 2)3 + (تر2 + ع)] - 
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11 أوجد صيفة من أجل 73 


5 (22 + دكا ,ج10 + 77 ع (بر ,)112 
(1182 + 81 ,برفك + ع37) ع [(ر22 + ع4)15 + (بر10 + 301 ,(بر22 + .15 )2 + (بر10 + عر 


11 أوجد (1)1 حيت 4 + 2يرة - ترك م1 
8 لديناء تعريفاً إن 41 + 52-37 - (1)5 إذن 
<١‏ بحالة + (ر .)31 - زر ,77 - زر ,)(41 + 37 -. *37) د زر ,)ال 


(ة ,ند4) + (12 - بر9- ,بر6 - يرقك) + (بر22 + يكل ,بر10 + :د1) - 
(140 + ع ربرة + جة) - 


1 هل 7 جذر ل 4 + :3 - ترك رى؟ 


8 الا لآن (40 ليس التطبيق الخطي. 


41 أوجد (5)ع حيث 2 - ع5 - 22 د (و)ع, 
(9 21606 - (ز ,530 - (ر ,)72 - بر ,ع)(2 51 - 72) د زر ,)م 
(0,0) > (بر2- ,2-) + (ر20 - د15 - ,بر10 ١‏ برك-) + (بر22 + 15 ,بر10 + 7) - 
1 هل 7 جذر ل2 - وك - تيرك )جو 
ل نعم؛ لآن 0 > (8)1, التطبيق الصفري. 
1 ليكن 2:88 معرّفاً بواسطة (0,5,9) > (2,لا,7)5. أوجد (1)1 حيث ‏ 1+ <ك (1)0. 
1# 2+ ولاج عع (عرررى» + (رى0) > يورا + 0 د وروز 
1 بين أن ' في المسالة 78.11 جذرٌ ل *< > (00)م 
ها (0,0,0) > 50.4 ع (رع0) عه (تررن*5. بماآن 55-0, إذن © جذر ل" - مام 
المسائل 82.11-80.11 تتعلق بمؤثر خطي 28 في (4)1 يحقق 57-18 [مؤثر مثل هذا بصطلح عليه ب «إسقاطه] 
1 لتكن لا صورة 5. بِيّن انه إذا لآ © ناء إذن ن > (ل)8: أي أن 85 هو التطبيق المحايد على نا. 
لها إذا كان لا 6ن صورة 15 إذن لا> (8500 من أجل قيمة ما 21 9. إذن وباستخدام 8628 تحصل على 
لمق د ((7)ق)8 ع (عتق اه (/)8 عبد 
5-1 بين أنه إذا 1 فإن 5 يكون شانذاً: أي أن 0-(5800 من أجل بعض 0غ بد 
0 إذا 1 8 فيكون لدينا 5000 من أجل بعض لاا © «ا, حيث نا 7. وبالتالي. [1 6 لا (حيث نا صورة 
8)- وبذلك ع (ن)ظ. إذن. 0ه ناسنباع ()8 - 800 - (ن - 200 حيث ‏ #0 باس بن 
1 بين أن 17© 37-1 حيث لا صورة 8 و ١9‏ نراة 8. 
8 نبين أولاً أن 19+ لاع لا ليكن 8617 نضع 800 - نا او (80 - رع ود إذن, 
بج يع (ب)8 سس بره و86 سب لدينا من التعريف. أن (800+ ا في لا (صورة 5). نبيّن الآن أن ٠‏ يننمي إلى /لا 
(نواة ظ): 
0- (ماط - (ساط - (س)*ظ - رساك > ((م)ظ - ماق ع (م)ظ 
وبذلكء © «. وبالتالي. 37+ ناح لا 


نبين في الخطوة التالية أن (40 - 61 ا. ليكن املاع ,. يما أن (ا ع« إذن 8000-7 بماان الاعا بر 
إذن 800-09 وبذلك. 800-09 م أي أن (0)ع امنا 
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5311 


5411 


5511 


5611 


5711 


5281 


59.11 


5011 


51.11 


52211 


23.11 


52411 


525.11 


الخاصيتان أعلاه تقتضيان ‏ /1© 0 > ل. 


المسائل 87.11-83.11 تتعلق بمؤثرين خطيين ,8 و 8 على قضاء متجهي 177© 37-1 معزفين واسطة ه > (0)ر8, 
«- زر حيث «اج ندم لاعس للاع ور 


ميّن أن ,8 د خظ, 


8 من أجل كل #ا+ لاك ا في 7 (م),8 دمر > (0 + بارظ - (نارظ - ((مإرظ)رظ -(87)0 إذن ر8 


مين أن رك > ث8 

8 من أجل كل «ا + ناك م في 37 (مايظ - سر+ (مر+ 0)يظ > («)يظ > ((سارظارظ - (0)شه إذن رك د وق 

بين أن 0 > يقار 

8 من أجل كل + باك 0 في 07. (00 -0- (سر+ 0), > («ظ > (دارظكرك إذنء 0- يرقا 

بين أن 0 - ركرية. 

8 الدينا 0-000 - (0 + نارظ > (لارظ ع () رار من أجل كل 0+ نات 7 في ل إذن 0- رظرء 

بين أن 1س ر8 + رللء 

8 لدينا (1)0 ع برح ب + نع (ارع + (ب8 > («)ليظ + رظ)» من أجل كل اللا + ناع با في ل. إذن» ]» يظ + رق, 
المسائل 91.11-88.11 تتعلق بالفضاء المتجهي لكل الحدوديات الحقيقية (في ). 

هل يكون !ا جبراً فوق 58 

١ 1#‏ يكون جبراً. تحت عملية الضرب العادية للحدوديات. 

هل /ا جبر تجميعي؟ 

8 بما أن عملية ضرب الحدوديات تجمعية فإن 7 يكون جبراً تجميعياً 

هل /ا جبر تبديلي؟ 

بما أن عملية ضرب الحدوديات تبديلية أي أن (00()ع > (5)0(80 فإن لا يكون تبديلياً. 

هل ل لا عنصسر محايد؟ 

18 نعم؛ الحدودية الثابتة 1 > ()5 عنصر محايد من أجل 9. 

المسائل 95.11-92.11 تتعلق بالفضاء المتجهي 16 لكل المصفوفة المربعة -5 الحقيقية 

هل 314 جبر فوق 98 

#ا يكون 14 جبراً. تحت عملية ضرب المصفوفات. 

هل 71 جبر تجميعي؟ 

88 نعم, لأن عملية ضرب المصفوفات تجميعية. 

هل 14 جبر تبديلي؟ 


1# إذا 1< 5م, لا يكون 86 تبديلياً لأنه توجد مصفوفات 14 © 8,8 بحيث أن 848 * 88. 


هل ل 84[ عنصر محايد؟ 
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18 المصفوفة المطابقة 1 هي عنصر محايد من أجل - 18 - الث, من أجل كل 41 © 8 
1 بين كيف يمكن جعل أي فضاء متجهي ل جبرا 


نعرّف 0خ انا من أجل آي . لا © لارنا. إذن. يكون ا جبراً. 


1 المؤثرات العكوسة 
1 عرّف مؤثراً عكوساً في (/4)9 الذي هو تجميع كل التطبيقات الخطية من ؛ إلى 3 
8 تقول عن مؤثر خطي 17ج/8 :2 بأنه «عكوسء إذا كان نه معكوس. أي إذا وجد (8)0 © 7-١‏ بحيث أن 
لوي يري 
مبرهنة 4.11: يكون مؤثر خطي /1+-/7:1, على فضاء متجهي منته البعد. إذا وفقط إذا كان غير شان 
9811 أثبت مبرهنة .4.1١‏ 
لكا يكون 7 عكوساً إذا وفقط إذا كان واحداً- لواحد وفوقياً. وبذلك. وعلى الخصوص؛ إذا كان 7 عكوساً فإن وحده 
لاع0 الذي يمكن أن يطبق على نفسه. أي أن '' غير شاذ. نفترض. مسن جهة أخرى. أن 7 غير شان أي أن 
(0) > 6017كا. نعرف, من مسألة 102.10 أن '7 يكون أيضاً واحداً. لواحد. بالإضافة إلى ذلك, وبافتراض أن ٠١‏ منته البعد, 
يكون لدينا بواسطة مبرهنة 2.10, أن 
17 سلاصة دوي (5 سكسل ح ((0))سلة + (سلسة > ( السك + (سلسلة - لالسف إذن لاد سل أي 
أن صورة 7 هي '!؛ وبذلك» يكون 7 فوقياً. وبالتالي, يكون 7 واحداً - لواحد وفوقياً في آنِ معا. وبذلك يكون عكوساً. 
1 بين أن شرط كون 7 ذا بعد منته ضروري في مبرهنة 4.11 
8 ليكسن ! الفضساء المتجهسي للحدوديات قوق . وليكن 7 المؤثر علسى 7 المعرّف بسواسطة 
مر ++ ثابة ع ايه ك زثايه *...+ 8,4 + ,2708 أي أن 7 تزيد أس ؛ في كل حدٌ بمقدار .١‏ الآن, 7 تطبيق خطي وغير- 
شاذ. ورغم ذلك؛ فإن 7 ليس فوقياً وليس عكوساً 
المسائل !04.11-100.1١‏ تتعلق بالمؤثر الخطي 7 على 82 المعرّف بواسطة (- 22,/ر) > (,:)7, 
1 بين أن '7 مؤثر عكوس. 
8 تعرف, من مبرهنة !4.1. أننا نحتاج فقط لتبيان أن 7 غير شاذ, أي أن (0.0) - (7-1)0,0. نضع (0,0) > غ10 
ثم نحل من أجل *ى لا. يكون لدينا (0.0) > (ر- 0,28) ع ()1 أو 0< بز- »2, 0ع إن الجل الوحيد فقي 0< », 
> لا. وبذلك. يكون (0) -7©. أي أن 7 غير شاذ؛ وبالتالي. يكون 7 عكوساً. 
1 أوجد صيغة من أجل '1. 
8 نضع (5,2) > (ل.»)3, وبالتالي (ز0 > زدي)'-7, ويكون لدينا (,8) > (لا- «2,/) > (ل3)2 أي أن .ىل 


4ه 1 28. نحل من أجل * و لإ بدلالة 5 و )؛ فنحصل 21 + 1/25 ين 5الا. وبذلك؛ يكون 1 ئْ بالصيغة 
ولاب وم سول 0 . 
٠/2 0‏ + 1/25) < 7 


1 اوجد (7)6,2, 

8 إستخدم الصيغة من أجل 7 للحصول على (2.10) - (2 - 2,12) - (7)6,2. 
1 أرجد (1-31)6,2 

8 استخدم الصيغة من أجل '-7 للحصول على (4.6) > (1,6 + 3) > (6,2)'-7. 


1 اوجد (7)1 حيث ما المستقيم *اع 
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8# نضع 85-1 في الصيغة من اجل ؟57: فنحصل على (5,) - (5,)' 7 إذن 1ك ()771. 
المسائل 108.11-105.11 تتعلق بالمؤثر الخطي 7 على 27 المعرّف بواسطة 
(2 - برق + ع2 رعو - جه ,28) > ( ,ار 21 


1 بين أن 7 عكوس. 
1 ليكن 027 - /8ا. نحتاج فقط أن نبين أن ' غير شان, أي أن (0) > الا. نضع ' (0,0,0) > (2رل,»)1: أي أن 
(0,0,0) > - و3 + يربو - »«2:4) > (10,3,2. وبذلك, يكون 1 الفضاء الحلّي للمنظومة المتجانسة 28-0, 
0ع بر-ع4, 0ع« -30 + «2, والتي لها الحل التافه (0,0,0) فقط. وبذلك» (0) - #؟؛ إذن. 7 غير شان ويكون بذلك 
عكوساء 

1 أوجد صيفة من آجل 7-1. 
8 اتضع نع > (رق,»)7, [وبذلك 2لاك) - (رو'1]. ويكون لدينا 5,0 > (2- رق + تررح «4رعة) أن 
سيق وح وديم 4س2-لر3+»2. نحل من أجل » لاء 2 بدلالة ©, 6 14 فنحصل على :1/2" *, 


ودين وسوة-م7 وبذلك. 0 - وقح رجو 1/2) - (اروو)ا 17 


2 
1 أوجد (771)2,4,6. 
الا نستخدم الصيغة من أجل "7 فنحصل على (4-,1,0) 2 (6 - 12 - جارف - خرا) > (كرفر2)! 5 
1 أوجد صيغة من أجل 12 
88 نطبق '1 مرتين فنحصل على 
مم7 رمد مسصا 7 م و17 
( سعوقم0)- (مدم3)2 دمة ,لم م2) -٠م‏ ملط)ع 
جوم +وعم#ظط- بوجع ,عا)ء 
المسائل 1.11-109.11!! تتعلق بالمؤثر الخطي 1 على 17 المعرّف بواسطة 
(2 ,42 حير ,22 - بر3 - ع - (2 .( ,102 
1 بين أن 1 عكورس. 
# نبيّن أن 3 غير شاذ. نضع (0,0,6) > (71,9,2 فنحصل على المنظومة المثلثية المتجانسة 0 22 - لإق3 - , 
0- يه الى 0 -2. وبالتالي» يكون 7 غير شاذء أي أن 17 عكوس. 
1 اأاوجد صيفة من أجل 51. 
#8 نضع (,5,) » (2,لا,)7: فنحصل على +22 - 3 - », 5ع 42 - لز 1 2. نحل من أجل د لا 2 بدلالة 6 5 
+ فتحصل على 36+14 + سين ابهبمردسر, 220 وبذلك. ‏ (اباك+ 5ئئ4| + 36 +6 ع نم-7 أن 
للك + بررجة ا ع 3 + ع ع وبري 7 
1 أاوجد (1-1)1,2,3. 
8 نستخدم الصيفة من أجل '-7 فنحصل على (49,14,3) > (12,3 + 42,2 + 6+  )١‏ (71)1,2,3 
المسائل 4.11-112.11!! تتعلق بالمؤثر الخطي 7 على 27 المعرّف بواسطة ‏ (لزرج - عرة + ) > (2,لا,8)ة. 
1 بدن أن “1 مؤثر عكوس. 


اتضع (0,0,0) > (7)»,3,2, فنحصل على المنظومة المتجانسة © - 2 + ». 2:0 - », 0ت لز. والتي حلّها الوحيد 
0س 0-دبر, 2-0. إذن, يكون 7 غير شاذ. وبذلك يكون عكوساً. 
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11411 


115.11 


11611 


11آ11 


1181 


10011 


120011 


12111 


12211 
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ليك صيفة من اقيق “كاز 

8 تفصع 520 > (708.22. افتحصل على ع 
25+ 1/2[ع رن 5 -1/2 
زا - ع شنايه 1/2 + 2 د و1 


-*, 4سدير تمل من أجل ين بر 2 فتجد أن 
إن (1/2- :12ر5 12+ :2/) ع وي)-75 - أل 


أوجد (771)2,4.6. 
88 استخدم الصيغة من أجل '-7 لتحصل على (1-,3,6) > (2 - 2,6,1 + 1) - (6 1-124 

المسائل 118.11-115.11 تتعلق بالمؤثر الخطي 7 على 82 المعرّف بواسطة ((إ6 + +43 + 22) > (ن»)1. 
أوجد صيغة من أجل 7-1. 


8 ”7 مؤثر شان لان (0,0)- (1-,71)2 مثلاً؛ وبالتالي. المؤثر الخطي *1+- 7:8 غير موجود. 


أوجد (1)8,12-" 

8 (7718,12 هو قبل الصورة ل (8,12) تحت 1. نضع (8,12) > (1).3, فنحصل على المنظومة 
8 ديرة +212 
سيرم بيو الى فخسبرمجي 


هناء /ز هى المتغير الحر. نضع 8 لاء حيث 2 وسيط؛ فتحصل على الحل 4+ 28- > », 28 ر. وبذلك يكون 
(2 © دنزم4 + 25-)) د 12ل 


أوجد (8-102. 

نضع 1,2) - (,*310 فنحصل على المتظومة [ ح تر4 + «2, 2 ت 6 + »3. المنظومة ليس لها حلّ. وبذلك؛ يكون 
©-(771)1,2, أي المجموعة الخالية. 

هل دالة فوقية؟ 


هي الآته اليس 4120-4 مثلاًء قيلت صورة 

ليكن 77 ذا بعد منته. وليكن 7 مؤثراً خطياً على . تذكر أن 7 يكون عكوساً إذا وفقط إذا كان 7 غير شاذ وواحداً ‏ لواحد. 
بيّن أن 7 يكون عكوساً إذا وفقط إذا كان فوقياً. 

8 نعرف, من مبرهنة 2.10 أن (010)066:1 + (0)737ال - 77 0أ0. وبالتالي» فإن القضايا التالية متكافئة: () 1 فوقي, 
زنن لا تسل (لتن صق ع 19اسل)سنق 0 0- (زتعك)سلة (م (0) ع 1عك, (700 غير شان (لأ/) 7 
عكوس. 

ليكن ٠!‏ ذا بعدٍ منته. وليكن 7 مؤثراً خطياً على /ا يحقق -١‏ 75) من اجل مؤثرٍ ما 5 على /1. [نقول عن 5 أنه معكوس أيمن 
ل '17]. بييّن أن '7 عكوس. 

ليكن مع لساك نجد, من المسألة السابقة, أن '3 يكون عكوساً إذا وفقط إذا كان '5 فوقياً؛ وبالتالي؛ يكون 7 عكوساً 
إذا وفقط إذا كانت 2767-8 لدينا م> 17 علمم > 15 لهم > 1 مه > م وبالتالي» « ع 5 لهم ويكون 7 مكوساً. 
بيّنء في المسألة [120.1, ن !77 - 5. 

8 الدينا 1-11 س 71-1 إون لس وال د رز5 7-1 د 5-115 د 15د 3ق 

أعط مثالاً ن أن نتيجة المسألة 120.11 قد لا تتحقق إذا كان /ا ذا بعد لا نهائي. 


© ليكن / فضاء الحدوديات فوق 56, أي “اه +...+ تاره + 3,1 + ,2 > (0م. وليكن 7 و 5 التطبيقين الخطيين المعرّفين 
بواسطة ‏ “8 ++ اية + يق + 0 > (0)م)1 وى أخثايع +...+ ثارة + غرة > ((5)00. لدينا 
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8 13 فضاءات التطبيقات الخطية 


123.11 


12*11 


5.11ظ12 


011ظظ12 


111 


128.11 


12.11 


120.11 


121.11 


13,11 


)مك ثليه جد + ليو جيو ك (لخكي ++ خاره + غرة)7 - ((7)5)0)0 - (()م)(15). وبذلك, 1- 75 أي التطبيق 
المحايد. من جهة أخرى. إذا 1 © 6 و0 2# إذن 6 * 0 - (5)0 - (5)100 -57(00). ينتج عن ذلك أن 21 317 
أثبت أن مصفوفة 4 تكون عكوسة إذا وفقط إذا كانت غير شاذة. 

8 تذكر أن ل تكون عكوسة إذا وفقط إذا كانت: 4 مكافئة صفَياً للمصقوفة المتطابقة (المحايدة) 1. وبذلك, فإن القضايا 
التالية متكافئة: (6 .4 عكوسة, (01 8 و 1 متكافتتان صقّياً. (1) يكون للمعادلتين 8-0 1-03 تفس الفضاء الحلّي, 
(0) يكون ل 0 - 47 الح الصفري فقطء 407 غير 


شاذة. 


لنفترض أن 8 ى 1 عتصران عكوسان في 6090 بين أن 57 يكون عكرسا ران اولس ا«زرق, 
#4 المينا [سانووس اأجواوس أحوزا موس زأحوا ررق 
ىذه الس 0-1 د جروا-ق)!-7 د (5-157()51). وبالتالي. يكون 51 عكوساً. بمعكوس ا 


انفترض أن (4)9 © 8 عكوس. بِيّن أن '-5 عكوس, وأن ‏ 5ع .)6-1(-١‏ 


1 لدينا 1 5-15 '-55. وبالتائي. يكون 8-3 وس و لاح ادراتيود 


عرّف تشابه المؤثرات في (/800. 
1# نقول عن مؤثرين (4)0 © 5,7 أنهما «متشابهان», ونكتب 7- 5. إذ! وجد مؤثر عكوس (/8)7 © 6 بحيث أن 
مادم داق 
المسائل 129.11-127.11. تبين أن العلاقة 8-3 لتشابه المؤثرات في (8)9 هي علاقة تكافق. أي أنها إنعكاسية. 
ومتناظرة, ومتعدية. 
بيّن أن -- إنعكاسية, أي أن 5-5 من أجل كل (807 © 5 
8 المؤثر المحايد (/4)0 © 1 عكوس. ولدينا 1-151 5. إذن. 8- 5 
بيّن أن -- متناظرة, أي إذا 7- 5 فإن 5-8. 
8 لنفترض 17- 5. أي أن 8ع 8, احيث 8 عكوس. إذن, 8-7 عكوس ولدينا !-طو احزام س “وم د ل 
وبالتالي» 8-8 
بيْن أن - متعدّية, اي إذا 8-60 و11- 6 فإن 1س ل 
18 لنفترض أن 8-0 اواك 6, أي 1ه كع 5 او 071819 > 6, حيث 2و © عكوسان. إذن؛ يكرن 80 عكوساً. 
ويكرن لدينا (11)0!-(05) ع زمو)زززا-ي!-م) د مرزج1]!-ن)'-م د هنم 5. وبالتالي» ‏ 14- 5. 
ليكن 4 جبراً تجميعياً فوق حقل !, وله عنصر محايد 4 6 .١‏ عرّف عنصراً عكوساً في 4. 
8# يكون عنصر 4 6 8 عكوساً إذا وجد عنصر 4 © '-ه بحيث أن 1ع واحود '-هق. 
ليكن 4 جبر الحدوديات (في ؛) فوق حقل #. ما هي العناصر العكوسة في 4 (إن وجدت)؟ 
8# إن الحدوديات الثابتة غير الصفرية 8 > (0, حيث 5 © ك. هي العناصر العكوسة في ه. 
ليكن 4 جبر المصقوفات المربعة -8 فوق حقل 1. ما هي (إن وجدت) العناصر العكوسة في 4؟ 


* المصفرفات غير الشاذة في 4 هي العناصر العكوسة فيه. 


1 التطبيقات الخطية ومنظومات المعادلات الخطية 


1331 


بين كيف تكون منظومةٌ لمعادلات خطية مرتيطة بتطبيق خطي. 
0# لتكن منظومة من 8 معادلة خطية و 8 مجهولاً فوق حقل 1 
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1311 


1511 


136.11 


1671 


13611 
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تكون المنظومة مكافثة للمعادلة المصفوفية 6 *م حيث (8) -8 هي مصفوفة المعاملات و( -», (0) -ط 

المتجهان العموديان للمجاهيل والثوابت على الترتيب. الآن, يمكن النظر إلى المصفوفة 8 على أنها التطبيق الخطي 

“4 جه" :4 . وبذلك, يمكن إعتبار حل المعادلة »م على أنه قبل- الصورة ل" © 6 تحت التطبيق الخطي 

“ ه "2 :4. كما يمكن النظر إلى حل المعادئة المتجانسة 0 8 بأنه نواة التطبيق الخطي "4ل ه "1 :4. 1 

مبرهنة 5.11 إن بُثْد الفضاء الحلّي 1 لمنظومة المعادلات الخطية المتجانسة 0 > ثم هي 85-8 ا حيث 0 عدل 
المجاهيل و ؟ رتبة مصفوفة المعاملات 8. 


ابت مبرهنة 5.11 
ينظر هنا ل 4 على أنها تطبيق خطيء وبذلك (8 188)«ال > (ى)اهم - ع اى لم «نقصه0)ماق د "14 سال > إذنء 
وبواسطة مبرهنة 2.10, يكون لدينا , - ع - لله سا)صال > (ى )ه منهسه0)سينة ع (ى ع مزق ع /لا وال 


لنفترض أن للمنظومة المتجانسة 0 > ث الحل الصفري فقط. بيّن بأنّه يكون للمنظومة غير المتجانسة 8 - +46 حل واحد 
على الاكثز. 
8 إذا كان الحل الصفري هو الحل الوحيد ل 0 > 88 فإن 8 يكون تطبيقاً غير شاذ. وبالتالي» يكون 8 واحداً ‏ لواحد, 
وبذلك يكون ل 8 > 4 حل واحد على الاكثر 
لنفترض أن للمنظومة المتجانسة 8-0 حلولاً غير صفرية. بيّن أنّه إذا كان ل 6 - 8 حل فإنه ليس وحيداً. 
8 ليكن 618 > /, ولنفترض أن حل ل ط > عم إذن» تكون قبل صورة ١‏ تحت التطبيق 8 (87!6, هي 
المجموعة المصاحبة ١/‏ + 0. بما أن ل-0- *4 حلولاً غير صفرية, فإن 7 تحتوي على أكثر من عنصر واحد. وبالتالي, 
تحتوي 8 +7 على أكثر من عنصر واحد. 
مبرهنة 226.11 لتكن منظومة ذات نفس العدد من المعادلات والمجاهيل؛ أي لتكن المنظومة التالية من المعادلات الخطية: 

مه 3 واي 8ط رار 3 


ع كن 


جه عد البيية ...+ واليية* ركاروة 


200000 
() لنفترض أن المنظومة المتجانسة المقابلة ليس لها إلا الحل الصفري؛ إذن يكون للمنظومة اعلاه حل 
وحيد من أجل أي قيم لل ,6 
(1) لنفترض أن للمنظومة المتجانسة المقابلة حلاً غير صفري. إذن توجد هناك قيم لل ,ط لا يكون للمنظومة 
أعلاه, من أجلهاء أي حلول. 
ملاحظة: بما أن للمعادلة أعلاه نفس العدد من المعادلات والمجاهيلء فإنة يمكن تمثيل هذه المنظومة بواسطة المعادلة 
المصفوفية > «8 حيث 4 مصفوفة مربّعة -0, فوق 14 والتي تنظر إليها كمؤثر خطي على "ا 


أثبت (1) في مبرهنة :6.1١‏ إذا كان ل 0 - :8 الحل الصفري فقطء إذن يكون ل 8 > 4 حل وحيد من أجل أي 6 
8 هناء 4 غير شاذة, لآأن 8-0 ليس لها إلا الحل الصفري. وبذلك؛ تكون 8 تطبيقاً خطياً واحداً ‏ لواحد وفو 
وبالتالي يكون عكوساً. ينتج عن ذلك أن ل 5 > »*:ة الحل الوحيد 871 - م 


أثبت (11) في مبرهنة !6.1: إذا كان ل 0- «48 حلول غير صفرية, فإنه توجد متجهات ١‏ بحيث لا يكون ل 0 8 حل 
8 الث هناء شاذة لآن ل-0-«8 حلولاً غير صفرية. وبالتالي. لا يكون التطبيق * ه"4:6 فوقيا. إذن. يرجد 
"1 © 8 الا ينتمي إلى 4 16 أي لا يكون من آجله ل 5ع ين حلول. 
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المصفوفات 
والتطبيقات الخطجة 


2 التمثيل المصفوفي لمؤثر خطي 
2 عرّف التمثيل المصفوفي لمؤثر خطي. 


ليكن 7 مؤثراً خطياً لفضاء متجهي /! فوق حقل . ولنفترض أن (.8....») > 8 قاعدة ل 7. الآن, تكون 
(ل306(....,706 متجهات في 7: وبذلك يكون كل منها تركيبة خطية لعناصر القاعدة (,1)68 ٠‏ أي أن 


ركرك 04 ل وقيره + رقرر» > (,7)6 
+ يعيره + رعبيه > (,1)4 


كر 584" + وعورره + ركررية > (,2)6 


إن منقولة مصفرفة المعاملات اعلاه. والتي نرمز لها ب (1)ي" أو ,[1]. تسمّى «التمثيل المصفوفي ل 7 بالنسبة للقاعدة 
() » أو.«مصفوفة 7 في القاعدة () !٠‏ أي أن 


0خ لس للا 


[يمكن حذف الدليل السفلي 8 عندما تكون القاعدة 3! معروفة]. 
ملاحظة: لنفترض أن (,8.....ر0) > 8 قاعدة لفضاء متجهي فوق حقلٍ . نتذكر [من قسم 9.8] أنه يمكن كتابة أي 
١ ©‏ وباسلوب وحيد. في الشكل رثاية وأن المتجه الإحدائي ل ١‏ نسبة للقاعدة 8 
يعرّف ويرمز له بواسطة 


عه + 


[حيث يمكن حذف الدلبل السفلي 8 إذا كانت القاعدة معروفة]. يكون لديناء باستخدام هذا الترميزء أن 
(آليك)1].....اليء)1,([,!1]) > (0)1. نؤكد هنا على أن المتجهات الإحداثية يفترض أن نكون متجهات عمودية إلا 
إذا ذكر أو فهم غير ذلك. 
المبرهنة, والتي سوف تبرهن في المسالة 50.12 سوف تستخدم عبر هذا القسم. 
مبرهئة  :1.12‏ لتكن مك4 > 14 قاعدة ل ل وليكن '3 أي مؤثر على ل. إذنء يكون لدينا ‏ ي[(1)8؟] ح رللاأآن7!1] 
من أجل أي متجه © “. [أي أنه إذا ضربنا المتجه الإحدائي ل» في التمثيل المصفوفي ل 7, فإننا 
نحصل على المتجه الإحداثي ل (7090]. 
المسساشل 6.12-2.12 تجد التمثيل المصفوفي للتطبيق الخطي *8ه2:82 المعزف بواسطة 
زر ديرك -22) ع زبرىم):1 نسية إلى القاعدة ((3.2) - ول. 2,1 8 


في 82 
2 أوجد (إ,لا)5, أي صورة المتجه الأول للقاعدة. 


8 (7لس) ص روج مركد 4ع (ليج]ظطك مال 
2 اكتب (,8)0 كتركيبة خطية لمنجهي القاعدة ,لاء رلا. 
5300 
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ل ل 


ويكون الحل 23 - > », 15 > لز. إذن, 15 + ,م23 - غم 


412 أوجد (ين)5. 
(زالي4ف-) - 22 + 189 - 6) ع 53,2 حك زينمنم. 
2 أاكتب (ي,ن)"1 كتركيبة خطية لمتجهي القاعدة بلا و ين. 
8 افام لاب 3ل المسعون 
ويكون العمل 9- م 18> لاد وبذلك. ينا + ن29- > (رتاظ. 
2 اوجد [7], أي التمثيل المصفوفي ل 8 في القاعدة المعطاة 
18 نكتب إحداثيات (5)0 و (,5)0 كعمودين» فنحصل على 
)دما 


ملاحظة: نلاحظ أن مصفوفة المعاملات لمنظومتي المعادلات الخطية في المسالتين 3.12 و 5.12 هي نفسها في الحالتين. 
وبالتالي. يكون من المفيد عادة أن نجد اولاً إحداثيات متجه إختياري 82 © (م,0) في القاعدة المعطاة, أي أن نحل 
أولا (3,2)با+ (21) ع نالا + ,ناك > (ط,ة) لنحصل على « و لا بدلالة 8 ى . سنفعل هذا في المسائل اللأحقة. 


المسائل 2.12-7.12! لإيجاد مصفوفة التطبيق الخطي ‏ 82 2ج :© المعرّف بواسطة (و+ «فررة - «2) > (ز,:)6 في 
القامدة ((2-,1) > رن (ك-,2) > ين) الته8 


2 اوجد إحداثيات متجه إختياري 82 © (8,5) بالنسبة إلى القاعدة المعطاة. 
أوج نيا نيار ي بة إلى 
8# لدينا 
2 3 24 26 بر 4ع 
)دل ١)‏ د(ة) أد ‏ وسررم-ي- 


نعل من أجل * ولا بسدلالسة 2 و8 قتخصسل على 2 +253 », 20-5 عدبر. وبسسذلك, 
ونالط - 20-) + رن(20 + 50) > (طية) أو؛ بشكل مكافىء, 28-8[7-,20 + 58] 2 [زطية)]. 


[ملاحظة: هذه الصيغة من أجل (8,0) وف تستخدم بشكل متكرر أدناه] 
2 أاوجد (,0)0, أي صورة متجه القاعدة الأول. 
© (8,2) > ( - 4رة + 2 د زكر ايه د نون 
52 اكتب (,6)0 كتركيبة خطية لمتجهي القاعدة ,لاى يلا. 
مه نجد. من المسآلة 2/7.12 أن رنا18 - رنا44 > رنا(16-2-) + باك + 40) ع (8,2) ع (ن)ة. 
2 اوجد 00007 
8 (19,3) > رد - 8ركا + 4) > رت-,0)2 > (ين)0 
2 أكتب (لا)0 كتركيبة خطية في ,لاو رناء 
ل نجد. من المسالة 7.12 أن رقاا4 م الالال ع رنا(3 - 38-) + بلا(6 + 95) - (19,3) - (ينا). 


2 أوجد التمثيل الخطي. [6]. ل © في القاعدة المعطاة. 
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18 تكتب إحداثيات (,نا)0 و (رل)0 كعمودين: 
101 جه 
كت 6)-161 
المسائل 1612-2 تتطلق بالمتجه (3-,4) - ؟ والتطبيق الخطي 6 وكذلك القاعدة ) ((5-,2) > رلا ,(2-,1)* ,ل) ٠‏ 

2 أاوجد |0!. المتجه الإحداثي ل 7 نسبة للقاعدة المعطاة. 

8 اتجدء من المسألة 7.12, أن 5[7-,14] - 317 + 8-,6 - 20] > [قت,4)] > [9]. 
42 أآوجد (00. 

(17,13) - (3- 916+ 8) ع (3-,0)4 > (009 
2 أوجد المتجه الإحداثي, [(0)0]. للمتجه (000 نسبة للقاعدة المعطاة. 

2 نجد, من المسالة 7.12, أن '[47-,111] > ”[13 - 34-,26 + 85] > [(17,13)] >-[(6)0]. 


2 حقق مبرهنة 12.! بأن [(000] > [9[]0]. 


111 616-05 / 141 /1011 جد 
ل اما" (يي) > لور ولك ) - 2007 ول ) - اماه 
المسائل 20.12-17.12 تتعلق بالفضاء المتجهي ,8 للحدوديات الحقيقية ()م الني درجتها 3 فاقل. 
2 ليكن ,5 ج+- ,0:8 المؤثر الإشتقاقي المعرّفٍ بواسطة 46/ول - ((0)م)2. أوجد مصفوفة © في القاعدة ‏ (2,0]را) 
ميقل 
5 
88 توجد (2)1, 8)0, (02)ه ى (203 ثم تكتبها كتركيبات خطية ل 4201 12 0 
تبن + 0,2 + بن - 20-0 (2)1 
تبن + 0,2 + ين +1 1- زط 


0 
و 0 
01+ توج + 0 حي - ( )2 3 
تبن + 2ر3 + ,0 +0- 3,6 (2)8 0 


0 
]«لها 
0 


برو هه 
ه دده ه 


[لاحظ أن المتجهات الإحداثية ل (|)0, (0), (0):2, (82)7 هي الأعمدة, وليست الصفوف» في [10]]. 
2 لتكن نكل + تن + إط + دع ()م. أوجد (()م)2. 

8 ناأخذ المشتق؛ فنحصل على 2لل3 + 2 + 5 ع (0)م)2. 
2 اوجد المتجهين الإحداثيين [0)0] و [(10)500]. نسبة للقاعدة (02,),ا,ا4 في يل 


8 نكتب معاملات (1)م ى (()2)0 فتحصل على 
”[معرطية] دزن)م] 8 0[7,ل3ع2,م) ع [(())م)ط] 


2 تحقق من مبرهنة 1.12 صالحة هنا. 


0 01/2 0 5 

01 
5 30 سمهي‎ ١ 5 
06 0/14 0 


المسائل 26.12-21.12 تتعلق بإيجاد التمثيل علوي للمؤثر الخطي 82ه5:82 المعرّف بواسطة 
زبر- «3,ن2) > ,»)8 نسبة إلى القاعدة التالية: 


0 
ماما 


نهم هه 


0 


((2,5) ع يه .(1,3) ع ره) - 8 
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2 ١.أوجد‏ إحدائيات متجه إختياري 82 © (0,5) بالنسبة للقاعدة 8. 
8 لدينآ 
(وأد«زياء )60‏ د ودرينيه 
شكل عن ابل ولا بدلالة 2 و فتحصل على 20-58 22 او 5- 38 > لإ. إذن 
يط - 36) + (20 + و5-) - (زرة) 
[ملاحظة: سوف نستخدم هذه الصيغة من أجل (3,60) مراراً فيما يني]: 
2 اوجد (500. 
(6,0) > (3 - 6,3) > (5)1,3 > ربنق 
2 أكتب (,5)0 كتركيبة خطية في ,لاى ,7 
8 نستخدم الصيغة في المسألة 21.12 فتحصل على ,180 + ,300 


> (6,0) - 50 
2 أوجد (ي50. 
8 (19,1) > (5 - 10,6) > (38)2,5 > ليق 
2 أكتب (,500 كتركيبة خطية في ,37 و7 
#لا نجدء من المسألة 2 أن 29925 + رقف جيرا - 30) + 209 + وقد ك (ل,5)10 د 50 
2 أوجد مصفوفة 5 م[5], في القاعدة 8 أعلاه 


8 نكتب إحداثيات (5)9 و (,5)0 كعمودين. فنحصل على 


25 )مانا 


2 اوجد التمثيل المصفوفي. ,[5]. ل 58 نسبة للقاعدة المعتادة ‏ ((6,1) > يك ,(10) > ب») - ا 
تذكر أنه إذا 82 © (طية) فإن ‏ يأط + بعه- (طيه). وبذلك 


ي©3 + ,ع0 ع (3 ,0) > (3)1,0 - زرع)ى 


3 0 
- ر2 > (1- ,2) > (3)0,1 - (يع)ى 2 


5 «ماكا 
المسسائسل 32.12-28.12 تتعلق بإيجاد التمثيل المصفوفي للتطبيق الخطي “8 ج82 :7 المعرّف بواسطسة 
(لا5 + «رر4 - «3) > (لز,«31 نسبة للقاعدة 8 أعلاه. 


2 أاوجد ( 0 
8 رعارف-) > (كا + ١2,1‏ - ) > (ق,) د ل 

2 أكتب (,700 كتركيبة خطية في ,"او و0 
له نجد, من مسألة 21.12 أن يلاقة - ,779 > ي16(0 - 27-) + ,32090 + ك4) - زم إبوك) > (, 1 


2 أوجد 1 


100 - 1)25( > )6 - 20,2 + 25( - )-14,27( 8 


2 أكتب 700 كتركيبة خطية في ,7 وي 
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3212 


233.12 


3112 


3512 


2326.12 


8 انجد. من المسالة 21.12 أن ي69 - ,1240 كي (27 - 42ه-) + زف + 00) - (14,27-) د (11012. 
أوجد التمثيل المصفوفي, و[57, ل7 في القاعدة 8. 
© نكتب إحدائيات (700 او 700,3 كعمودين: 
48 30-/ر 
)2 18 ) -.21] 
أوجد التمثيل المصفوفيء .[7], ل7 في القاعدة المعتادة 8. 


(3,1) ع (7)1,0 ع زره)2 35 4 قمر 
4,5-) - (7)0,1 - (يه)1 ويذلك م -712] 


لتكن 2 )عه وليكن 7 المؤثر الخطي المؤثر الخطي على 82 المعرّف بواسطة 80> (700 [حيث » مكتوب في شكل 


متجه عمودي]. أوجد التمثيل العصفوفي 7 بالنسبة للقاعدة 8 أعلاه. 
018 الديناء من المسالة 21.12, أن ,زط - 30) + 20(0 + وك-) ع (طبة): وبالتالي, 


وم -(7)- )2 ل)درمر 
و 0 0 
معد مه (2)- 7 )مم 

أوجد التمثيل المصفوفي للمؤثر الخطي 7 في المسالة 34.12 بالنسبة للقاعدة المعتادة 8. 


1 12/1 
دج ها > (1) - (20)0 )- 260 2 )عا 
ل إمنه - ع[ 
2 2/0 1 - 34 
به + رمه - () - (20)1 أ)-10 
ملاحتظة: لاحظ أن مصفوفة 1 في القاعدة المعتادة هي نفسها المصفوفة الأصلية 8 التي عرّفت '7. وهذا ليس غير عادي, في 
الحقيقة, سوف نبين في المسألة التالية أن هذا صحيح من أجل أي مصفوفة 8 عند استخدام القاعدة المعتادة. 
تذكر أن أي مصفرفة مربعة - (يه) > 4, يمكن النظر إليها على أنها المؤثر الخطي 7 على "16 المعرّف بواسطة 
لح > (1, حيث 7 مكنوب في شكل متجه عمودي. بِيّن أن التمثيل المصفوفي ل '1' نسبة للقاعدة (») ل" هو نفسه 
المصفوفة 8» أي أن 58 ص1[1]. 


1راسه © © 
ب 0©» *** © 420 إلى 8 
ل مرمع نت جيفريه + رقبية >| ٠١‏ | د ل إأدتت إععه د لم)7 
0 5 


0 


برقوية +00 ل وعوج4 + ركير4ه > حيعق > (ي)12 


ريه طح يقبي + كبن © 


[أي أن بعلم ع (7)6 هو العمود رقم 1 في 4]. ينت 


ا 


موقع الفريد في الفيزياء 


3512 


3612 
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40.12 


4112 


4212 
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إن المجموعة (أعا,1,6.6) لفضاء متجهي ١‏ لدوالٌ 8+-3:/. ليكن 9 المؤثر الاشتقاقي على , أي 0/06 > 78)8 
أوجد مصفوفة 2 في القاعدة المعطاة 


(:)9 + (ع)0 + )0 + (0)1- 0 0 1 0 

0 + زم0 + 0 10 به [0 09 0إدرص 
0+ (1)6 + (0)0 + (1) 9 11 هوخا 
(1)6 + (ء)1 + )0 + (0)1 - 'م ع م ع هج 1 0 06 6 


إن المجمومة (توتاتمر تمع قاعدة لفضاء متجهي لا لدوال 8-8 :/ر. ليكن 2 المؤشر الاشتقاقي على ل: أي 
0 - )0 أوجد مصفوفة 2 في القاعدة المعطاة. 


م00 + ”مرو + (”م)3 - “3 - (3م)2 1060 3 
ل ل “مر3 + “م - ( ”)2 وبذلك : 3 0( -[م] 
3/76 + “تم + زاتم)0 - مقرو ب تمرج - 3و3 )و 3 00 


لتكن القاعدة ((1,0(,)1,1)) > 5 ل*8. ليكن *8ج-*#8إلة معرّفاً بواسطة  )6,4(‏ (1)1,0 ى  )!,5(‏ (اراننا. [تذكر 
أن تطبيقاً خطياً يعرّف تماماً بتأثيره على قاعدة له]. أوجد التمتيل العصفوفي للتطبيق بآ نسبةٌ إلى القاعدة المعطاة. 
للا نكتب (6,4) ثم (1,5) كتركيبتين خطيتين لمتجهي القاعدة. فنحصل على 


(4)1,1 + (2)1,0 > زه ,6) د (0 ,1ط 2-4 
(5)1,1+ (4)1,0- - (5 1) د (1 101 1 )ءانا 


لننظر في القاعدة المعتادة ( 
المصفوفة 4 الممثلة للتطبيق .] ن 


عرء) -8 ل“كا. وليكن "5 ج"2 إل معرّفاً بواسطة 7 (©)ا. بين أن 
للقاعدة المعتادة 15, يمكن الحصول عليها بكتابه المتجهات ‏ الصورة ‏ ,لاسرلان/ 


كأعمدة لها. 
# نفترض أن لىيه.سسسييهررية) > ب إذن رمه +0 + يميه + رعرره درن > (,6)ظ ٠‏ وبذلك 
٠“ 4‏ وو©# ررك 
ييه 8 ييه ورم 
ل ل 
© **' مو© مم6 


كما هى متوقع, 

ليكن *8+-*5:8/ معرّفاً بواسطة (2,4) > (501.0 و (5,8) > (500,1. أوجد المصفوفة 8 الممثلة ل 8 بالنسبة للقاعدة 
المعتادة في 82 

8 بما أن (1.0) و (0,1). يشكلآن القاعدة المعتادة ل 82, نكتب صورتيهما تحت 5 كاعمدة لنحصل على 3 عه 
ليكن 1١‏ الدوران في 82 حول المستقيم *- > لا. أوجد المصفوفة 7 بالنسبة للقاعدة المعتادة ل 82. 


8# لدينا تحث الدوران 1 (0,1) > (1.0)ما و (1,0-)2 ((,0)ا. إذن 3 )عم 


ليكن '7 يرمز للانعكاس في 22 حول المستقيم « - 2 /ز. أوجد مصفوفة 7 بالنسبة للقاعدة المعتادة ل *78 
08 لديناء تحت الانعكاس '5, أن (1-,0) > (501,0, او (1,0-) > (5)0,1. ويذلك 55 ")دم 
المسالتان 2-2 5.1 تتعلقان بالحقل العقدي © كفضاء متجهي فوق حقل حقيقي #8, ومؤثر المرافقة "ا على ©), أي 
المعرّف بواسطة + > ©)7. 
أوجد مصفوفة 7 نسبةٌ للقاعدة المعتادة (/ر )1‏ 
)0 +1011 1 
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2 أوجد مصفوفة 7 نسبة للقاعدة (2 + 11+ 1)- 
2 +2)1 - (ز + 301  -‏ - 1 د + 7111 1 ف 3 
8 2 +31 - ( +4)14-,2- 1 - (ز2 + 71 وبذلك 00 )م 
2 ليكن ,! المؤثر المحايد لفضاء متجهي لا؛ أي أن “ح 1,000 من أجل أي لا © 07 بين أن 1 > ولى1]) (حيث 1 المصفوفة 
المتطابقة]. وذلك من أجل أي قاعدة () - 8 ل ال9. 
0 للع م رده عن > 16 من أجل 1,28 >1 إذنء 1 > ولرأ). 
2 ليكن ,0 المؤثر الصفري على 7, أي المعرّف بواسطة 0 - (0,0. من أجل أي 7 ©/. بِيّن أن 0- و[,0] (حيث 0 
المصفوفة الصفرية]؛ من اجل آي قاهدة (0) - 8. 
18 الدينا 07 ++ 09 + 09 > 0 > ل ر0. من أجل أي متجه ,7 في القاعدة. إذنء 20 ول,0]. 


المسآلتان49.12-48.12 تتعلقان بالفضاء المتجهي ‏ للمصفوفات 2:62 فوق #, والقاعدة المعتادة التألية 8 في ٠‏ 
)عهق “)عمق )عه )دهاعم 


2 لتكن َ 0056 ٠‏ وليكن 7 المؤثر الخطي على 7 المعرّف بواسطة 8648 - (7)8. أوجد التمثيل المصفوفي ل 1 بالنسبة 
للقاعدة المعتادة ل /ا: 


1# الدينا 
يه + يهة + كه + ركذ - زع 4) -( أ)(2 و) حظل- رم 
عمموم ههه (1 )-(1 200 1 سكناه 
يكس جيظه + ضوع 28 - ( 2)-(7 )2 ؟)-قد دق 
عدج يعم جيقه + عه (2 0)-(؟ ؟)( ؛)-قند- ممم 
وبالتالي 


[بما أن جع لا صلل فإن أي تمثيل مصفوفي لتطبيق خطي على ا يجب أن يكون مصفوفة مربعة -4]. 
2 لنكن 8 )عند وليكن 1<+/5:1 التطبيق الخطّي المعرّف بواسطة 826 - (5)8. اوجد التمثيل المصفرفي ل 8 
بالنسبة للقاعدة ل لا. 


غ0 لدينا 


يه + رظه+ يكلة ج ركه - (م )) - (نُ )- لدظ - كاد 

يله جركله جيكله + ركه > (ع )>( 4)( ؟)- الي - ريق)د 

قاط + وله + ,015 + ,05 - 2 م 6( )ديت «ريع)د 

يقل ج ركه + 05 + ,028 - (؟ ©) - (7 )دض -رع)ى 
وبذلك 
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96 

5 

١ 
2# 

مه 
ات 
هه هم 


2 أثبت مبرهنة 1.12 


28 النفترض أن 
زعيية ب ح رقيره +٠‏ يقيرة + رقرية > (7)6 
2 


من أجل «.....! 1. إذن: تكون .[1] المصفوفة المربعة -0 التي صفها [ يكون 
يك 2( 
نفترض الآن أن 
عر و حرعيط يميم ان 
0 


وبكتابة متجه عمودي كمنقول لمنجه صفيء, 
7لما للك )اك ر[ه] 22 
بالاضافة إلى ذلك, وباستخدام خاصية الخطية للتطبيق '5. يكون لدينا 


(مه ام عدم 8 - زم )ممه 


ب#لملريه 4 + وريه + ارره) بر > رو(عره (3) > 
وبذلك؛ يكون ي[(100] المتجه العمودي الذي مدخله رقم ز 
ريه ٠٠١+‏ خيعارية + رعأرره 32( 


من جهة أخرى؛ نتحصل على المدخل [ ل.[71,19] بضرب الصف [ ل3[5]) في ([0]. أي ضرب (1) في (2). ولكن جداء 
(1) د (2) يكون (3 بالتالي؛ يكون ل ,7[.191) وى ي[(700] نفس المداخل. إذنء ‏ ,[(00؟] > ي[0]ي[7]. 


2 المصفوفات والمؤثرات الخطية على 80 


يقتصر هذا القسم على المؤثرات الخطية على 87. نقصد بالقاعدة المعتادة على 87 المجموعة: 
((0,0,1) حو ,(0,1,0) يه ,(1,0,0) عم دع 
2 لنفترض أن 7 المؤئر الخطي على ونا المعرّف بواسطة (تيع + لايك + اترعظرط + لاوط + رطرقية + لاية * اارة)ا ع (ترلاى)1. 

بين أن مصفوفة 7 في القاعدة المعتادة (/48 تعطى ب 

25 ج© 6 

دظ و6 :5 | ,[7] 

ل ا كف 
أي أن صفوف ([1] يتحصل عليها من معاملات » لا. 2 في مركبات (رلا,1)2. 
8 لدينا 

دعر + يعرظ + رعبه > زه مرطرره) > (2)1,0,0 ع ل11)6 


وميه + يعوط + رعيه > (يع روط بيه) > (0 ,700,1 > (ي1)6 
وك + وعوظ + رعوة * لو موق مو6) - (1 ,100,0 > (ي7)6 
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ينتج عن ذلك أن 
و© #2 ,2 
رف يف ,5 )> .ل7] 
و 
ملاحظة؛: تكون هذه الخاصية صائلحة من أجسل أي فضاء "كا, ولكن فقط بالنسبسة للقاعصدة المعتادة 


((0,..,0,1) > ر1,4,...,0(6 ,0) - رع (1,0,...,0) - 1 5 
2 ليكن 87 +8 :8 معرّفاً بوأسطة (ر3 + عه ,22 + بر - م5 رهة + نر3- 2) > (2 ,لز )8 


أوجد مصغوفة ا بالنسبة للقاعدة المعتادة ل 8 


4 2-350 
ل من المسالة 50.12 2 1- )م 
0 7 4 


2 ليكن 83+87 :0 معدفاً بواسطة («3,ب4 - «رج + 29) ع (2,لا,»)0. أوجد التمثيل المصفوفي ل 0 في القاعدة المعتادة 


زت » 
1 3 © 
0 601-01-4 
060 3060 


المسائل 61.12-54.12 تتعلسق بسإيجاد التمثيل المصفسوفي للتطبيق “8ه+-*5:8 المعرّف بسواسطسة 
+ برد بوكر + بر+ 32,2 - بره + ») ع (2,ل,:)5. بالنسبة للقاعدة التالية في *8: 


1 نجدء من المسالة 51.12: أن 


((1,3,5) > ينا ,(1,2,3) ع ينا ,(0را,1) ع بن) > 8 
2 أوجد إحداثيات متجه إختياري 27 © (ع,طرة) بالنسبة للقاعدة 8 أعلاه. 
ا نكتب (عرارة) كتركيبة خطية في ,لاء رلاء ولا باستخدام المجاهيل *, لا» ‏ 
(2ك + برقيه3 + بر2 + يرن + برج ع) > (كر2)1,3 + (2,3,|)لا+ (1,1,0)ء > (عبطية) 


موسج لبراجع مسج لبر دوعر مدع +بربعر 
مدعة ب روجع آل ز+ه- د ع2+ ير ألو ذ+ه--ع2 در 
ععدجة + نرق عع جك + نر3 -3+ع3- دع 


نحل من أجل . لز 2 بدلالة , ط © فنحصل على ©- 20 + ه- - ير 26 + 50 -ه5 ع بن 6- 30+ و3- > 2. إذن 
ولاك -36 + و3-) + وتا(2 +55 - 58) + رناك -25 + ود) > (عرطرة) 
أو» بشكل مكافىء, 
“نك - 36 + وق-,ه2 + 55 - وكن - 20 + ه-] ع [(عرطبة)] 

[ملاحظة: سوف نستخدم هذه الصيغة من أجل ©,ا.ة) بشكل متكرر في المسائل اللآحقة]. 
2 أوجد (ن)5. 

© (4رق,3) ع (0 + 1 - 5 ,0 + 1 + 2 ,0- 2 + 1) - (1,1,0)ة > لم5 
32 أاكتب (5)0 كتركيبة خطية إناء رلاء يناد 

18 نستخدم المسألة 54.12, فنحصل على 

يلتك د يلاق + رلا كت رلا( - 9 + وس + رنا(8 + 15 - 15) + رلا( - 6 + 3-) > (فرقرة) > (رنا)5 

2 أوجد (ين)9. 


له (4,7,6-) 2 (3 + 2 - 3,5 + 2 + 9,2 - 4 + [) > (5)1,2,3 > (رن)ة5. 
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52.12 


6012 


6112 


2212 


060,12 


6412 


فنك 


626212 
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أكتب (,500 كتركيبة خطية ل رلا رلا رناء 
له 2714 مه 4310 مس 1 ا جنا( -4-21 012+ 12010 + 20-35 )+ ين - 14 + 4 > (6, 7 جس) د (رنا)ك. 
أوجد (ي5)0. 
هه (8,10,7-) > 5 + 3 - 5,5 + 3+ 15,2 - 6+ 1[) د (8)01,3,5 ع (ي500. 
اكتب (,)5 كتركيبة خطية في إلا يلاد يناد 
8 470 + ي0ا76 - ,21 > ينا( - 30+ 24) + رنزة! + 50 - 40-) + بن( - 20 + 8) > (8,107-) ك زرنمم 
أوجد مصفوفة 5: [5] في القاعدة 18 أعلاه. 


1 نكتب إحداثيات (,ل)5: (رنا)5: و (,5)0 كاعمدة. قنحصل على 


5 12 [- 
5 43 8 |]<«[ى] 
7 27 4س 


المسائل 65.12-62.12 تتعلق بالمتجه (1,1.1) > © والتطبيق الخطي “8*8 :ى والقاعدة 8 أعلاه. 
أوجد [2]. 
8 نجد من مسالة 54.12 أن "[1-,0,2] > 1[7 -3+ 3- ,2 + 5- 5 ,ل - 2+ 1-]ت [زل,ل,ا)] ك زول 
أوجد (500. 


8 (0,4,5) > (1 + 1 - ث,1 + 3,241 -2 + 1) ع (1.ارل)ة 


أوجد [(500]. 


ال نجد, من مسألة 54.12, أن 10,7[7-.3] ؟ز5 - 12 + 10,0 + 20 - 50 - 8+ 9] > [(ق,4,4م)] د زجة), 


حقق مبرهنة 1.12 بأن [5)00] > [8[]0). 
0١ /0+24-21 3‏ /211 12 1- 
[(0)ى] د [0د)- |26 +86 0( 3 31 ا 8-43 - [0]لى] 
7 (ته-هوجوا 17-ا/ته 277 4- 
المسائل 73.12-66,12 تتعلق بإبجاد النمثيل المصفوفي ل 27ه7:27 المعرّف بواسطة ,لك - كيه + ن2) د (تتري" 
30 بالنسبة للقاعدة ‏ (.(1,0,0) > را« ,(1,0,!) تي« رلارل,[) حب ») عق 
أوجد إحداثيات متجه إختياري ”28 © (ع,8,6) بالنسبة للقاعدة 8 أعلاه. 
نكتب (,ط,ة) كتركيبة خطية في , ير رلا باستخدام سلّميات مجهولة < لا, 2: 
لا + ورج + بر+ © ك (1,0,0)ج + (1,0, )برج زا 1ل)ع > (عرطية) أق عجر بطع بجع رودو ربدي 
نحل المنظومة في *د لل 2 بدلالة 2, ط. ع فتجد اع ص ىر 26-6 برى - دح 2. وبذلك, 
ي:«(ط- 8) + يلزه - ط) + ربت > (ع,طية) ‏ وبشكل مكافىء ‏ 6[5 - هريع- طرة] > [(عرطية)] 


[هذه الصيغة من أجل (3,6,0) سوف نستخدم لاحقاً بشكل متكرر]. 
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27.12 


ليك 


6512 


20112 


112 


72.12 


7112 


7012 


75.12 


أوجد (,1)8. 
(ترق-,ق3) كه (قبة- ارزع 2) > لمارا ع ل سالا 
أكتب ‏ (708 كتركيبة خطية ل ,0ر8 رالا 
18 نجد, من المسألة 66.12 أن 60 + 68 - ,38 ك ر«(3 + 3) + ر«(3- 3-) + بلاق د (3,ق- ,3) ع (رل. 
أوجد (ي100. 
© (ثرة-,2) > (قر4 - 0,1 + 2) ع (1,0, !)1 > ني 1 
اكتب (ي108 كتركيبة خطية في ,'قاء رلا رلاء 
يلاك + 69 + ,39 > ي3(8 + 2) + ر«ز3- 3-) + ,39 ع (3,3-,17)2 > 10 
أوجد (ي700. 
© (0,1,3) ع (0,3 - 6,1 + 0) > (0,0, 101 ح ليع 
أكنب (,709 كتركيبة خطية في را«د يا رلا 
8 لاير29 ,39 ع يو( > 0) + سر - 1) + لاق ك (0,1,3) د ليل 
أوجد مصفرفة 7, [1], بالنسبة للقاعدة 8. 
88 نكتب إحداثيات (,108, (ر«)7, (1)0 كأعمدة فنحصل على 

5 3 3 

|3 6ه 6-]|-[7] 

1- 605 
اكتب (700 كتركيبة خطية في ,"ا 8+ رلا حيث ,3,6) 37-7 متجه إخنياري في *8. 
8 نجد, من مسالة 66.12 أن رلوك + 60 + ه-) + روزطف- 28-) + ,389 4 لققرطة هن + 28) > (عرطرة)7 د (100 
أو بشكل مكافىء '[0 + 65 + قدبطه - 28-,38] > [(100]. 
حقق مبرهنة 1.12 بآن [(100] > [7[]0] حيث (عرطية) > ١‏ 


98 نستخدم المسألتين 66.12 و 4.12 


3 © /لة 303 
مد 46 -26- )20 6- ق-)- “اما 
عمومموسا /م-مألك- 5 6 


2 المصفوفات وعمليات التطبيقات الخطية 


المبرهنة 2.12, التي سيتم إثبانها في المسائل 107.12-104.12, سوف تستخدم في مسائل هذا الفسم 

مبرهنة 2.12 لتكن (#...رره.رء) -8 قاعدة ل لا فوق . ولبكن 6 جبر المصفوفات المربعة -0 فوق 55. إذن, 
التطبيق 4 ه(/ا)4ر :2 المعرّف بواسطة و[5] > 0053 يكون تشاكلاً جبرياً من 44019 فوق ]4 أي؛ أنه 
من اجل (/400 © 5,7 وأي 8 ©, يكون لدينا: 
بن (ه)س+ لمم - رد + "مم أي [5+ 2 ع زق] + [5]. 
ا ل 5 قد انين 
نان (لمعسركيسع “قم أي [5[]1] - [*5]. 
(19) التطبيق 8: يكون واحداً - لواحد وفوقياً. 
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السائل 90.12-76.12 يوضح مبرهنة 2.12 باستخدام القاعدة ل ((1,2) > لار(ة,1) > رنا) - 8 ل 22 والتطبيقين 
الخطيين 5 و 7 المعرّفين بواسطة (2,42 + ») > (8)597 او (نرق+ ير > ز1. 
12 أوجد إحداثيات متجه إختياري 82 © (8,5) بالنسبة للقاعدة 8 أعلاه. 
لقا نكتب (2,6) كتركيبة خطية في ,25 ينا باستخدام مجهولين * و (: (1,2)ئز+ (1,1) د (طية) أ لمع برجي 
20-5 + ».نحل من أجل »و لا فتحصل على 28-8 2 ين 6+ و ب بر. إذن 
ينازط + 8-) + بنالط - 28) > (طره) أو بشكل مكافىء 5[5+ ه-رط - 28] > [زطرة)] 
[هذه الصيغة من أجل (9.0) سوف نستخدم بشكل متكرر]. 
2 أوجد التمثيل المصفوفيء [5]. ل 5 في القاعدة 8. 


ايبن (9, 2)درى 


. »ا - ,ك6 > (4 ,5) > (2 ,1)ى - (يم)ى 


2 أوجد مصفوفة 7/ [1]. بالنسبة للقاعدة 8. 


ولدة + ,2- > (1,4) > (7]1,1 > (4ن] 2‏ ريزلن 28 
0 5 + 30- - 02:79 (2 :701 - و70 ب 3 3 )-21] 


2 أكتب (رلا)(7 + 5) كتركيبة خطية في ,لاو يلا. 

ل يناك + ,00 > (ولا3 + ,0ا2-) + (يلا + ,20) > (رد)1 + (رن)5 > زرب + 5) 
2 أكتب (رن)(7 + 5) كتركيبة خطية في ,لاو رلا 

ريه + بن3 > (يلاة + بلق-) + (ينا- ,ن6) > (ي7)0 + (رد)5 > (ي5(01 + 5). 
2 اوجد [1+ 5 

لقا نكتب إحدائيات (,7(00+ 5) و (,7()0 + 5) كعمودين: 

5 ؟)لضعى 

8212 حقق مبرهنة 2.12 (): [1 + 5] - [1] + [5]. 

1 سععدر )د تت)ء رف #)سسحى 
2 أكتب (رلا)(31) كتركيبة خطية في رلا و ينا 

8 أكتب رلا + يلامب > (يلا3 + 20-)3 > ( 3700 > ل :37(0). 
2 أكتب (رذ)(37) كتركيبة خطية في ,غاى رلا. 

8 رلاق! + ,ناه > (ينا5 + ,نا3-)3 ح ليد)31 > (د)(37). 
2 أوجد [375]. 

18 نكتب إحداثيات (31()4) و (رن)(37) كعمودين: 


ل )مم 
2 نحتقق أن [35] > [3]1 


0 . 
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512 


212 


52212 


52012 


5112 


522,12 


5312 


52412 


595,12 


52612 


12آ2 


أكتب (5*2()0) كتركيبة خطية في رلا ى رلاء 

8 رركت 140 ع ريه + فك) + إبازة -  )18‏ (4ب9) > (ف,5)1 > ((5)1)1,1 > ((/5)140 > ()ز81). 
أكتب (,5”1(00) كتركيبة خطية في ,لاو رنا. 

8 رن8 - 24 ع ي(8 + 16-) + رنا(8 - 32)> رقرك 1) > (5)2,7 > ((5)1:)1,2 - ((ي5)60 > (ي6()0). 
أوجد [805]. 


8 أكتب إحداثيات (,5*7()8) ى (ر)(5”1) كعمودين: 


:)لصم 
حقق مبرهنة 2.12 (11): ([5*1] > [5(]7]. 


0 اعد زوك )اك ول ) 2«( )ل 5)-منها 


المسائل 103.12-91.12 توضح مبرهنة 2.12 من أجل 2 > /2:ذل, أي من أجل قاعدة (رعررء) - 8 ل /؛ ومؤثرين 
خطيين ”7 و 5 على لا معرّفين بواسطة: 


يع خ رمن - له ١‏ يميه + كره - 76 
وكره خرميك - ليمك ,عرف + عرف لم16 


أوجد [1] و [5]. 
أكتب إحدائيات (7)6, (ي7)6 وكذلك (,©)5, (,5)6 كعمودين؛ لتحصل على 
(2 )حص هم ل )حا 
أكتب (5()6 + '1) كتركيبة خطية في ,© و ي©. 
ل ي#لي» + ية) + 6( + ,8) يقير + بعر + يرغية + ررة > (ع)5 + )1 ع (رع)زة +1 
أكتب (ره)(5 + 7) كتركيبة خطية في ,© و ي©. 
18 يعليك + يذ + بعذيك + ر5) د يعرف + بعك + عوط + بعرط > فيه)5 + (يه)7 > لره)(3 + 7). 
أوجد [5+ 7]. 


ا نكتب إحدائيات (5()6 + 7) و (ي5()6 + 1) كعمودين: 
1 © + ره 


3 لى +2] 
حقق مبرهنة 112( [3م '1] - [35] + [7]. 
4 حاط لع ره 0 © 66 
5 سب سم اسم فلن 
أكتب (61008) كتركيية خطية في ,© و ي©» حيث ‏ 12 © غ 
ل وعغيها هه بعبقكا 093 (وعية +4 بعبق)عا اع رمام ع ١ر0‏ 


أكتب (رء)(11) كتركيبة خطية في ,6 و ,© 


كل رعوطكا + بعرطغز > ليعرم + بعرط)كا ع (يع) ها > (يع)(001. 
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526.12 


529,12 


100,12 


10112 


102.12 


102.12 


10212 


15.12 


10612 
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أوجد 0651 
8 أكتب إحدائيات (1(6) او (ر67()6) كعمودين: 

طا بعر 

لم 2 71 
حقق مبرهنة 2.12 (03): [125] > [1]. 


بغ رمغ 5 به 

0 كا - ليم يمنا - ليم )سمه 

أكتب (,5”7()6) كتركيبة خطية ل ,© و يع. 

0 (يعيك + رعرفاية + ليعرء + بعرعارة > (يعاقية + (رعاقربة ع ليعية + رعرة)58 > (لرعغ58)01 د رء)(3*1) 
و#ليفية + يعبة) + ب6لرقية + رعبه) د 

أكتب (يه)(5”1) كتركيبة خطية في ,ع و ي». 

ل اليعيك + رعرفايط + ليعية + يعبعارط > (يعاكيط + ليع)قرط > ليعرط + بعر8)5 > (ليه)801 - (يه)(5”1) 
يعليقيط + يع,م) + ,6( قرط + رعرم) - 


أوجد [5*1). 
ذكتب إحداثيات ((,5”1()6) و (يع)(5”7) كعمودين: 
بهيط+عرطظ فيه جخعره 
حيسي السو ا 
حقق مبرهنة 2 (11): [5*1] > [5[]3]. 


بيط + يعرظ ,4يه + رعره 6 بع/اك .و 
9 الس سس ل سي ان 


أثبت (1) في مبرهنة 2 [58] + [1] - (ق + 1] 


08 لنفترض أن 


عه 8 -760 0 د عرفل -(ماد 


ولتكن 8 و8 المصفوفتين (يه) ىه و(ي() - 8. إذن, “م -[1] و85 - [5]. لديناء من 


بع(ريط + يره) ب > (رعى + (,7)6 > (رع)(ى + 7) 
لاحظ أن 8 + 8 هي المصفوفة (يط + ي2). ينتج عن ذلك أن [5] + [1] - 85 + تم ع ”زه + اي د زو + 1 


أثبت (1) في مبرهنة 2.12: [1]»! - 11 
8 لديناء من أجل 8 


4 أن 
ك(رمن بد - كيه د خ- رمات - مارم 


لاحظ أن 4 هي المصفوفة (ي8). ينتج عن ذلك أن [7] - "ههير- ؟(م0 د زكن. 


أثبت (11) في مبرهنة 2.12 5[]19] - (5*8]. 
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28 الديناء من أجل هرا >4 أن 
+ (مضه (2) بق - زمره تاه ظ - مهمه ب - زوه أ - «ماتاد - رماي 


تذكر أن 8 هي المصفوفة ليع - قله حيث يرطره /2 -يم. ينتج عن ذلك أن [51]1] - 7م85 - "(ههم) - [5*1). 
يِ 2 


2 أتثبت (10) في مبرهنة 2.12: التطبيق 4 ج-(])4 :8 المعرّف بواسطة [7] - (5005 يكون واحداً ‏ لواحدٍ وفوق 6 
ل 


التطبيق هى واحدّ ‏ لواحد لآن تطبيقاً خطياً يتحدد تماماً بواسطة قيمة على قاعدة للفضاء. والتطبيق فوقي لأن كل 
مصفوفة 4 © 06 صورة للمؤثر الخطي 


لترييها دم حرم 
5 
حيث (/8) منقولة المصفوفة 34. 


2 المصقوفات والتطبيقات الخطية 
إقتصر القسم السابق من الفصل على دراسة التطبيقات الخطية من فضاء متجهي إلى نفسه. سندرس في هذا القسم الحالة 
العامة لتطبيقات خطية من فضاءٍ إلى آخر. 
2 ليكن ١‏ و لآ فضاءين متجهين فوق نفس الحقل 1. عرّف التمثيل المصفوفي لتطبيق خطي لجال 
© التكن (يه...,رء) و (,4....5) قاهدتين إختياريتين ولكن مثبتين ل / و (آ على الترتيب. إذن؛ المتجهات 
لمع)5,....ل 806 تنتميان إلى لا؛ ويكون كل منها تركيبة خطية في ال ؟؛ أي أن 


مه +504 +يزيره +رزبره > لكام 
: © + وريه > (يم)/ 


مره + خوليية خرأيرة > (, 86 
إن منقولة مصفوفة المعاملات اعلاه, والتي نرمز لها ب .'[5] أو فقط ب [5], تسمى «التمثيل المصفوفي ل 5 بالنسبة للقامدتين 
(6) ى (2)6 أو مصفوفة 5 في هاتين القاعدتين. أي أن 
ل انا 


عن كنا 


[لاحظ أن [5] مصفوفة 20؟ام حيث 8ح لا سأك ومع ناصتقخع. 
نستخدم آدناه المبرهنة 3.12 التي سوف تُبرمن في المسالة 138.12 
مبرهنة 3.12: لديناء من أجل أي متجه 17 © ا ,[(8)0] > ي[كلى'[ظا. 

[أي أن ضرب المتجه الإحداثي ل في القاعدة (©14 في المصقوفة كربيا يعطيذا المتجه الإحداثي 
ل (500 في القاعدة (,114]. 
المسسائل 113.12-109.12 تتعلق بإيجاد التمثيل المصفوفسي للتطبيق الخطي *8جه7:85 المعسرّف بسواسطة 
(22 + بو- عرهرج س نرق + 2) > (2,لل,»)8, بالنسبة للقاعدتين التاليتين ل 27 ى 102 على الترتيب: 
((3,5,!) > بن(1,2,3) ع ينار(1,!,0) ع رن) ع ر 8‏ و ((2,3) ت رار ا) ك ,0 در 


12 أاوجد إحداثيات متجه إختياري 82 © (طرة) بالنسبة لمتجهي القاعدة ,لا و 72 


. مات لد سيد 
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11012 


11112 


11212 


113.12 


114.12 


115312 


11612 


1112 


11312 


12ذظ 11 


120,12 
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ريكون الحل 20 + 38- د« 28-5 2 بل وبذلك 
رللاط - 28) + 200١,‏ + وق) > (طرع) ‏ فى 7[ - 26,28 + 38-] > يرالطة)] 


اكنب (8)0,. آي صورة المتجه الآول لقاعدة 82, كتركيبة خطية في المتجهين ,؟ و , لقاعدة 82. 
8 25 +90 - ع ي3(9 - 10) + 6(3 + 15-) ح (ق5,3) - (0 + 1 - 4ر0 + 3 + 2) د (1,1,0)" د )8 
أكتب (,1)02 كتركيبة خطية في ,لاو 22 
ل 2 ع لال - 10) 4 167 + 15 -) > (5,8) - (6 + 2 - 4ر3 - 6 + 2) > (7)1,2,3 د زكلنف 
أكتب (8:)0 كتركيبة خطية في ,7 و ي7. 
8ر7 + نش -ي"(1! -12) +2209 + 18-) > (1ل,)) - (10 + 3- جرة - و+ 2) ك (كرقر |0" د )8 
أوجد التمتيل المصفوفي ل 5 [5]. بالنسبة للقاعدنين ,8 ار ره 
8 نكتب إحداثيات 00 او (رل)8 في القاعدة (يلاى0) كأعمدة: 
20 5)دها 
المسائل 7.12-2!! تتعلق بالمتجه (3-,2,5) 7 والتطبيق الخطي 87ه*2 :م والقاعدنين ,8 و 8 المذكورين 
أعلاه. 
أوجد المتجه الإحداثي ل" ,و[], في القاعدة ‏ 8 
نجد. من المسالة 54.12 أن”[0 -36 + م3- ,22 + م5- عق - 20 + ه-] > رمإك ,5 .ه)] ٠‏ وبالتالي 
21,12[7-,11] > ”[3 + 15 + 6- ,6 - 25 - 3,10 +10 + 2- | > رر[ه] 
أوجد (500. 
ا (3-,22) - (6 - 5 - ق,3 + 15 + 4) حك زق-,5)2,5 - زبمع 
أوجد المتجه الإحدائي ل (5)0. ,م[(0)/]: في القاعدة ر8, 
ل نسنخدم المسألة 109.12, فنحصل على '[72,47-] > 3[7 + 6,44 - 66-] > رر[(3 ,22)] > ير[(ه)] . 
حقق مبرهنة 3.12: ,م[(ه)”] > ,و[سالت] 


11 
0 صما" زيم )* لجيه ب )- زلف( 1 4) ماسم 


المسائل 121.12-118.12 تتعلق بإيجاد التمثيل المصفوفي للتطبيق الخطي 82+*2:8, المعوّف بسواسطة 
(32 0 ل5 - »رجه - 22 + «3) ع (ت,لا,:)5, بالنسبة للفاعدتين التاليتين ل *8 و 82 على الترتيب: 
((1,0,0) > ولا( !,!) ت ونرزارا,!) > ره) حر8 وى (250) حت )سم ديق 
[تذكر أن ,5(0 - 38) + 26(0 + و5 -) - (5رة). بسيب المسألة 21.12]. 


أكتب 1500 كتركيبة خطية في متجهي القاعدة ,7 و ,7. 

8 و4 + 77ح تم را( + 3) +90( - 5 -) ك (ات,1) د ز3 + 5- ار - 2 + 3) 2 (ل,1,)م بخ ل لمكا 
اكتب (رن)ا كتركيبة خطبة في ," و ,2ل 

8 ربوا +339- - يلاله + 15) + (25-8-) ع (4-,5) > (1.0,ا)ط > زرن)8. 


أكتب (1)12 كتركيبة خطبة في ,7 و يا 
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28 ان + 1 - (9-1) 4 ,15+23-) - (3,1) > (7)1,0,0 - ليه 


2 اوجد التمثيل المصفوفي ل 5 [15], في القاعدتين ,8 و رظ. 


8 بكتب إحداثيات (د)5, (رن)ط, (ي5)0 كأعمدة: 


13- 33- 7-)ل 
9 19 +4 )دما 
المسائل 124.12-122.12 يتعلق بمتجه إختياري 27 © (2.*) - 7 والتطبيق الخطي 7 والقاعدتين ,8 ى رظ المذكورين 


أعلاه. 
2 أوجد المتجه الإحداثي ل 7 ,ى[؟]ء في القاعدة ,8. 

' نجدء من المسألة 66,12, أن 7[ط هن - ذت] > بو[لعرظية)] وكذلك "بر عره- لاركا > رولنا. 
2 اوجد المتجه الإحدائي ل (5)0, رو[(8)9]. في القاعدة ي8. 

ردقل بالج ع8) + ج26 + 20 - :13 -) د (ي3 + برك - عرو - 2 + 3) - (100 وبذلك 

”زوك - برذا + عقره26 + و20 - 13 -] > يو[()5]. 
2 حقق مبرهنة 13.12 يي[(0)ه] > رى[«]ل5]. 

2 
26 + بر20 - +13 - 5 لوده وود 7تبى 

- رم[(ه)ة] > 11-12 )ء 93 1 2 1 1 ) -ماماها 

2 ليكن # بل" :7 التطبيق الخطي المعرّف بواسطة 
الوكرية جرم لوسرو كلبيية ل والبجدواتورة +..ة ركيم - لان 

بيّن أن التمثيل المصفوفي ل بالنسبة للقاعدتين المعتادتين ل ")1 ى "6 يعطى بواسطة 

آنا 


6 6ه -م] 


4 


7 
أي أنه يُحصل على صفوف [7] من معاملات ال ,* في مركبات (,*.....,5)6, على الترتيب. 
0 لدينا 


(ريف رت 
لقن 


المومهبتت. 
2 ليكن تجهرب82 54 معرّفاً بواسطة (6 - ك4 + «2رير - *3) > (5)5,1. أوجد التمثيل المصفوفي [©] ل-5 بالنسية 
للقاعدتين المعتادتين ل "8 


28 نحتاج فقط: إستناداً للمسآلة 125.12: أن ننظر في معاملات المجاهيل في (...ا800. وبذلك 


2-1 
4 ما 
5- 5 


2 ليكن 82ه*8 :0 معرّفاً بواسطة 20 -و- 2+ عكا5- 26 + تزه - <3) > (إرورل.:)6. أوجد [0] بالنسبة للقاعدة 
المعتادة في "8. 


مد الساقة فركوو و أكه 2 4د 3إى 
نجدء من المسالة 12 أن( 1 6-3 
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42 ليكن “4:18:28 معرّفا بواسطة ((52,6 - 6«ش,ج + برخ ع8 - 39 + 26) > (#رلا,*)1. أوجد [111 بالنسبة للقاعدتين 
المعتادتين في *8 
8ه 23 
8 نجد. من المسالة 125.12, أن ك أ 1 05 
60 06 


1212 لعن 73 2 7) -4 . تذكر أن 8 تحدّد تطبيقاً خطية *285+8/ معرفاً بواسطة ١ح‏ > 1500 حيث يُكتب ا كمتجه 
عمودي. بين أن التمثيل المصفوفي ل نسبةً للقاعدنين المعتادتين ل 200 و 82 يكون المصفوفة نفسها: أي أن ىد رمع 
88 لدينا 


0 
0 
0 
والتي تحصل منها على 4 > (73 5 7) -(م] 


المسائل 133.12-130.12 تعلق بإيجاد التمثيل المصفوفي للتطبيق الخطي 82+ 8:80 المعرّف في المسالة 129.12, 
بالنسبة للقاعدتين (لارناءنا) > ,8 او (رلا.,7) > 8 في المسائل 121.12-118.12. 
2 أكتب (5)0 كتركيبة خطية لك ,لاو يا 
8 نجد من المسالة 21.12, أن ل( - 38) + ,20(0 + و5-) > (8,5)؛ وبالتالي 


1 1 35 
عع رهد سردو قو + رج مح - (وٌ) - 2/1 0 )رمام 


2 أكتب (رلا) كتركيبة خطية في ,7و يا 


1 
3 و24 + ,410- > يو(ة + 21) + مزه - 5ق-) - (ي_ ) د )ددمم 
2 أكتب (ين)5 كتركيبة خطية في ,2 و ي؛ 
1 
0 وناك + ,م8 - د رنل1 -6) + رس( + مدت - (2) 2 2 0( 00 


2 أرجد [5] بالنسبة للقاعدتين ,8و ي8. 


ل نكتب إحداثيات (00), (رد), (رد)1 كاعمدة. 


8 1ف جاسم 
حس ان 


المساشل 137.12-134.12 تتعلق بالتطبيق الخطي *8ج+*7:8 المصرّف بواسطة (ل4 + » ,و3 - 22 ت زبررين 
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13412 


135.12 


13612 


127012 


12.12 


والقاعدتين التاليتين في 82د ((0,1) ح يه.(0.!) - بع) - 8 وى ((2,5) > رارزة,1) - ,) - 8. [يمكن النظر إلى 7 على أنه 
تطبيق خطي من فضاء لآخرء لكل منهما قاعدته الخاصة به]. 


أوجد التمثيل المصفوفي ال 7 1715 بالنسبة للقاعدتين 5 و 8. 
8 نجد, من المسالة 21.12, أن ,(ط - ه3) + ,20(0 + و5-) > (8,5): وبالتالي 


و5 جرمه- د (21)-(701,0-(760 ون 2 8-/رم 
ست 5 )ا 


أوجد التمثيل المصفوفي ل 17 1[5], بالنسبة للقاعدتين 8 و 8. 


136 + ,76 > (7,13-)- (7)1,3 - م1 ذلك ل 04 
1162 د رو 11 ل رو 0 - 0 سبك (ي1 5)-215] 


أوجد 115]. 


م جم ك )د 10د زمار الى اق 2/ء 
رو 212 ينه 2 7)-5] 


أوجد 115]. 


ههة- ,ماك (7,13-) -(700,3 > ,م1 ١‏ ريون 991 61 )م 
0# نوك م99 - (11,22-) - (5ب7)2 - (ي20 مضه( 5)-215ا 


ملاحظة 115] و 1[9] هما التمثيلان المصفوفيان ل 7 كمؤثر خطيء وفق ما تمت مناقشته في قسم 12.!. 
أثبت مبرهنة 3.12: ليكن نا جما :8 خطياً إذن, ,[(5)0] > ي[0][©]. 


18 لنفترض أن (,ء,. ) قاعدة ل الا وأن (ك.س؟) قاعدة ل (), ولنفترض أن 


روه لق حيلمه + :د خيليوه 1 زلمه - 560 
من أجل 7,....! - 1 إذن» [1] هي المصفوفة 070 التي صفها رقم [ هو: 


)ريه ٠.‏ درة© جرج©) 4 
لنفترض الآن أن ,مرم (3 - مي + ...+ ,م4 > ٠‏ . بكتابه متجه عمودي كمقول لمتجه صفي. نجد 
م 
"اوقا دجوا 11 22 
بالإضافة إلى ذلك وباستخدام خطية 8: يكون لدينا 


ميمه + .يليه جمطرره ير - ل (هيه )بق - (له راك ق- ممق - زم )م - مم 


0 
إذن. يكون [(5)0] المتجه العمودي الذي مدخله رقم [ 


بيه + ع يلرية + أن © 3( 


كرما 
من جهة أخرى, نتحصل على العدخل [ ل [1]5[]97 بضرب (1) في (2). ولكن جداء (1) و (2) هو (3). إذنء يكون ل .[17[]0] 
و [(5)00]) نفس المداخل. وبذلك. 500(1] > ,[5[]9]. [ملاحظة: لاحظ التشابه بين إثباتي مبرهنة 3.12 ى 1.12 في المسألة 
501 

مبرهنة 4.12 ليكن 0 ج17 :7 خطياً. إذن توجد قاعدة في ١!‏ وقاعدة في لأ بحيث يكون للتمثيل الصفي 8 ل 8 الشكل 


1 م) عدم حيث 1 المصفوفة المتطابقة المربعة -. وحيث 1 رتبة 5. 
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2 أثبت مبرهنة 4.12 


النفترض أن :ع 7 «ذق و« لا «أل. ولتكن ا نواة * او 'لآ صورة #. لقد أُمُطينا أن الهم وبالتالي, 

فإن بعد نواة 7 يكون ‏ +-8. التكن   )09/,....,«._,(‏ قاعدة لنواة 8 ووسعها إلى قاعدة مد 5 
تضع ‏ 1300 حت إقار.,لر700 ح تايل 00 تلاحظ أن (إلا, 

بللأومموريبقانار...ورنة 4 ال لآ. لاحظ أن 


.رلا قاعدة ل 'لآ (صورة 8). وسّع هذه إلى قاعدة 


له + 2ر0 + ريه جنم 


+ م0 +0 + 


+١‏ م1 + رما 


لل م0 +1 + 
+ ري 0+ ,06 + 


+٠‏ ي04 + هن 


+* م0 + ,0 + 


وبذلك يكون لمصفوفة 5 في القاعدتين المذكورتين؛ الشكل المطلوب. 
2 لنفترض أن « > '7 410 و > لآ 48. تذكر أن الفضاء (([8100)1/,1, لكل التطبيقات الخطية من 7 إلى '], هو فضاء 
متجهي بعده 707. صف الارتباط بين ((7107009/.1 والفضاء المتجهي 4. لكل المصفوفات 0“ 0 فوق الحقل القامدة 1 
قا التقابل بين (لا,/؟) 110 و 24 تعطيه المبرهنة 5.12. 
مبرهنة 5.12: لتكن (0) قاعدة ل و (414 قاعدة ل نا. إذن. التطبيق 4+( ,/8100)1 :7 , المعرّف بواسطة 
قزنا > 0050 , هو تشاكل تقابلي لفضاء متجهي. أي أنه يكون لديناء من أجل أي (ل],/) «رهفا © 8,6 
واي كاع, 1 
() (6)س+ (ط)س ع و + عام أي [6) + [مم ع روس 
1 )ساك ليم أي (#إناح رسع 
(11) التطبيق 0< واحد ‏ لواحد وفوق 40 


[إن إثبات هذه المبرهنة هو جوهرياً نفس الإثبات للأجزاء (0, (19) للمبرهنة 2.12. والتي ظهرت في المسائل 
2 05.12و 4107.12 لذلك حذف]. 
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3 مصفوفة تغيير ‏ قاعدة (مصفوفة إنتقال) 


113 


33 


413 


320 


عرّف مصفوفة تغيير القاعدة من أجل فضاء متجهي آا. 


التكن (يعسيية) قاعدة ل لااى ( قاعدة أخرى. ولنفترض أن 


بكب ل 0 عه يمي 4 + رم ع ور 


إذن, المصفوفة المنقولة 8 لمصفوفة المعاملات أعلاه تسمى «مصفوفة 

«القديمة» (,©) إلى القاعدة «الجديدة» (5) . بتعبير آخرء تكون أعمدة 7 على 

للقاعدة «القديمة» (ع). 

سوف نستخدم المبرهنتين 1.13 ى 2.13 اللتين يظهر برهانهما في المسألتين 43.13 و 44.13. 

مبرهثة 1.13: لتكن 8 مصفوفة تغيير. القاعدة من قاعدةٍ (©4 إلى قاعدة (6). و0 مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من 
القاعدة (6) إلى القاعدة (6). إذن: تكون 7 عكوسة ويكون لدينا !2-7 < 0., 

مبرهنة 3 لتكن 8 مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من قاعدةٍ (©) إلى قاعدةٍ (4)5 في فضاء متجهي 7. إذن, يكون لدينا, 
من أجل كل متجه 17 © /: () ي[0] -,[ن]ط و (ل م[ عنام 


- القاعدة» أي «مصفوفة الانتقال» من القاعدة 
إتيب إحداثيات المتجهات ,آ...سر,؟ بالنسبة 


ملاحظة: رغم أن © تسمى مصفوفة الانتقال من القاعدة القديمة (6©) إلى القاعدة الجديدة (5). إلا أن أثرها هى تحويل 
إحدائيات متجه في القاعدة الجديدة (4)5 رجوعاً إلى الإحدائيات في القاعدة القديمة ‏ (,©) . 
المسائل 2.13-2.13! تتعلق بالقاعدتين التاليتين في 82 ((4-,38) > يس(ه-,!) ع بنغ) ,8 ول(قما)* 170 5 
((3,8) يد وتتعلق المسائل 5.13-2.13: على الخصوص. بإيجاد مصفوفة تغيير ‏ القاعدة 8 من ,5 إلى ,5: والمسائل 
9.13-3 بإيجاد مصفوفة تغيير ‏ القاعدة © من ,5 إلى |8 


أوجد إحداثيات متجه إختياري 822 © (5,ة) بالنسبة للقاعدة (إلارنا) > ,8. 


1 الدينا 
3 1 0 م ع برق + عر مع برق دعم 
5 0 
الا ام د ا وسيره ديو أ مج+م2در2 
نحل من أجل « و لا بدلالة 8 ى 0 فتحصل على 3/28 -28- ع ين 1/26 + هع لا. وبذلك. 
يسا(ة! +مه) +عا(ةة -ع2-) - (طرم) أى ”زه عه .م4 - ه2-] > وإز(ط .ه)] 


اكتب المتجه الأول في القاعدة ,5. ,7/ كتركيبة خطية في متجهّي القاعدة ,لاو رلا ل 58 
18 نستخدم المسالة 2.13 فنحصل على ,5/2(0) + ,0ا(13/2-) ع !3/2 + 1) + ,2-9/2(0-) ع (13) > رن 
اكتب را كتركيبة خطية في رلا و رنا. 


ل يننا ا ع ييه + 3) + :6-12-) > (3,8) ع را 


أوجد مصفوفة تغيير القاعدة © من ,5 إلى ,5. 
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9 نكتب إحدائيات ,؟ ى ,لا في القاعدة ,5 كعمودين: 
ات 
9 )دم 
63 أوجد إحدائيات متجه إختياري 27 © (طره) بالنسبة للقاعدة ‏ (رلاى) > ي5. 
الدينا 
3 13 3 مع برق دم 
(و)د زو (ة) أد | وعبروجية 
نحل من أجل « و لا فتحصل على 38 + 88- 5 »,6 -- 34 > نر وبذلك 
ولا(ط - 38) + ,«ز35 + 80-) > (طيه) ‏ إلى '[ط- وقرطة + 86-] - ركلزطيم] 
3 أكتب المتجه الأول للقاعدة ,5. ,لاه كتركيبة خطية لمتجهّي القاعدة ,لاو ي< ل ر8. 
8 تستخدم المسألة 6.13 قتحصل على ,590 + 147- > ,200 + 3) + «(ة-8-) > (2-,1) - رن 
7 أكتب إلا كتركيبة خطية في ,الى ,7 
َه لقا + 369 - ع رازه + 9) + 24-12(39-) ع ز4ب,3) جرلا 
3 أوجد مصفوفة تغيير القاعدة © من ,5 رجوعاً إلى ,5. 
8 نكتب إحداثبات ,لا ى ولا في القاعدة ,5 كعمودين: 
36- 14- 
- 5 ( 9 
3 تحقق من أن 8 - © [مبرهنة 1.13] 


: 1 )سمه 


113 بين أن ,و[س] » بو[س]م . من أجل أي متجه (4.5) > << [المسالة 2.13 ()]. 
8 نستخدم المسائل 2.13 5.13و 6.13 


السو لان 


3 بين أن رإلا] ع ,[0]!-8 من أجل أي متجه (5.ه) > ١‏ [مبرهنة 2.13 (1)]. 
٠. :‏ يٍ 1 1 


8 لعا" ( يق ) - لم2 )لول 14 ) > ماماك واسا”م 


المسائل 25.13:13.13 تتعلق بالقاعدتين التاليتين في *8: 
((0,1,3) > رن ,(1,3,2) > يه ,(1,2,0) > ره) - 5 7 ((4.6.!) > 2,9 !,0) ,2100 د ب داو 


وعلى الخصوصء تتعلق المسائل 27.13-17.13 بإبجاد مصفوفة تغيير القاعدة © من 8 إلى '5, والمسائل 22.13-18.13 بإيجاد 
مصفوفة تغيير القامدة © من '8 إلى 5. 


3 أوجد إحداثيات متجه إختياري *2 © (عرط.ه) بالنسبة للقاعدة (يلارنارره) ع 8 


0 3 1 2 ننه الو 22-2 
ا 0 أو 6دع +رردجوع2 
3 3 60 2 322+ 2 


8 لدينا 
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2 © تغيير القاعدة, التشايه 


1413 


1513 


16013 


113 


1613 


12,13 


2013 


2113 


22,13 


نحل من أجل *: لا, 2 فتحصل على 0+ 7-38 - ير أ م- 36+ وق ع بن 0+ 20 - 4 - 2. ويذلك 
ولازء + 2 - 48) + يناك - 35 + و6-) + رناك + 35 - 72) ع (عرطرة) 

أى *إن + 25 - وه ع - 35+ 6- يو + 35 - 72] تر [زفرطيه)] 

أكتب متجه القاعدة الأولى ,؛ ل '5 كتركيبة خطية في متجهات القاعدة 8: بلاء ينا يلا 

8 نستخيدم المسالة 13.13 فنحصل على ع رن(1+ 4 - 4)+ ينا(!- 6+ 6-) + ,نا( + 6- 7) ع (1,2,1) درا 

ولا + رلا - م2 

أكتب ١,‏ كتركيبة خطية في ,نا يناء يلاء 

8 رنا0 + يناط ناح ت ينا(ة + 2 0) + ينا(2 - 3+ 0) + ب«( + 3- 0) - (0,1,2) درن 

أكتب ,لا كتركيبة خطية في رلاء يلاد ولام 

8ر2 + رنا0 + بلا ع رنا(6 + 8 - 4) + رنو(6 - 12 + 6 -) + بنا(6 + 12 - 7) > (كركر[) تين 

أوجد مصفوفة تغيير القاعدة ١‏ من القاعدة 5 إلى القاعدة '8. 


018 نكتب إحداثيات ,/. ر". “ا بالنسبة للقاعدة 5 كاعمدة: 


أوجد إحداثيات متجه إختياري 627 (كرطية) > ٠‏ بالنسبة للقاعدة ‏ (رارران) ع /8. 


1 0 1 0 م6عجع + 
0 أى ود يقجير +ع2 
6 2 1 3 ع ع هم + بر2 + بر 

نحل من أجل *: لا؛ 2 فتحصل على اع - 20+ 28- ع ير ع2 - 55 + وق ع بر 6+ 20 - و3 


ولاك + وس + 25 - 36) + ين2 - ذك+ هق) + رول - 26 + 26-) > ( رط به) عم 
3 تل + 25 - م23 - 55 + م8- ,ه - 20 + 26-.] د بو[ رط ,م)] ع .وزس] 


88 لدينا 


وبذلك 


اكتب المتجه الأول ,نا للقاعدة 5 كتركيبة خطية في متجهات القاعدة '9: ,لاد ي"< ر3. 
ل نستخدم المسألة 18.13 فنحصل على 

واد ث2 + ,20 ك و0 + 3-4) + يج(8+10+0ه-) + بب(2+4+0-) > (1,2,0) عبد 
أكتب رلا كتركيبة خطية في ,لاه يا و37 

قل رحس راق+ 20 ع يو(3-6+2) + 5-4 +8ه-) + ,2+6-2(9-) > (1,3,2) كينا 
أكتب رلا كتركيبة خطية في ,0 يلا ولا. 

ل تمي فالضنحن + ,«(6 - 5 + 0) + مازة-0+2) > (0,1,3) > رد 
أوجد مصفوفة تخيير ‏ القاعدة © من القاعدة '5 رجوعاً إلى القاعدة 5. 


08 نكتب إحداثيات رلاء رناء ونا بالنسبة للقاعدة '5 كأعمدة: 


الفصل 143 6 323 


53 تحقق أن !7 - © [مبرهنة 1.13]. 
6 0 1/ 11 1- 1/2 202 
ل :-|ه 1 00 1 3 3 * )سمه 
ده مأ 2 1/116 1 1 
3 بين أن و[م] > .و[ه]5. من أجل أي متجه ©,ط,ة) - + [مبرهنة 213 (6]. 
م +3 +70 -25+م2-/ 1 2-12 
ل مانا زه - 30 م ) - ف - 236 6 0 1 1- 
+25- وه ع+26-ءمة 2/6 1289 
3 بين أن .و[م] > و[ه]' 7. من أجل أي متجه (©,ابة) > + [مبرهنة 2.13 (3)]. 
-25+م2-/ إء+ن3-م7 /1كك- 22002 
8 عام - |26 - 136 مق ) - (ء د 10 3-3 )امات - يلعا صٍِ 
ع + 364-28 ع+م2جمه 1/1 1- 14 

2013 لنفرض أن (ي#.سيقرية) > رلا الطيسوظي8) كيان 5 5 ل *5. بئْن أن مصفوفة تغيير 
القاعدة من القاعدة المعتادة (ب8) > 8 ل "1 إلى القاعدة 8 تكون المصفوفة ” التي أعمدتها المتجهات ‏ اسرا,,9 على 
الترتيب. 
8غ لدينا 

عي 
.66+ 
كاعد 
بكتابة الإحداثيات كاعمدة, نحصل على 
كما هو مطلوب. 
2713 


أوجد مصفوفة تغيير القاعدة 8 من القاعدة المعتادة 
((1,0,0) عي ,(0بل11) سين 


اليعبرعرة) د 8 


8 نستخدم المسألة 26.13, فنكتب متجهات القاعدة ,للاء را رلا كأعمدة: 


4 4 3 
0 1 )م 
0 190 


26113 أوجد مصفوفة تغيير القاعدة © من القاعدة 5 أعلاه رجوعاً إلى القاعدة المعتادة 8 في 80 


8 تذكر [المسألة 66.12] أن ول(ط ب ه) + رس - 5) + بن ج (ورطية). ويذلك 
وس + و0 + رسر0 ع (1,0,0) سرع 
وسدط - م11 + 08 ع (0 ,1 ,0) ع يه 
و09 + و19 ح و1 > (1 ,0 ,0) عترم 

اك 


تحقق من أن من أجل المصفوفتين 7 و © [مبرهنة 1.13] 


0 10م 11 0 11/8 11 
ل -[0 1 0)-[- ١‏ 1 سمه 
1ه وأ /ه 1 1آنله 16 


ل 82 إلى القاعدة 


المت بو عق 


موقع الفريد في الفيزياء 


4 © تغيين القاعدة, التشابه 


3 بين أن ,[] ع ي[ن!-5 من أجل أي متجه (عرطرة) - 7 في 87, 


8 الدينا 7[عرطية] عي[ او *[طسهعء_-طن] - [ن. إذن 


0 0 12 6 
0 
1 -1 2 64 - 5 


3 ليكن (طرع) < ؟ عتصراً في 82 إذن ,عط + بعه > ١‏ حيث ‏ (يعيره) - 85 القاعدة المعتادة في 82. لنفترض قاعدة 
أخرى. ولتكن ((1,1-) > رلارز2,1) > رن) - 5. أعط تفسيراً هندسياً أننا إخترنا للمتجه الإحداثي ' ['طرله] > ,[0]. 


8 تحدد القاعدة 5 منظومة إجداثية جديدة من أجل المستوى *8 المحورين جديدين '* ى 'لاء كما موضح بالشكل 1-13. أي 
أن المتجهين ,نا و رن يدلآن, على الترتيب, على الاتجاهين الموجبين للمحورين الجديدين '* و 'لا! ويحدد طولا ,ناي يلاء على 
الترتيب. وحدتّي الطول على المحورين الجديدين '* و 'ز. في هذه المنظومة الجديدة للإحداثيات, يكون '2 تقاطع المحور -': 
ومستقيم عبر موانٍ ل 'لاء وتكون '8 تقاطع المحور -'لا مع مستقيم عبر ٠"‏ موانٍ ل '. 


'شكل 1-13 


3 أوجد. في المسالة السابقة, مصفوفة تغيير القاعدة 8 من القاعدة 5 إلى القاعدة 5, وأوجد مصفوفة تغيير القاعدة © من القاعدة 
5 رجوعاً للقاعدة 8 
10 بما أن 8 القاعدة المعتادة, نكتب ,لاى ينا كعمودين لتحصل على 8 أي 


سم 


ايضاً, نستخدم الصيغة من أجل معكوس مصفوفة 222 فنجد أن 


33 في المسألة 31.13, عبّر عن 'ه و '8 بدلالة 4 و 6. 


نجدء من مبرهنة 2.13 أن 
112 ) - 060( ))عماساكم سلما () 


أي أن 5/ط+ تلع 'ه او 20/3 + و/واع 'ط. 


موقع الفريد في الفيزياء 


3413 


3513 


3013 


232213 


36,13 


3.13 


4013 


413 


22.13 


الفصل 13 13 325 
لتكن القاعدتان (1.31) > 5 و (20 + (1+ [)4ع_'8 للدقل العقدي © فوق الحقل الحقيقي 8. أوجد مصفرفة تغيير القاعدة 
5 من القاعدة 5 إلى القاعدة '8. 

8 الدينا 


(16+(10 2 +1 8 3 
(20+(101-:2 +1 وبذلك 2 )دم 


أوجده في المسالة 34.13, مصفوفة تحويل القاعدة © من القاعدة '5 إلى التاعدة 5 
نستخدم الصيغة من أجل معكوس مصفرفة 22 [المسئلة 87.4] 


3 )عمد 


لتكن القاعدتان ‏ ((0,1) > ي1,0(.6) > ره) > 8 وى ((2,5) > ي3(,0.!)- ,0) 8 ل82. أوجد مصفوفة الانتقال 8 من 
القاعدة 5 إلى القاعدة 5. 
18 بما أن 8 القاعدة المعتادة ل 8, نكتب المتجهين ١,‏ و را كسودين: 
2 فى 
(3 )عم 
أوجد مصفوفة تغيير القاعدة © من القاعدة 9 أعلاه رجوعاً إلى القاعدة المعتادة 8 !ل 22 


9 تذكر [مسألة 21-12] أن ,"لط - 35) + ,+20 + دك-) > (ط. إذن 


تحقق أن !7م - ) من المصفوفتين < و © أعلاه [مبرهنة 1.13]. 
2١/1 0١‏ 21/1 الك 
9 >( 37-0 00 و)عمم 
مين أن و[0] > ي[0]'-5 من أجل أي متجه 82 © (طره) > ٠‏ 
8 لدينا ”[طيه] > ي["] وى ”(ه- 20,3 + وق-] دز[ وبالتالي 
20+ه5-/_ 21/64١‏ 5- 23 
6 -ة )-(70)6 5-)عءزماكم 
لنفترض أننا أدرنا محوري * و لا في المستوى 87 بزاوية 45 في عكس ات 
على طول المستقيم « لا. ومحور “لا الجديد على طول المستقيم ‏ «- 
1# هنا (2/2,0/2/2/) سه هو متجه الوحدة على محور '« الجديد. ى (17/2/2,1/2/2-) يه هو متجه الوحدة على 
محور 'ل[ الجديد. [لاحظ أن متجهّي القاعدة المعتادة هما على الترتيب. متجفي الوحدة على محوري * و لا الاصليين]. وبذلك 


0 


اه عقارب الساعة, بحيث أصبح محور “* الجديد 
أوجد مصذوفة تغيير القاعدة 8 


أوجد الإحداثيات الجديدة لنقطة (84)5,6 في #2 تحت الدوران في المساألة 40.13. 
8 لضصرب إحداثيات النقطة في 5-١‏ 


) 5 200 - 


أوضح مبرهنة 2.13 في حالة 3 01817. لنفترضء تحديدا أن هي مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من القاعدة ‏ (يدرفر6) 
لال إلى قاعدة (,كير5,,؟4)؛ ليكن 


موقع الفريد في الفيزياء 


6 © تغيير القاعدة, التشايه 


233 


4413 


بيه يمره + ركه 2 رك © #8 ره 
1 8 
رعرظ + رعرة + بورق - ير وبالتالي [2© دف 56 
ريت جيعي يعر > يل و» و8 40 


أنفترض» ئيعة أن 17 © 7 وليكن ,كي + ركي! + كر - “د جين أن 5[ -,[2]0 و,[]اع 2 
نعوض من أجل ل ,؟ في يكي! + ,كي + برط >« تحصل على 
(وعر» + يعرء + بعرعا)يا + (يعيط + وعرط + بعرط)ي! + (رعية + رعية + بعرة)را ع 0 
وعليكلية + كلوط + بعية) + ي6ليكلرء + يكلرط + بكلرة) + بأليكارت + يكلرط + رالرة) د 


وبذلك. ‏ "ليكلبياركة] تلن و 'ليكليةء + يكلرط + بلليشبوكلية + يكليط + رعليهب ابت + يكلرظ + ركلرة] 3 ,191 إذن 


عل خيطرط+ وليه/ ‏ ا ل/ات رط رهم 
[م] ع ول +يليط+ عليه |ع | يغ أ[ 5.١‏ يه |ع رزم]ام 
ون ع كرة + يها [مكأ/ن رق ١ه‏ 

أيضاً بضصرب المعادلة السابقة في '-5, يكون لدينا. ,[0] حر [ج]ا د رزجزه!”5 د ,5-1 


أثبث مبرهنة 1.13: لتكن 8 مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من:قاعدة (©) إلى قاعدةٍ (2)4 ولتكن © مصفوفة تغيير ‏ القاعدة 
من القاعدة (15 رجوعاً إلى القاعدة (0). إذن. تكون 8 عكوسة ويكون لدينا ‏ !7 > 0. 


لنفترض أن 
رعرره 2 تعره جنن+ 0 
ا 
من أجل م....,12 < أ وكذلك 
وأعرظ يق حرطيرظ ++ وليرط خرلمرة- ره كف 


من أجل ...12> ل لتكن (أ) >8 و ل5)- 8 إذن. 87 - م و87 ©. نعوض ب (2) في (1) فتحصل على 
ملرفيه 2) ب - (قرة بق)ءه بق - م 

بما أن (1) قاعدةٌ إذن رق - ,رقيه (2 . حيث ,8 دالة دلتا كرونكر, أي أن 1ر8 إذا 6 -أ. ولكن 0>ي5 إذا 

“دا لنفترض ليء) - 48. إذن» ي8حي». ينتج عن ذلك أن آعظض وبذلك 7-1 ع ”رهظم > 7م'8 -م0. إذن 

امد 


أثبت مبرهنة 3 لتكن مصفوفة قاعدة ‏ التغيير من قاعدة (©) إلى قاعدة (475 في فضاء متجهي . إذن؛ يكون 
لدينا من آجل أي 7 © “ا (0ي[ب] لاط و لجرل« د يلطاام 


8 النفترض أن رعيه (2 حرعيه +٠١4‏ يعييه خيكييه > ف لان 5 المصفوفة المربعة 5 وصفها ز هى 
7-0 


عير الاجل 8. 
لنم© جره درو©) لق 

إذن؛ وبكتابة متجه عمودي كمنقول لمتجه صفي: ارق خيلا + نوا فاده 
لالبو بك) #ر[س] 22 


نعوض من أجل في المعادلة من أجل . 


ب( ملريه ٠١+‏ + يلريك + علي ه) ان بريه 6 دم - إعره م 2 سباع 2 35 


1 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 13 6 327 
بننج عن ذلك أن .171 هو المتجه العمودي الذي مدكله 3[ 
ملي + :+ يعارو4 + عازه لك 


من جهة أخرى. نتحصل على المدخل [ في .8191 بضرب الصف [ ل8 في ,501 آي ضرب () ى (2). ولكن جداء (1) 
و (2) هى (3): وبالتالي. يكون ل[7]9 وى |لا] نقس المداخل. وبذلك ‏ ,(0] -[5]0. 


بالإضافة إلى ذلك ضرب ما جاء أعلاه في ' 2 يعطينا ,[؟] -[:]ه'-2 د [نغا-م 


3 تغيير القاهدة والعمليات الخطبة 


ناقشنا في القسم السابق تأثير تغيير القاعدة على المتجهات الإحدائية 5 
التمثيل المصفوفي لمؤثر خطي؛ وسوف نستخدم على الخصوص, المبرهنتين الناليتين اللتين سيتم إثباتهما في المسالتين 60.13 
و6113 


مبرهنة 3.13: لتكن 7 مصفوفة تغيير القاعدة من القاعدة ,5 إلى القاعدة ,5 في فضاء متجهي . إذن م > يو[؟]. من 
أجل أي مؤثر خملي "1 على . 

مبرهنة 4.13: لتكن مصفوفة مربعة -5 فون 16 (والتي يمكن إعتبارها مؤثراً خطياً على "1) ولتكن ‏ (يلاى.سرلا., 40‏ قاعدة 
ل *16. إذن, التمثيل المصفوفي ل 8 بالنسبة للقامدة المعطاة يكون المصفوفة 8-188 - 8, حيث 8 
المصفوفة التي أعمدتها ,لا....ررلا.,نا على الترتبب. 

3 لبكن 72 2:72 المؤثر الخطي المعرّف بواسطة (791 + »2,لا5 - *3) > (7063. أوجد التمثيل المصغوفي 57(2] ل ': 
بالنسبة للقاعدة المعتادة 8 في *8. 
8 بما أن 5 القاعدة المعتادة ل *8, نكتب معاملات *ى لا كصفين. فنحصل على م3 )دما 


3 اوجد التمثيل المصفوفي .[1] للتطبيق الخطي 7 أعلاه بالنسبة للقاعدة ((2,5) > ,لار(ق,!) 5 )١,‏ < 8, 
لقا طريقة 1: نستخدم تعربف إ[1] للتطبيق الخطي 7 اعلاه بالنسية للقاعدة ,ا(ط-30) + ,20(9 + وقت)ع س (طرة) 
[انظر المسالة 37,13]: على 


و59 * ,ه106 ع ي23(0 - 36-) + ,46(0 + 60) - (25 ,12-) > (23 +2 ,15 - 3) > (7)1,3 سل 10 
و96 - ,1730 > ي39(0 -- 57-) + ,78(0 + 95) > (19,39-) > (35 + 4 ,25 - 6) - (7)2,5 » (ي7)0 


نكتب إحداثيات (707 او (,3700 كاعمدة قتحصل على كام 14 ) - ,ز] 


طريقة 2: نستخدم المبرهنة 3.13. نجد من المسالتين 36.13 وى 38.13, أن مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من القاعدة 8 إلى القاعدة 8 
تكن (2 1)- » ديكون لدينا (2_ 5-)س:-م . إذن 
0 0 06 ت)«ممصادمدءها 
3 ليكن “8ه*8نط معرّفاً بواسطة (ل- *20,3) > (ل,8)ا. اوجد التمثيل المصذفوفي و[ا] للتطبيق بآ فسبةٌ إلى القاعدة 8 
أعلاة 


8 الدينا 83 0( - ء[5] حيث 8 القاعدة المعتادة في 82 إذن 


3-1 
20 4 5( )عفدم دكا 


موقع الفريد في الفيزياء 


8 ] تغيير القاعدة. التشابه 
3 ليكن ‏ 3ه جب هامر ععوقا بواسطة (32+ نوبج4- ,2 + 3+ ع) > (2,لز,»)8. ) أوجد التمثيل المصفوفي ل © بالنسية للقاعدة 
المعتادة 8 في *8. 
با أن 5 القاعدة المعتادة ل *2, نكتب معاملات *, لا؛ 2 كصفوف, فتحصل على 
ا 
59 9 1)ءعم] 
3 1 ©6. 
3 اوجد التمثيل المصفوفي للتطبيق الخطي 5 أعلاه بالنسبة للقاعدة التالية ل *10: 
((1,0,0) > رس(0,!,[) د رسر(اءار!) د رن د 8 


نجده من المسألتين 27.13 و 29.13, أن مصفوفة تغيير القاعدة من القاعدة 8 إلى القاعدة 5 تكون 


43-3 5 د :6 
م 5 1- 1 مإسالم 
0 160 060 1-1 


لذلك, وبسبب المبرهنة 3.13: يكون لدينا 


410 1 2/11 3 111 0 0 
1 0 7-)-[0 1 4 0 1 1 مإعصاس"م دورم] 
6 3 و9 3/100 1 طث/ه 1-1 


3 ليكن 80ب*8 :0 معرّفاً بواسطة («49,3-«ر+20) > (2,ز.0)5. أوجد التعثيل المصفوفي ل بالنسبة للقامدة 5 أعلاه, 
8 من المبرهنة 3.13: 
33 3 11 1/1 2 11/0 000 
1< هد اوت 0 1 ( 0 4- 3 1 6س صيزه)”م-رزها 
5 6 6 أله ه ذاأل/ه 1- 1 
83 ليكن *2ج*4:2. المؤثر الخطي المعرّف بواسطة المصفوفة 


11 2 1 
0 ند 006 
/2 1 0 


أوجد التمثيل المصفوفي ل 4 بالنسبة للقاعدة المعتادة 8 في 8 
نسترجع المصخوفة 8» بالنسبة للقاعدة المعتادة 5 أي أن 


1 د 1 
0 1- 23م دول[كها 
3 41 © 


3 أوجد التمثيل المصفوفي للتطبيق الخطي 8 أعلاه بالنسبة للقاعدة 5 في المسألة 49.13. 
018 نجدم من مبرهنة 3.13 أن 
4 3 1 1 1/1 22 11/1 0 0 
31 1 00 1 10 1- 1[]3- 1 مإ)عممهم دولم] 
2001-2 0060م 1 ماله 1-1 
3 ليكن 87ج ا معوّها يواسظلة النسقوفة (71 50 . لتكن 8 التمثيل المصفوفسي ل 8 بالنسبة للقاعدة 
((1))1,4(,)3,10. أوجد 8 
8 نكتب متجمّي القاعدة كعمودين: فتحصل على 0 )دم نستخدم الصيغة من أجل معكوس مصفوفة مربعة-2 


[المسالة 87.4] فتحصل على 8 60 دم . إذن 


موقع الفريد في الفيزياء 


3 
535 


ُ 


5 
2 


1 3 
4 18 


2-7 
3 


329 
-8 


136 
-53 


/ سوام 


5413 تكن( _ 3 
8 نجدء من المبرهنة 4.13, أن 
معي بوانه ع ” 
121 
55.3 لعن[ 3 )دم اعد أخبو 
6 25 


018 نستخدم خوارزمية الحذف لجاوس الموصوفة في المسألة 92.4: 


وبالتالي» 


3 لتكن 
4 
3 


2 


3 
بد 
4 


2 
4 
1 


ار 


-3 
2 


الفصل 13 6 329 


) - مادم ده 


)4-2 . ولتكن 8 التمثيل المصفوفي الخطي “1 ج*8 :4 بالنسبة إلى القاعدة ((1,4(,)2,9)) . أوجد 8. 


) دميادم دق 
1 :121 
01 3 أ]«مم 
258616 
1201 
): 1 مأس 
1 000 
0ه 160 
]|6 1 م 
060601 


ولتكن 8 التمثيل المصفوفي الخطي “8+-*4:8 بالنسبة للقاعدة ((1))1,1,2(,)2,3,5(,)1.4,6. أوجد 8 
نجد. من مبرهنة 3.13 والمسالة 55.13: أن 
5١/20 3 -40/1 2 11 /-17 -1 59‏ 73- 2- 
| 46 7 1 3 3 6- 3[]4- 4 2 إعمما-م عه 
17 06006 6 5 2/12- 4 1/11 1- 1- 
1.4 
3 أوجد معكوس 1 1 0]دم. 
1 00 
الب 0 
8 يكدن معكوس 8 في الشكل | 3 5-6 . نضع 88 (حيث 1 المصفوفة المتطابقة): 
001 
0 0 1/ 11+تجبر 1+ع 1/ ابرع 11/1 11 
ان 61 ] 1 0 30 3 1 3 مم 
001 1 ه مأ /ده مط/1 6ه 


نساوي بين المداخل المنقابلة لنحصل على المنظومة 1-0 +ين, 0< 1 
1 


2 إذن 


+ نعل 


موقع الفريد في الفيزياء 


0 [] تغيير القاعدة, التشايه 


4م 


5 13 
3 لتكن 0 4 2 
9 8 7 


ولتكن 8 التمثيل المصفوفي للتطبيق الخطي “2ه”8 :4 بالنسبة للقاعدة ((01,0,0(,01,1,0(,)1,1,1)) أوجد 8. 
8 إن المصفوفة ١‏ اعلاه هي مصفرفة تغيير ‏ القاعدة من القاعدة المعتادة في 25 إلى القاهدة المعطاة. إذن 


اجن اس يا 1 1 511 3 0١/1‏ 3- 1 
د 9- ك5-]خ|1 1 30 4 112- 1 0إ)عصماام دير 
4 15 7 1 9/1860 8 1/7 60 0 
3 ليكن 7:20 المؤثر المرافق حيث © الحقل العقدي منظوراً إليه كفضاء متجهي فوق الحقل الحقيقي #8. أوجد التمثيل 
المصفوفي ل 1 بالنسبة للقاعدة (4 + 23 + 1) > 5. في 0. 


8 لتكن القاعدة المعتادة (13) 8 ل ©. بماآن 1> (1)1 و1- -(70, فإن ف > (3)0 8 مم 


ايضاً. مصفرفة تفيير ‏ القامدة من القاعدة 5 إلى القاعدة 5 تكون 8 )دم . لديناء بالإضافة إلى ذلك 
(ل كاعم مه و 2-1 أ ))(ز- 7-)-مسدمدءس 


3 اأثبت مبرهنة 3.13: لتكن 8 مصفوفة تغيير القاعدة من قاعدٍ (©4 إلى قاعدة (1) في فضاء متجهي ". إذنء 
مي[]!5 > ,(1]ء من أجل أي مؤثر خطي 7 على /7. 
*# لدينساء من اجل ني متجه اعد أن ,[()1] -ي[(70]!-5 > زي[][1]”م تحاط[ “5 ولكسن 
,70911 > ,171,101 وبالتالي ,[“"لى!] >,[7[,5]0]'-5. بعا أن التطبيسق م[ن]+ده فوق "3 إذن 
1[2] - 6ط ,[7]!”, . من أجل كل "16 © «. ينتج عن ذلك أن ,[1] > 5[,5]!-م, 


3 أثبت مبرهنة 4.13: لتكن 4 مصفوفة مربعة -7 فوق 4! ولتكن (رلاء....رناء,نا) قاعدة ل ". إذنء التمثيل المصفوفي لم 
بالنسبة للقاعدة المعطاة يكون المصفوفة 8-88 - 8, حيث 8 المصفوفة التي أعمدتها ,لا....,,لا. على الترتيب. 


8 إن التمثيل المصفوفي ل 4 بالنسبة للقاعدة المعتادة ل "12 يكون المصفوفة 4 نفسها. أيضاً تكون 8 مصفوفة تغيير- 
القاعدة من القاعدة المعتادة إلى القاعدة المعطاة. إذن» وبواسطة مبرهنة 3.13, تكون 87188 > 8 التمثيل المصفوفي ل/4 
بالنسبة للقامدة المعطاة. 


3 التشايه وتحويلات التشابه 
3 عرّف تشابه المصفوفات وتحويلات التشابه. 
8 لتكن 8 وى 8 مصفوفتين مربعتين» يوجد لهما مصفوفة عكوسة بحيث أن 88 8-5 إذنء نقول هن 8 أنها 
«مشابهة» ل ق, أى أنه يمكن الحصول على 8 من 4 بواسطة «تحويل تشايه». 
المسائل 65.13-63.13 تبين أن تشابه المصفوفات علاقة تكافؤ. 
3 بين أن 4 مشابهة ل ذء من أجل أي مصفوفة (مربعة) 4. 
88 المصفوفة المتطابقة 1 عكوسة:. ولدينا ا#ردل بما أن اياك إذن ث مشابهة ل ث. 
13 بيّن أنه إذا كانت 4 مشابهة ل 8 فإن 8: مشابهة لاله. 
8 بما أن لش مشابهة ل 8, إذن توجد مصفوفة عكوسة 9 بحيث أن 6-188 - له؛ إذن !+ طم( م - امم دا8 
و “5 عكوسة. إذن 8 مشابية ل 4. 
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3 بين أنه إذا كانت 4 مشابهة ل 8 ى 8 مشابهة ل © فإن ل مشابهة ل ©. 

8 بما أنّ 4 مشابهة ل 8 فإنه توجد مصفوفة عكوسة < بحيث 5-188 - لى. وبما أن 8 مشابهة ل 0). فإنه توجد 
مصفوفة عكوسة 0 بحيث أن 0-100 - 8 وبالتالي. (10)©0-(02) - مرون7!)0-1< - طؤادم عدي وكرن 05 
عكوسة. إذنء 8 مشابهة ل © 

ملاحفلة: بما أن تشابه المصفوفات علاقة تشابه. فإن كل المصفوفات المربعة -5 مجزأة إلى أصناف تكافق لمصفرفات 

مشابهة. 
مبرهتة 5.13: لنفترض أن 4 هي التمثيل المصفوفي لمؤثر خطي 5. إذن» تكون 8 أيضاً تمثيلاً مصفوفياً ل 7 إذا وفقط إذا 
كانت 8 مشابهة ل . [وبذلك, تشكل كل التمثيلات المصفوفية ل 7 صنف تكافق لمصغوفات متشابهة]. 


53 أتبت مبرهنة 5.13. 

8 لنفترض أن 8 التمثيل المصفوفي ل 7 بالنسبة للقاعدة (,©). ولنفترض أن 8 مشابية ل . أي أن طم١-م‏ ب 8 

حيث (ن8) -8. بما أن عكوسة, فإن المتجهات ,عنم ++ ينريم + رعيم > رآ (وعددها 5), ]ا >1 تكون 

مستقلة خطية وتشكل لذلك قاعدة أخرى ل ل. ايضاً تكون 8 مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من القاعدة (©) إلى القاعدة 

(5) . وبذلك تكون 5-187 - 8 التمثيل المصفرفي ل7 بالنسبة للقاعدة ‏ (4) . 
وبالمكس. لنفترض أن 8 التمثيل المصفوفي ل 7 بالنسبة لقاعدة (2) . لتكن 1 مصفوفة تغيير ‏ القامدة من (8) 

إلى القاعدة (,1). نجد. من مبرهنة 3.13 أن 8088 - 8 وبذلك تكون 8 مشابية ل-8. 

ملاحظة: لنفترض أن ؟ دالة على مصفوفات مربعة, تقرن نفس القيمة بالمصفوفات المتشابهة, أي (1)8 > (4)8, كلما كانت 
8 مشابهة ل 8. إذن, ؟ تعرّف دالة؛ يرمز لها أيضاً ب 5» على المؤثرات الخطية ' وذلك بالاسلوب الطبيمي التالي: 
(م[1)]7 > (5)5, حيث (,1)6 أي قاعدة. وتكون الدالة معرّفة جيداً بسبب مبرهنة 5.13 

ملاحظة: تذكر أن الفضاء المتجهي ,30 لكل المصفوفات المربعة -5 فوق حقلٍ 4 والفضاء المتجهي (448 لكل المؤثرات 
الخطية على فضاء متجهي ‏ فوق ك. هما جبران فوق 5. يُحرْفٌ مفهوم التشابه أيضاً من أجل جبر تجريدي )5 
فوق حقل 2, أي أن العنصرين 5 © 8.8 يكونان متشابهين إذا كان يوجد عنصس عكوس - ]5 © 8 بحيث أن 
78 > 8 وتنطبق هنا مبرهنة 6.13 التي سوف تبرهن في المسائل 70.13-67.13. 

مبرهنة 6.13: ليكن )5 جبراً فرق حقلٍ ا وليكن 8 عنصراً عكوساً في 54. إذن؛ التطبيق #د + ى :م7 المعرّف بواسطة 

هها”2 - (48)ي7 يكون تشاكلاً جبرياً أي» يكون لديناء من أجل كل 30 © 4.8 وأي 16 © ): 
 0(‏ 7/082+ رم)ي7ع ره جمارة لك ال لكان 
لك لوكا نكن (1) ,7 واحد ‏ لواحد وفوقي 
[التطبيق ,7 يسمى «تحويل تشابه»]. 
3 أثبت () في مبرهنة 6.13: (7/08+ (ها,؟ > (8 + هار , 


8 (ظل5+ رفياكد مقادم + مماجم د مزع يلام د ره+ هارت 


3 أثبت (1) في مبرهنة 6.13: النكلنين الضاكلة 


8 لحالاع رمماتم رك مزممواام د زحي 


3 أثبت (1) في مبرهكة 6.13: 11 - (ظهارا. 


ها كران د رطق -مرزمما “م د مزقى) دم - (رطها,1 


3 أثبت (10) في مبرهنة 6.13: م7 واحد ‏ لواحد وفوق 50. 
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27113 


7/113 


7313 


#غ لنفترض أن (8) 15> (ه)ي1. إذن, «8'-م- 83188 تضرب في 8 من جهة اليسارء وفي '-8 من جهة اليمين» 
فنحصل على 8 48. وبالتاليء يكون 70 واحد ‏ لواحد. أنفترض الآن ان 54 © 28 ولتكن '-8ظ< - ذخ. إذن, 
هع رما مهم)!”5 > (ه) 3 وبذلكء يكون )7 فوق 4. 


المسائل 73.13-71.13 تقدم خواصاً إضافية للتشابه في جبر 34. 


لنفترض أن 8 مشابه ل 8, أي عم'-5 - 8. بين أن '-8 مشابه ل '47, 
18 لدينا وادماحم م احرادم) سوام د أدرطما-م) د 8-1, وبذلك يكون '-8 مشابهاً ل 8-1 


لنفترض أن 8 مشابه ل , أي طها”/ - 08 بِيّن إن 8"ما-8 ”8 وبذلك يكون "8 مشابهاً ل "ق. 


يكون البرهان بالاستقراء على 5. تتحقق النتيجة من أجل 8-1 (فرضاً). لنفترض أنّ 1 <8. وأن النتيجة تحقق 


من أجل 1 سدم إزن طمماامس رال عم اجمعرصمالم دلقم كه 
لنفترض أن 2 عنصر قطري في ]5 أي أن 11 - 8, من أجل بعض 16 © ظ. بين أن 8 هى العنصر الوحيد المشابه لنفسه. 


8# لنفترض أن 8 مشابه ل 5, أي مم-م ده إذن, 5ع لزه زمزاتميرد مريلاام د مواام دقر 


3 أثر ومحددة مؤثر خطي 


74,13 


7513 


7013 


2213 


213 


713 


إن «أثر» مصفوفة مربعة (ررة) <> ونكتبه (8), هى مجموع عناصرها القطرية» أي بي +..ط يية + برة ‏ (ى)نا. 
سوف نستخدم هنا مبرهنة 7.13 التي يظهر برهانها في المسآلة 89.13. 
مبرهنة 7.13: لنفترض أن 8 مشابهة ل 3. إذن» (2)8 - (خ)نا 
عرّف اشر مؤشر خطي 7, والذي نكتبه (6)1. لماذا يكون التعريف معرّفاً جيدا: 
ا لدينا (تعريفاً) أن  )]1[(‏ (1)ها حيث [1] أي تمثيل مصفوفي ل [7. نجد: من مبرهنة 7.13, أن كل المصفرفات 
المتشابهة لها نفس الأثر. وبذلك سوف يكون لكل التمثيلات المصفوفية ل 7 نفس الآثر. 
عرّف محددة مؤشر خطي 7 والتي نكتبها (461)8. لماذا يكون التعريف معرّفاً جيداً؟ 
18 لدينا (تعريفاً) أن ([017 ت (067, حيث [1] أي تمثيل مصفوفي ل 7. بما أن المصفوفات المتشابهة لها نفس 
المحددة» فإن أي تمثيل مصفوفي ل-7 سوف يعطينا نفس القيمة المحددية. 

المسائل 79.13-76.13 تتعلق بالمؤثر الخطي على 82 المعزف بواسطة (لإ8 + »4رلا2 - «3) > (زن)8. 
أوجد اثر 8. 
8 يجب أولاً أن نجد تمثيلاً مصفوفياً ل 5. باختبار القاعدة المعتادة, يكسون لدينا ل 5) 2م 1 
وبالتسالي, 1١‏ » 8+ 3ع ([8])ما ع (انا. 
هل يمكننا أن نحصل على قيمة آخرى من أجل (7) باختيار قاعدة أخرى؟ 
8 الا؛ فإن كل التمثيلات المصفوفية ل 7 متشابهة وبالتائي يكون لها جميعاً نفس الآثر 11. 


أوجد محددة 8. 


08 لديناء نسبةٌ للقاعدة المعتادة. أن (ج 3_) -1] . وبالتاليه 8-2 +24 - | قإحصعهه 


هل يمكننا الحصول على قيمة أخرى من أجل (461)8 باختيار قاعدة أخرى؟ 
8 الا, فإن كل التمثيلات المصفوفية ل 7 متشابهة, وبذلك تكون لها نفس القيمة المحددية 52. 
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3 أاوجد (06105 من أجل المؤثر الخطي على 87 المعرّف بواسطة ‏ 2 + نو3 - عقي4 - بر2 + عع - 22) > (باو )1 


8 أوجد التمثيل المصفوفي ل 7 بالنسبة مثلاً للقاعدة المعتادة. وذلك بكتابة معاملات *, 'ل. # كصفوف, فتحصل على 


9-3 2 
3 :1 )عضا 


1 98 3 
وبالتالي» 
1< 0 22 
11--4+0+3+6-24-0 |4ة- 2 1 
1 3- 3 
3 اوجد أثر المؤثر الخطي 7 أعلاه. 
2080-1 
ل وميه | 2 1إت-(7)» 
3 .3 


5 أوجد أثر المؤثر التالي على 87: 
تيه + لازت + #رع,قيط + لاوط + ا رطضية + لاية + كرة) > (لرر,»)1 


8 يجب أن نجد أولاً تمثيلاً مصغوفياً ل 5. باختيار القاعدة المعتادة ( »74 تحصل على 
و4 »4 66 
ده يط 10 
6 به 
وبذلك. ب + رط+ بروع ([1])ن ع من 
3 أوجد محددة المؤثر الخطي 7 أعلاه. 
وه يه به 


وه م6 رف 
لد لي إن 


ل وعرطية - يعوط يه - رعوطيه حيعرطيه + يعرطيه + رعيوظر» - -(060)1 


3 النعتبر الحقل العقدي © فضاء متجهياً فوق الحقل الحقيقي 8. وليكن 7 المؤثر المرافق على ©, أي أن # > (17)2. أوجد 
)ع0 


0 


8# بماآن 1>-()17 ىذ- > (10, فيكرن لدينا (9_ 


) -7[1] بالنسبة للقاعدة المعتادة (لر!) ل © فوق 2 إذن, 
داف ادس 
3 أوجد أثر المؤثر المرافق '7 على © المذكور اعلاه. 


1)7(- 30 3 


3 لنفترض أن 7 المؤثر على الفضماء المتجهي 1 للمصفوفات المربعة -2 فوق 5: والمعرّف بواسطة 118 (7)4 حيث 


5 م أوجد (02)1. 


8 نوجد تمثيلاً مصفوفياً ل 7 في قاعدةٍ ما ل /9: ولتكن 


لك تاعكلة تاعضلق ()عهلق )«ما 


إذن 
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00 
يه + يه + 082 + ره - (0 كاب 2 د رع 
م 11/0 0/ام م 
يق + ركه جيقه + ر08- زع 0) - لل 2()6 غ) دق 
0 ه/_ ١ه‏ 6/ام عي 
0 + رك + وه + ركلف - (0 2) - (0 ل :)لمم 
١م‏ م/م هلام م6 
مف + وله + يلط + ,05 - (ي 0) - 17 :) -ممه 
وبذلك 
0 0م 0 06م 
م 060 ون وو افده فل زم 640 م ودع 8 
مم وواأءءع ”17 د طمة - 56م + تهتم- |0 8 زلء + زهة 4 4[0- ام ى 0 م|*77)مة 
00 # م 6| كه ١‏ ها إِي و 51 
3 أوجد آثر المؤثر الخطي 7 أعلاه. 
0 0م 
3 مدمة-| ؟ م أسدصت 
08660 


3 بين أن (1)84 > (48), من أجل أي مصفوفتين مربعتين -3 هاى 8. 


اله لتكن (ية) -ه و(يه) ع ظ. إذن, (ي©) > 8 حيث يرطره ب عه ٠‏ وبذلك 
ير 
برطريه ب2 يد عبن (2 - رظهنا 
اس“ 
من جهة أخرى (ية) 2 84 حيث يفرط /2 سيرك ٠‏ إذن 
اام 2 ح يقيرط 2 ب - 4 2 - رفق)ها 
2 2 ّ 


3 أثبت مبرهنة 7.13: إذا كانت مصفوفة 8 مشابهة لمصفرفة 8؛ فإن (4)) + (8). 


18 إذا كانت 4 مشابهة ل 8 إذن توجد مصفوفة عكوسة 7 بحيث أن  -18<‏ - ق. نستخدم المسألة 88.13 فتحصل على 
زهى ع رأتمموى د زمه -م)ى د رهما 


3 تغيير القاعدة والتطبيقات الخطية 


يناقش هذا القسم تأثير تغيير قاعدة على التمثيل المصفوفي لتطبيق خطي من فضاء متجهي إلى آخر. سوف نستخدم فيما 

يلي مبرهنة 8.13. 

مبرهنة 3 لنفترض أن 8 مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من قاعدةٍ (,») إلى قاعدة ((©) لفضاء متجهي ؛ ولنفترض أن © 
مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من قاعدةٍ (/) إلى قاعدةٍ (:/) لفضاء متجهي (0. ولتكن 8 تمثيلاً مصفوفياً لتطبيق 
خطي ‏ جما :5 بالنسبة للقاعدتين (,©) و (,,) . إذن 
(3) إن التمثيل المصفوفي ل 5 بالنسبة للقاعدتين [(,) و (//) هو المصفوفة ه' 0! أي أن 
ورم 
(11) إن التمثيل المصفوفي ل # بالنسبة للقاعدتين (:6) و (#ر)ء آي عندما يتم تغيير القاعدة في 7 فقطء 
يكون طلذ؛ أي أن 5[]8] * 5[4] . 


موقع الفريد في الفيزياء 


59013 


5113 


52*13 


23.13 


كين 


52513 


5206113 
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(11) إن التمثيل المصفوفي ل بالنسبة للقاعدتين (,6) و((/)/ أي عندما يتم تغيير القاعدة في ] فقطء 
يكون 8" 0؛ أي أن 1[م]'-0 - 1زم]. 
سوف ترمزء خلال هذا الفصل ب ,2 ,8 ,ظ على الترتيب للقواعد المعتادة من اجل 82, 83, “ل وب ,8 ,5 ,5 للقواعد 
التالية من أجل 82 85 *16 على الترتيب: 
(40,)1,2,4,7(,)0,!,!,10,)01.1,20,ة.1,2)) يكن ((1(,)1,1,0(,)1,0,0 ,)4 ديه ((1,3(,)2,5)) 5 
التكن ي2, ب8, واي8 مصفوفات تغيير القاعدة على الترتيب» من ر5 إلى ركه ومن ير إلى ,5 ومن ,8 إلى ,5. أوجد ير ,8, ,8 


88 نحتاج فقطء تأسيساً على المسالة 26.13: إلى أن نكتب متجهات القاعدة الجديدة كاعمدة لآن ,8, 8 .8 هى القواعد المعتادة: 
ف 3 0 بودي كمي 


111 1 1 0 0' 

2 2:2 :4 
11 وواأ-ت 01م (3 24م 
8712 


ملاحفلة: سوف نستخدم هذه المصفوفات في المسائل اللاحقة. 
المسائل 94.13-91.13 تتعلق بالتطبيق الخطي 82ج-”8 :5م المعرّف بواسطة 

(42 + 2س عقر سس بر 26) ع زر لزي 
لتكن 8 التمثيل المصفوفي ل " بالنسبة للقاعدتين المعتادتين ,ظ و ي8. أوجد 4 


18 بما أن يا و 5 القاعدتين المعتادتين, فإننا ذكتب *, لا. 2 كصفوف لنحصل على 3 9 ( دع ]عه 


لنفترض أن تغييراً للقاعدة من ,8 إلى ,5 يتم في 187 فقط أوجد التمثيل المصفوفي ل بالنسبة للقاعدتين ,5 ى ,5 
قط لديناء من مبرهنة 8.13 (1أ): أن 
32 )- 6 1 ل 2)- رصم كرما 
13 5 4 2 25-53ث م 
0 160 
النفترض أن تغييراً للقاعدة من ,2 إلى ,5 يتم فقط في 87 أوجد التمثيل المصفوفي ل 7 بالنسبة للقاعدتين ,13 و ,5. 


ل إن معكوس (2 2 3 3 )عدم إذن» وبسبب مبرهنة 8.13 (011. يكون لدينا 


2 4 0-4 ب 6ق سمسدوم 
أوجد التمثيل المصفوفي 8 ل 8 في القاعدتين ,8 و ر5 
0 


8 انج من مبرهنة 8.13( أن (4- 8 0-7 1 3 4 25 ١)‏ ممدم دؤمردمة 
5 0 10 


ليكن 82جب“*2:ة معزفاً بواسطة الى - (و)نا حيث 2 0 و فاعه. أوجد التمثيل المصفوفي للتطبيق 1١‏ بالنسبة 
للقاعدتين المعتادتين ,8 و ي. 
بما أن ,© و يت القاعدتان المعتادتان. فإن التمثيل المصفوفي للتطبيق ا يكون المصفرفة 8 نفسهاء أي ان 


(5 :3 فاعمدوم 


أوجد التمثيل المصفوفي 8 للتطبيق الخطي 1١‏ أعلاه بالنسبة للقاعدتين ,5 و ,8. 


موقع الفريد في الفيزياء 


6 0] تغيير القاعدة, التشابه 

8 نجدء من مبرهنة 8.13 (611, أن 
1 
وه 8ه مه كين ورسو ب كرت 
0 5 و )عمجم اده 
4 


-50 77 -16 -26 
38 58 12 1 


3550-0-5 


0 
1 
1 
1 


3 ليكن 8 جب 8م ععوفاً بواسطة 0 +ع + بو2ن6 + برك - 26 + ع - و3 + «2) > (,2,ز,»)5. أوجد المصفوفة ه التي 
تمثل 8 باستخدام القاعدتين المعتادين 8 و ي8. 
2 1- 3 2 
28 نكتب إحداثيات », لل 2 ؛ كاعمدة. فتحصل على  6[‏ 0 5- 1]-4 
1 1 25 8 
3 أرجد المصفوفة 1 التي تمثل التطبيق الخطي 1 أعلاه بالنسبة للقاعدتين ,5 و ,5 


1 0060© 
8 إن معكوس ,7, وهي مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من 8 إلى ر5. تكون 4 1 م [المسالة 28.13]. وبالتالي 


1-1 6 

0 0 11/2003 -1 2 11 15 4 5 

2 3- 18 4 إس 6 500- 1-1 م0إحممام ده 
1- 3 15- 2س 


0 
1 
1 1 1 2 وله 1-1 

1 


ات سرما دعو 


1 
2 
4 
7 
3 
4 


2 
1)-1 . أيجد المصفونة 8 التي مث 8 بانسية لقاعدتين راد ,5 
0 
3 1/2 60 60 
3 3 1 أ يصم رمدم 
2 8/56 1-1 
3 أثبت مبرمنة 8.13 (0: إ[]' 0 -[7]. 


لق السدينسساء من أجل اي 610 أن 
ر[م] حرم ]07 - ررزه]ر[ه]) © حب أس]ؤاه]'©) - رإساص)وؤاه]'©)- [مام ا" © 
ولكن ر[(ك]ء .,[ما[ه] ‏ مبالتالي ‏ .[س][#]ء امام [”]'27 
بما أن التطبيق .[ن]جدن فوق “كل إذن 5[4:0] سعزص[م]'07. من أجل كل "1 © 6 وبذلك, طإلط]'” 0 [م]: 


3 ليكن 4:88 معرّفاً بواسطة المسترفة |[ 
2 


6 0 
12 ( 

-)7 2 3 
3 3 


ا 


3 أثبت مبرهنة 8.13 (01): /[م]'- © -*/[#]. 
*8 لتكسن مع ». إذن, 2-1 (حيث 1 المصفوفة المتطابقة) لذلك, وباستخدام ما سبقء يكون لدينسا 
]2 - واس] "وح مها ١1614‏ 

3 أثبت مبرهنة 8.13 (1ن). ط)[#] ع 46[#] 
*# النفترض أن مم إذن 80-1و0-2-1. لذلك, وبسبب ماجساء أعلاه. يكسون لدينسا 
مإاه]- مإزهال» فإصاع و[ه]ء 


103113 


9 


ف تكافق المصفوفات. 
1 لنفترض أن 8 و 8 مصفوفتان 508 توجد من أجلهما مصفوفة مربعة -8 غير شاذة 7 ومصفوفة مربعة -80 غير 
شاذة © بحيث أن 088 - 8. نقول عندئذ أن 8 مكافثة ل 4. 

3 لنفترض أن 4 و 8 تمثيلان مصفوفيان لتطبيق خطى /) +-/:82 . بيّن أن 8 مكافثة ل 8. 
1 يوجد, بواسطة مبرهنة 8.13, مصفوفتان لتحويل ‏ القاعدة 8 و 0 بحيث أن 088 0 > 8 بما أن 077 و5 غير 
شانتين, فإن 8 تكون مكافئة ل 4. 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 18 5 337 
المسائل 107-13-105.13 تبيّن أن تكافق المصفوفات هي علاقة تكافق. [وبذلك, فإن كل التمثيلات المصفوفية لتطبيق خطي 
جد/آ ده تنتمي إلى صنف التكافق نفسه من المصفوفات المتكافكة] 
53 بين أن 4 مكافتة ل 8, من أجل أي مصفوفة 8 (20م). 
لقا المصفوفتان المتطابقتان 1 ى ,1 غير شاذتين. بما أن ,أشي 1ع 4, فإن 4 تكافىء 8 
3 بيّن أنه إذا كانت 4 مكافثة ل 8 فإن 8 تكون مكافئة ل ها 


88 بما أن 4 مكافئة ل 8, فتوجد مصفوفتان غير شاذتين 8 و © بحيث أن 088 - ث. إذن 1-ظلم!-0 » 8 رتكون 
'-0 و '-8 غير شاذتين. إذن» 8 تكافىء 4. 


3 بين أنه إذا كانت 4 مكافتة ل 8, و 8 مكافئة ل ©. فإن 4 تكافىء ©. 


18 الدينا 087 ده و'0'07 - 8, حيث «, ©, '8, “0 مصفوفات غير شاذة. إذن 0068/8 2 015 على حيث 
'00 ى "2 غير شاذتين. وبالتالي تكون 4 مكافئة ل ©. 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 14 
فضاء أ المجط آأء 
الداضلي. التعامد 


إن تعريف فضاءٍ متجهي 1 يتضعن حقلاً إختيارياً 1. سوف نقتصرء في هذا الفصلء على كون 6 إما الحقل الحقيقي 8 أل 
الحقل العقدي ©. وسوف نفترض آولا وتحديداًء إلا إذا ذكر أى فهم غير ذلك, بأن 8 2 ونقول في هذه الحالة أن /ا فضاء 
وسوف نعمم» في الأقسام الأخيرة, نتائجنا إلى الحالة © - ك15, ونطلق على ١7‏ عندئذ إسم «قضاء متجهي 


عقدي». 


تذكر أن مفهومي «الطول» و «التعامد» لم يظهرا في دراستنا للفضاءات المتجهية الاختيارية [رغم ظهورهما في فصل ١‏ بشان 


الفضاءين "8, ”0]. يسوف تضيف» في هذا القصلء بُنْيّةَ أخرى على قضاء متجهي 7 لنتحصل على «فضاء جداء داخلي»” 
وسوف نعرّف قفي هذا الإطار هذين المفهومين (الطول والتعامد). 


4 فضاءات الجداء الداخلي 


114 


2.14 


3.14 


5.14 


5386 


عرّف الجداء الداخلي وفضاء الجداء الداخلي. 
8 ليكن ١١‏ فضاءً متجهياً حقيقياً. لنفترض أنه يقرن بكل زوج متجهات 7 © /, نا عدداً حقيقياً نرمز له ب (ا,لذا . تسمى 
هذه الدالة جداء داخلياً (حقيقياً) على /1, إذا حققت الموضوعات التالية [حيث ‏ 17 © #اللاررنار رلا إى 8 © علارطرة]: 
[218) (خاصية الخطية) (لاررناط + (اررناة > (اررناط + ,لله أى, بشكل مكافىء 
() لارين + لين د لحرلا + رنا و (ب) (لارساعات (رنم) 

[ر118] (خاصية التناظر) لبها > (ابنط. 
[,810] (خاصية موجبة التعريف) إذا 0 له إذن 0 < لنارد) . 
ويطلق على الفضاء المتجهي '1, معرّفاً عليه الجداء الداخلي» إسم «فضاء جداء داخلي». [يطلق آحياناً على فضاء جداء داخلي 
حقيقي إسم «فضاء إقليدي»]. 
بين أن (0,0) - 0,00-0) من أجل كل 7© 0 [وكذلك. على الخصوص2, 0- (0,0)]. 
20 (بر00 - زبرر:0) > (0). أيضاً 0- (ج0) ع (6,0. 

تقول [طلا#] أن جداءً داخلياً يكون خطياً بالنسبة لموضعه الآول. المسآلتان 4.14-3.14 تبينان أن جداءً! داخلياً حقيقياً 
يكون خطياً أيضاً بالنسبة لموضعه الثاني. 
بين أن (رلاره) + للاطا ك قرلا لارقط ل 
8 لديناء من [/818] الى [رطلظ]ء أن لرعل + ل لان - ليه + لسرن ع ترا رلا ع لرلا+ لاسا 
بين أن للابناط ك لطن . 
1 (لارناطات لبرباا ع لسرملا ع (عاينة 
[ملاحظة: نؤكد هنا أن هذه النتيجة مختلفة قليلاً من أجل فضاءات الجداء الداخلي العقدي كما سوف نرى في المسألة 219.14] 
عرّف «النظيم» و «الطول» لمتجه نا في فضاء جداء داخلي 7 


1# نعرف, من [,818], أن (لاءل4 غير سالب وبالتالي يكون جذره التربيعي الموجب موجوداً. نستخدم الترميز 
11.07 - إإه|| . هذا العدد الحقيقي غير السالب يسمى «نظيمء أى «طول» نا. [سوف تستخدم العلاقة 
لسري > 2[نالا بشكل متكرر]. 


موقع الفريد في الفيزياء 


714 


1114 


12.14 


13.14 


10.14 


15.14 


16.14 


الفصل 14 5 339 


فك 7 - كلاق + رل 5‏ 


أ نستخدم الخطية في الموضعين معاً فنحصل على 
> ل لابيقةا48 + فولارر33!8 - لرلاري304 > 79 - ريناق) + (رلاقييلة8) + 79 ح ,رلاقا © ( لاق رناة) > لي79 > ,ا6بيلاظ + بلاق 
(لاررن!56. [ملاحظة: لاحظ التشابه بين هذا المفكرك ومفكوك (70 - 80()66 + 52) في الجبر العادي]. 


فك (69- تاجرلدة + نة) , 


8 (30)0,5- (م.ه)20 + (سمم)8ها - (عد.ه)12 > زه ,ه)30- زم ,م )20 + (ه ,)18 - زم ,)12 د زوق بيش روك + بر3) 
*[[مز|قة- زم ه)ة + “إأسإإمد* (د,م)0ة- (سه)2 + ,»)12 - 


فك خلاياة - م23لا. 

ل ياك + 12 - تلاساة د زبريوو + تنوم - (بم)م - لماه د (3 - نق3 - وه د شوق د وول . 

فك (يلاررن)8 + (راريد)12 - لرلاسي104 + لولامرقا12 + ليلاين)18 - ل اناق 1 > لاحش + دقاح بلاكبيل2 + رنا3ا , 

عرّف الجداء الداخلي المعتاد أى النمطي (المعياري) على *8. 

18 ليكن (4) > ان ى(6)- 0 متجهين في “8, إذن» نعرّف الجداء الداخلي على "8 بأنه الجداء النقطي في "8 المعرّف 


بواسطة ‏ ,طية+...+ رطية + ره > .لا رغم وجود طرق عديدة لتعريف جداء داخلي على "2 [أنظر المسألة 18.14]) غير 
أننا سوف نفترض هذا الجداء الداخلي على "8 إوّ إذا ذكر أى فهم غير ذلك وسوف ترمز له ب لا ؛ بدلاً من (لارن) . 


ملاحظة: إذا افترضنا أن نا و 7 متجهان عموديان, فإن الجداء الداخلي اعلاه يمكن تعريفه بواسطة آنا (ا,ن), حيث 
يرمز "آنا إلى جداء المتجه الصفي ,'نا والمتجه العمودي “ وفق تعريف الضرب المصفوفي. أي أن 


4 5م اه 
وطوه + وطيه + رطره د 30 6 بره) | 0 1 
و5 وظاأ /يه 


المسائل 17.14-11.14 تتعلق بالمتجهات التالية في يم 1,2,4) دن (كرق-,2) د بن (3-,4,2) د بن 
أوجد الادلاء 
8 نضرب المركبات المتقابلة ثم نجمع, فتنحصل على 16 - 20 + 2-6 2 لانا. 
أوجد ‏ الاءناء 
ان 4 كت 12 4ط وس نر 
أوجد للا 
9ه 13- ص 15 سامت 28 يبرن 
أوجد ‏ .+ 1). 


88 نوجد أولاً (1,9-,3) > أن ثم 17-- 27 -12-2ع وروم نستخدم [/117]» بشكل بديل؛ فتحصل على 
7 ع 4-13- ح يريدم بن د ورزري نا 


أوجد أاناا. 


# نحسبأولاً “أن بتربييع إكبات ن شم جمعهاء 21 > 6 + 4 + | - 12 + 22 + 12ح 7إنا. إذن, 
7 - نا ١‏ 


أوجد 1األا. 


8 38- 25+ 9+ 4ع :112 ؛ وبذلك, 17/38 |ه[| . 
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0 3 فضاءات الجداء الداخليء التعامد 


114 


1514 


14ث1 


2014 


21114 


22.114 


23.14 


21.13 


25.4 


2614 


أوجد 1+ ناث . 
نحسب أولاً (1,9-,3)- 7+ ن. وبالتالي 83-91 +1 + 9ح “أابد+ نظ إذن. ودع إإم+م| . 
تحقق من أن ما يلي جداء داخلي في  .22‏ يلاي*3 + رلايك - يلار - رلك > (لارل) ٠‏ حيث ‏ ل(يكانع) 2 لاه (رلار3) 2 ون 


8 ا نتأكسد مسن تمقق الموض وعات الشلات لجداء دأخلسي. يوضع (رننن) >« تجسد أن , 
ترقط * يانهى 2ط + )ع لين + ,)2 ع بن6 4 اناق 


وبذلك 
((ولا روط ) ,زيط + ينه ررعط + رجه)) - (ن ,عاط + بمم) 
ولا(وقط + يجه)3 + بر(يعة + يعه) - ينل م6 + كما[ بر(رءة + رعم) - 
ا(ولاو 32 + ليع يلارج ل رهاط + ( لم3 + رعوعد ح وثر عد ح وز رتوم ع 
(م سعط + زم )امع 
ينتج عن ذلك أن [,518] متحققة. آيضاً, 


لابلا ع رلقي3 + رليك - لبك راق » ت وغلرلا + ,قرلا - يكارلا - ,»ارلا - (لا,0) ,0 وبذلك تتحقق الموضوعة (رظل]. 
أخيراً. يكون لدينا 0 < 22 + “لي - ,ع) > 222 + ب« + و2 - غ - 372 + ينع - 2ك انددا . عندما #0 ». وبالتالي» 
تتحقق ‏ [,818]. 
بين أن يلايارللل* ع (لارنا ليس جداء داخلياً على 22 حيث ‏ (يكن») > نا (يلان/) ع لا 

#8 ليكن 2ل (1,3) على (1,1)» 0 إذنء (2,6)-808 ويكون لدينسسا 1.3.1.123 * لابن 
و 12> 261.1 - لكنطا. وبذلك, 6ح 2.3 - (#رناخ لا يساوي الارنا])؛ وهذا يخالف الموضوعة [,818]. 

ين أن ولاو* > لايك + رلاي* > الا,ناة ليس جداءً داخلياً على 27 حيث ‏ (يابيكار,؟) > لا فى (ولابرلان) ع ان 

18 ليكن (3,4,5) عدلاء إذن, 0ع 25 - 6] + 9- 55 - 4.4 + 3.3 - (لارن) ؛ وهذا يخالف الموضوعة [,818]. 

المسائل 28.14.21.14 نتعلق بالمتجهات التالية في *8: (1,5) - سس (3,4) > 0 (2-,7) ع لو 

أوجد (0.ن) بالنسبة للجداء الداخلي المعتاد على 158 

8ه 20-23 + 23 نا 

أوجد (/,) بالنسبة للجداء الداخلي في 87 المعرّف في المسألة 18.14 

© 4ت 60+ 5[- 4- 3ع 354 + 53 - 1.4 - 13 > لارنا. 

أوجد (0,0) بالنسبة للجداء الداخلي المعتاد في 82 

« 3س 27-10 ليا 

أوجد (لا,ن باستخدام الجداء الداخلي في 82 كما في المسالة 18.14. 

8 موس س 30 2-35 + 7ه (2-).3.5 + 5,7ك-(2-)1 - 1.7 د لباينا . 

أوجد 11 مستخدماً الجداء الداخلي المعتاد في *8. 

© 25 » 16 + 9ت ((4,ة),(3,4) ع زورب > 82 ؟ وبالتالي 5- اال . 

أوجد |أه!| مستخدماً الجداء الداخلي المعرّف في المسألة 18.14. 


33ع هه +12 - 12- 9ح ((3,4) ,4 ,3)) - (ه,ه) - *لزه|| ؛ وبالتائيء 1/55 - إزمإا 


موقع الفريد في 


الفيزياء 


الفصل 14 8 341 


65 أوجد 1 مستخدما الجداء الداخلي المعتاد في 82. 

8 53 4 + 49- (عرس - “س3 ؛ وبالتالي, 1/55 - || . 
2614 أوجد ||| باستخدام الجداء الداخلي في *2 كما في المسالة 1614 

8 89 12+ 14+ 14 + وه د زسرس د تلاس إذن, وود سل . 
4 عرّف متجه وحدقا 
© إذا 1ع لانااء أى بشكل مكافيء إذا 1 > (ل.د), فإننا نقول أن نا هو متجه وحدة وبأنه كُنَاطّكٌ 

أفى انقول هو اوحدة وب اظم. 

3014 بين أن 1]01<0. من أجل أي متجه #0 ». 


ل نعرف. من [,818]» أن 10000 موجب. وبالتالي. يكون (1/00,5 - |[0|[ موجباً ايضا. 


4 بين أنه إذا 7*0 إذن يكون مم - اتا متجه الوحدة الوحيد الذي يكون مضاعفاً موجباً ل «. [وتعرف طريقة 
الحصول على ت. من ": باسم «مناظمة, 9]. 
8# لنفترض أن 60 دق ٠‏ حيث 0< و 1" أت|| . إذن *إزس ]|6 - ره .ه)*غ - (مدم ,هط ) - :زه || < 1 . بما ان ٠‏ 
موجب. تحصل على ||1/||0 > #. 

4 ناظم (2,!,>1) > نا في الفضاء الإقليدي الثلاثي ل 


8 ا لاحظ أن اتبلا مجموع مربعات مداخل ل أي أن 6 0(2-)+ 12 + 22 - (برن). وبالتالى؛ وبقسمة نا 
32 أي وبالتالي؛ وب على 
6 > (».)/ > ||»إ| ٠‏ نحصل على متجه الوحدة المطلوب: (6/ 1 8/6,1/0/6 2) > إل ||/ن دن , 


4 ناظم (1/4-.1/2,2/3) > 3 في الفضاء الإقليدي الثلاثى 13 
الم في وي الجلاتي 


88 تضسرب ١‏ أولاً ف ي 12 للتخلسص مسن الكس ور فنحصل على (3-,6,8) > 1207 ويكسون لسسديئسا, 
09 ع 3(2-) + توب 62 - (127,120) . إذن» متجه الوحدة المطلوب يكون (3/1/179- ,85/159 ,6/758 6) > ||::12|| 2 


0 


4 ناظم (3,4) > 0 في 182 (1) باستخدام الجداء الداخلي المعتاد في 82, (ب) باستخدام الجداء الداخلي في 82 المعرّف في 
المسالة 18.14 


() نجد. من المسالة 25.14, أن 5 > || : وبالتالي» (4 .4) > |إن||/إن اق 
(ب) نجد. من المسالة 26.14, أن 7/33 > ||م|| ٠.‏ وبذلك. (3//353,4/0/33) - [إسإاام عن 
204 عرف المسافة بين متجهين ناو /ء وألتي نرمز لها ب (4)0.7, فئ فضاء جداء داخلي ل 
تعرّف المسافة (8)0,7 بدلالة النظيم كما يلي [[- هل ت («.د)ن. 
230614 بيّن أن تعريف المسافة أعلاه. في فضاء جداء داخلي 1 يتوافق مع المفهوم المعتاد للمسافة (الإقليدية) في 83 
8 لتكن (يهيره.رة)8 ولرطرط,<) > © نقطتين في *8 (حيث نا و ا هيء على الترتيب المتجهان من نقطة الأصل إلى 7 


وهي تتوافق مع *(,8 - يه) + *(رف- يه) + ثلرطحيه) - |الرة جيم مرح يعرقه بعالك إإسد ولك زسم)4 . 


المسائل 39.14-37.14 تتعلسق بالمتجهسات التالية في الفضاء الإقليدي *8: (5,5,8.8) 
حشر قسي4) ع بو 


لات (2,3,4,])ع بن 


موقع الفريد في الفيزياء 


2 [ا فضاءات الجداء الداخليء التعامد 


شكل 1-14 


4 أوجد (ل0,ن00. 
نحسب أولاً (4,3,5,4) - (8-4 ,8-3 ,5-2 ,5-1) س 7 - نا. ثم نوجد 
66 ع 16 + 25 + و+ مزح تو + تو + 32ب تو ع خلاج- دل . إذن؛ 7/66 - (نا ,4)ك . 
4 أوجد (للارنا)0. 
(1,8,6,9) ع سن 182 » (ق + 36+ 4م + 1 د *لزس - نأا وبذلك 1/182 ع (م ,م40 . 


4 أوجد (000,0. 
اه (كراركر3-) م سو و60 25+ 1+ 25 + وع تلاس - ١ل.‏ إذنء 2/15ع 1/66 (« ,مك . 


4 أوجد (4),7 (5,4) - داه (6-,2) > »0 في الفضاء الإقليدي 2 


(0ل,3 ع سر او 109 - 100 + 9 2إبد- نلا . وبالتالي» 7/155- (ن ,نمك . 
4 أوجد (09)0.0 من أجل نا 7 في المسألة 40.14 وذلك باستخدام الجداء الداخلي في 87 المعرّف في المسالة 18.14. 

الدينا (3,10) > - نا وبالتالي, 

30٠-30 + 300 - 249‏ - ود وز ١10 ١‏ 3+ 10-3 - 10 3- 3:3 > ((3,10) ,(3,10)) > خإإه دس إذن ‏ 48ق/ا» (ن مك 

ملاحظة: تبين الامثلة أعلاه أن المسافة بين متجهين تعنمد على الطريقة التي يعرّف بها الجداء الداخلي. 
4 ليكن / فضاءً متجهياً لدوال حقيقية مستمرة على الفترة 8 > > 8. بِيّن أن ما يلي جداء داخلي على لا: 

د ممم ]| - ف نا 
8غ لتكن 4 ه, ‏ دوالاً في 7. إذن, باستخدام نتائج من الحسبان, 
ولى) جضت ع نوم "أ جم ماهر ذإ سد نري حي ذ] - جارم حرا 
5 (م برا دنه فيه "] ع دنه ميعرضاية ]| - © ا 


ع روبر) ١‏ أي أن [ر#18] متحققة. أخيراً.إذا 


3 
وهكذا نتحقق [,15]. لدينا لذلك ‏ (/ بع) ع يه (8)(/)0 ]سمه واوطار 


0 
0ل ان مدي ترمي) ذإ - ولع وهذا يعني تحقق [,821]. ينتج. عن ذلك. أن هذا الجداء هو جداء داخلي على /9. 


المسائل 49.14-43.14 تتعلق بالفضاء المتجهي للحدوديات؛ بجداء داخلي معرّف بواسطة كك ()06)/ ا[ والسوديتيق 


2+عس 0 350-2ت نع 20-3 - 2ع نعط 


موفع الفريد في الفيزياء 


43.14 


4414 


246014 


414 


4614 


4214 


5014 


5114 


514 


الفصل 14 8 8343 


اوجد (ه1 
5 1- > ووه #مج ف ]ديه ره- بمج قم يإ ح نه رهد مرجم أ د روب 
أوجد (ط6) 

- ]ده وموم أ دربي 

أوجد 161. 

8 حنه و ج رمعم يإ زر د 57لا - #لا- 7رر دارا 
أيجد 1ه 

8 6-3-2-1 أ د لميه) وبائتالي ‏ 75-1 - |إع|| 

نَاظِمْ 6. 


8 بماان 9ت > إزر|| 


2+ و -/ م - 
نَاظِمْ ع, 
لاحظ ان ع متجه وحدة أصلاً. لآن ! > 01؛ وبالتالي. ‏ 2-/3-م -4, 
أوجد (5,2)ل. 


ا لدينا 4+)2- > (نع 50 إذن 


د 16 + ثق- 486 ع (16 +ئ16- تر 1 يك (4 + :2-)(4 +22 8 رود رود ر) د *إودر] 


وبالتالي 4/27 - 8/ - ( بر)ه 


المسائل 65.14-50.14 تتعلق بالفضاء المتجهي للمصفوفات 0# فوق 8 والجداء الداخلي (,) المعرّف على ٠‏ بواسطة 
رحكقاين > (8,8) حيث تدل 5 على الأثر (أي مجموع العناصر القطرية). وتبين المسائل 52.14-50.14, على الخصوص, 
أن (,) يحقق الموضوعات الثلاث للجداءات الداخلية. 


بين أن (,) يحقق [/819). 
أل نحصلء باستخدام خواص دالة الأثر. على 
لظيه)» أظررها - (ية"8)ن + (يهاك)ن > (يى"8 + بحتظانا > زليه + به)تظانا ع لظرية + رهما 
75 نقرهاءا ع رخ" 8)نا اع زرخ "قلعن ع إيحع)قإن د زطرحن 


بين أن (,) تحقق [رطلع]. 
8 نستخدم حقيقة أن (047: > 004 فيكون لدينا 
لهه) > ظتهع > زر" تظتممك ركز قزماك رقن د رظرها 


لتكن ليه -ه. بين أن تم 2 ل روتم)مد رميم) (آأي مجموع مربعات كل عناصر 8. وبذلك, يحقق 1,) 
م 
طلس 


موفع الفريد في الفيزياء 


4 ذلا فضاءات الجداء الداخليء التعامد 


التكن (ر© - ”م وبذلك ايه 


ولتكن يم ححثف إذن 


وبألتالي 


ز 2 دن ب لدو ل - تمه 


راسم 


4 لتكن [ي....ري©.,2©] - لك او [ر8,...رر ]©,.8‏ 8 هنا ال ,© وال ,2 هي على الترتيب اعمدة المصفوفتين 4 و 8. بين أن 


5114 


54 


514 


52.114 


5,14 


5,14 


20,14 


22.14 


1 0 عت 
2 +...+ رط + عاط - اقرها . 


8 لتكن لر) هاه إذن. ©7هد بن إذن, ‏ ,870+...+ 0ه > رى” )ماع لكره) . 


المسائل 65.14-54.14 تتعلق بالمصفوفات التالية: 


2 123 2 ك5- 3 
2 5 6ه م د )عه 0ه 
أوجد (لظرة). 
وتذك رمد + دم + ركه + من + رهد + ف - )و .6 + )2,0 + ع )(دين - رقم 
أرجد (4,8). 
9- - (914-16+(40+0-)+(27+6) ع (عرمة) 

أوجد ,08 . 

نا 21- ع (24 - 6) + (0 + 10-) + زه + 3) د (عر8) . 

أرجد © + يها . 


العسب 2 38 أ)دع +8 ثم نوجد 110 > (35+8) + (24+25-) + (30 + 36) - ( + ظره) . أو بشكل 


بديل» 0 - (و-) + 119 ع (عبة) + لظرهةا د 0 + ظرةا) . 


أوجد (38,40 + 024 . 


86 324- - (21-)12 + (و-)8 > (©,2)8! + (عرما8 - لعفرظة + 24 . 

أوجد 14/1 . 

4 ' نحسب أولا 8412| > لشرة), 271 كح 42 + 52 + 2م +72 + 83 + 92- (حرة). وبالتالي. لاد زم . 
أوجد 181 . 

8 91 - 2م + 532 ب 2ه ب 22+32 + 12ح 7اهل ع (اظره). وبذلك. 1/81- |8 . 

8  مظانا‎ 

.8 لل او لو10) - 2 جو - قرو -ة 

أوجد 0©1 


8 55 - 16+ ] + 4 + 25 + 9- ةإن] - 0.0 . وبالتالي ‏ 55/- |||[ 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 14 1 345 
14 لظم © 
8 نقسم كل مدخل في © على 1061 + فتحصل على 


حيدم 5-- 3//55 


6 
10/55 0 -5 


9 
1 


44 أوجد (ظرخ)ل. 


4د 
2- 6 


17 - 133 إزه ع4 - (8 به)ك. 


9 تمسباولا ( و)«قده ٠‏ كم 4-124 + 0+ 4 +16 + 36+ 4ق ع 82 - هل. إذن, 
4 أوجد يماك 


5 13 6/ي. 5 
0 38 ا ؟) دع - م وبذلك 4 > 64 + 25 + 25 + 169 + 36 > 012 - لها . وبالتالي 20/86 - 1/533- زج ,)ل . 


4 خواص الجداءات الداخلية والنظيمات 
(جمع نظيم/ وقد فضلنا هذا الجمع على غيرهء مثل نظم أو أنظمة؛ منعاً للالتباس ‏ المعرب). 


4 بين أن جداءً داخلياً ).١‏ يحقق موضوعة اللا تفسخ التالية: 
[800] يكون 0 - (ارنة, من أجل كل / © “, إذا وفقط إذا 0ع ب 


إذا 0ع إذن 0 (ي)0- (»؟) - مها - (ارد). من جهة أخرى, إذا 60د ن, إذا يكون لديناء من أجل 
ماع أن 80 لشم ع لجس 

4 بين أن لا نيه .ل للاررنااية + للا ايه > للارتايع جب لايق 
يكون البرهان بالاستقراء على ؟. نعرف. من [,818), إن النتيجة صحيحة من أجل 8-1. لنفترض أن 1</, 


إذن. الارتاية + للا بقاار_ره... لاب نااية + (لاررناا يه > اليه + (لا_قار_ مايه ال ل ا لت 


14 بين أن (نرسارفيه إ 2 > [ررة دم . 
5 200 
08 لديناء من المسالة 7.14 و [,818]. أن 
3 ورثارظ لول دم 5 (رنرة 2 0320 2 - (رطرة دم 325 ادم 


(رناممسارقه ل بر - زم ررعارطه ب ا - 


ارعم 


4 بين أن 2م + (ببد)2 + تلاس ك زبوج دز . 


512ل + تعره 2 + لسلا ع لبن + لي + لبها + أنيها > لبور + لسرن + لور + ليما ك زبرع سربحع ساك خلإروج يل 


14 بين أن 2|ط + (عد2 - تلان د ةلود وز 


8ه تلاس ع نين + (لارناا - (بارنة > (تاريا ع (لرريو) + لقرية) - للارن) > لنارن) ع زيرت وررد وص 2 لزييت يزلل 


4 بين أن تلامد - نز د زبد- ورو+ ها 


8 2اسلا- تلمع د تلاو - ترم + (سرنن - تلاس لديم - زبرمم + زوين - لقره ع (برد بررو لا 


موقع الفريد في الفيزياء 


6 285 فضاءات الجداء الداخلي, التعامد 


4 حقق قانون متوازي الآضلاع: 2 + تلدؤة - تلم - هوق + 12+ + دق . [أنظر شكل 2-14]. 


48 تجمع المعادئتين في مسألتي 4 و 70.14 فتحصل على 2112 + 2:12 د تلدع + لاوج دل 


شكل 2-14 


4 حقق الشكل القطبي التالي من أجل .40 [وهو ما يبيّن أن الجداء الداخلي يمكن الحصول عليه من دالة النظيم]: 
كلاه ما كلاه + »)1 > (سى) . 
8 نطرح المعادلة في المسألة 70.14 من المعادلة في المسالة 69.14, فتحصل على (ب,ن)4 - 2اء - وز - 2لا + نل . 
القسمة على 4 تعطينا النتيجة. 
المسائل 80.14-74.14 تتعلق بجداءين داخليين 5 و # على نفس الفضاء المتجهي 17 [نستخدم هنا الترميز التَانّي ‏ (8)0.0 
و (0,0)ع للرمن للجداءين الداخليين ل لاى ؟ تحت 7 و 8, على الترتيب]. 
4 بين أنه إذا كان ل؟ ى ع دالتي نظيم متساويتين, لي ,لاد|| > رأأه!| من اجل كل © فإن م- 4 
تستخسسدم الشكسل القطبسي للجداء الداخلسي. في المسألة 73.14 فتحصسل على 
و مع د رتاس - زا - ولاه حسلل)ة عرراه دسلا- ولاس ||)؟ > دسمار . 
المسائل 77.14-75.14 لتبيان أن المجموع ع +4 المعرّف بواسطلة (ابنا)ع + (ا,ن)ة > (ارن)(ع + 6). هى أيضاً جداء 
داخلي على /ا. 
4 بين أن ع +4 يحقق المرضوعة [818). 
0 (نارولاطظ + يدم)ع + (ن ,رياظ + ربتعا > (ن رويط + ربنم)(ع + 7) 
(نا رونةاهط + (ن ,)هه + (نا روارط + (نا مإ ع 
[(ن ,بتاع + (ن وام ]ة + [(ه ,رماع + زه ريمال ]ه - 
[(روه)(ع + ,)اط + [(ه مازع + /)]ه - 
وبذلك. يحقق ع +5 الموضوعة [,طلظ]. 
4 بين أن ج + 4 يحقق الموضوعة [,818]. 
*ا (درس)(ع + ثر) ع زب ,ماع + (د,م)م د (ه رسع + (ن ,هر > (ن ,ن)(ع + ر) ‏ إذن 5+8 يحقق الموضوعة [يظلظ|. 


4 بين أن # + 4 يحقق الموضوعة [,818]- 
8 لنفتسرض أن 0**نا. إذن, يكون (نارنه)ة فى (نارلا)عم #فدعا و صحط وو ال لدي يوسيو 
(دارن)ع + (نارنا)؟ > (نارنا)(ع + 4) موجبا؛ أي أن [,518] متحققة. 
المسائل 80.14-78.14 لتبيان أن المضاعف السلّمي المعرّف بواسطة (0,0)هط - (ا,نم)(). هى أيضاً جداء داخلي على 
/ عندما 0< 2 ١‏ 
4 بين أن “ا يحقق ‏ [/8لظ]. 
ل [عيدكط + [لررسكلاة ‏ - [لينفكه + سكماك > [(تيسط+ بسمكا1 > (اريناط + سمه 
(لايه))ط + (ارنعق 6ه - 
إذن» يحقق 6! الموضوعة المذكورة. 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 14 6 347 


4 بين أن 4 يحقق ‏ [ي818]. 
8 (ساق») - زرك > («,ن)ا - (06200,0). وهذا يعني تحقق الموضوعة الثانية 
4 بين أن 4 يحقق [ر818] 


إذا 0 له إذن (8)0.0 موجب. ولكن ! موجب. إذن. يكون (4),0! > (نارنا)000) موجباً آيضاً؛ وهذا يعني تحقق 
اكرلنناة 


4 مناباينة كوشي - تشفارتز وتطبيقاتها 
نستخدم في هذا القسم المبرهنة المهمة التالية. والتي سوف نبرهنها في المسالة 92.14. 


مبرهنة 1.14: (متباينة كوشي ‏ تشفارتز): لديناء من أجل أي متجبين ‏ 9 © «رناء أن 2لل ]تن > وها . (أن وهى 
بشكل مكافىء. !"لادلا > |للارها| ). 


4 لتكن ا, و"ر ولا 
ها ليكن (*) > نا و () - 7 المتجهين المقابلين لهذه الأعداد في ”8. نحصلء باستخدام متباينة كوشي ‏ تشفارتز على 
تلاس* لاسا > 0,12 ؛ وهذا يعطي المتباينة المطلوبة. 


4 لتكن 1ى » أي دالتين 


ولاءرلا أعداداً حقيقية. بيّن أن (2و+...+ 2()2+...+ 07 > ىلاع وألية + رلباناء 


ن مستمرتين على فترة مغلقة [8,5] > 8. بيّن أن 


همث أزهمم ]| > (مومر *]) 


88 ليكن / الفضاء المتجهي للدوال الحقيقية المستمرة على 1. نعرف,من المسألة 42.14, أن قاممار "| > رار 5 
جداء داخلي على .١/‏ إذن؛ وبسبب متباينة كوشي ‏ تشفارتز. يكون لدينا 2اع|.702|> 5,8(2). وهى النتيجة المطلوبة. 
454 عرّف فضاء الجداء الداخلي ١‏ المعروف باسم فضاء ‏ ,نآ (أى فضاء هلبرت). 
لقا 78 هو الفضاء المتجهي للمتتاليات اللآنهائية (من الأعداد الحقيقية)» (....ره.ره)» والتي تحقق 
216 م" ٠‏ أي أن مجموع مربعاتها يتقارب. ونعرّف الجمع والضرب السلّمي وفق المركبات: 
20 


54,4 بيّن أن الجداء الداخلي في الفضاء ‏ ,! أعلاه معرّف جيداً؛ أي. أثبت أن المجموع ...+ يفيه + ,ظر» - رقره 2 يتقارب مطلقاً. 


08 الديناء من متباينة كوشي - تشفارتز, 


ذه 5 ته « دك ثة باد ته :3مك إرقيهل+ .+ أرقرم| 
والتي تتحقق من أجل كل «. وبذلك تكون المتتالية (الرتيبة) للمجاميع ارطرة!+...+ إ,4,8| - ,5 محدودة, وبالتالي 


متقاربة. إذن. المجموع اللأنهائي يتقارب مطلقاً. 


52514 عرّف الزوايا في فضاء جداء داخلي (حقيقي) ل. 
ها نعسورّف السزاويية 8. بين متجهين لا © 'ارنا. بأنهاالزاوية 0 الوحيدة بحيث أن ”7 > 86> 0 


و 1« ا لأسا لاد ع 6 جمء. 


موقع الفريد في الفيزياء 


8 ذا فضاءات الجداء الداخليء: التعامد 


2614 


27.14 


54 


22.14 


520014 


521,14 


لماذا تكون الزاوية © أعلاه موجودة دائماً 


8# تُعرف. من متباينة كوشي ‏ تشفارتز. أن 1 > 8 و60 >1- 


” > 8 > 40 تكون الزاوية 8 وحيدة. 


أوجد 0560 من أجل الزازية © بين (3,2-,1) > له (2,1,5) < و في 83 


وبذلك يمكن دائماً الحصول على زاوية 8 . وبسبب القيد 


© نجسب 2-3+109-(رن, 14 ع 4+ 1+9- 2إادز. 230 25 + 4+1 - 2 . وبذلك 


أوجد 8 05ح من أجل الزاوية © بين (5,1) > لا و (2,3-) 7 في الفضاء الإقليدي الثناثي 87. في أي ربع تقع 80؟ 
ل في يني 


#4 انمسب 7--10+3- - ان 126+ 25 - بز 13- 9+ 4- 1|7. وبذلك 


م 
7 0 


بما أن 6 ومع سالب فإن 0 تقع في الربع الثاني. 


أوجد 0560© من أجل الزاوية 8 بين (5,1) - نا و(2,3-) ٠>‏ في 82 حيث يُعرّف الجداء الداخلي كما في المسألة 


4 [قارن بالمسالة 88.14]. 


8# ا تحسب 14- >  -10-15+249‏ لانن 18 ع 3+ 5- 5- 25 ع (برية > اسل 


43> 27 + 6 + و+ 4 د (رره كد 7الالا. إذن 


14 


-14 


وج 507 


أوجد 056 من أجل الزاوية © بين 2-1 ع 40 ووس 800 في الفضاء المتجهي / للحدوديات بالجداء الداخلي 


ع4 () ار 31 06 


8 اتحسب 


نه جيه مم ]ع جر جر) - *اارا 


18/15 


إذن 


أوجد 0886© من أجل الزاوية © بين (1- 


: 
إعهم ]2 جم .ى) > “اونا 


3 


حيث يعوّف الجداء الداخلي بواسطة (878)نا - (8,8) 


8 نحسب 1-3(22-)+(0+6) - (ظرهاء» 


15 > 1 + و + ] + 4ع ةزمال 


586 


3 


1 
مم 0م 


8 


7)-ه في الفضاء المتجهي للمصفوفات 22 الحقيقية, 


عست مم ]وى 


[أنظر المسائل 53.14-50.14] 


14 > و + 4 + 1+ 0د ةإاظلا. إذن 


موقع الفريد في الفيزياء 


5*4 


5314 


52414 


52]14 


2614 


القصل 14 53 349 


أثبت مبرهنة 1.14 (كوشي ‏ تشفارتز): 892. لادلا > 2ن . 

8 الديناء من أجل أي عدد حقيقي, أن 12 + (ببدا2 + تلاس - (بررة + (ببم24 + لسو (لاع بطر جيم) ٠‏ لتكن 
“اسلا عه «نما2 ده و“ لولادء. بماأن 0< تلاو هسل, يكون لدينا 0 <ء +غ6 + 3ه من أجل كل قيمة 
ل ). يعني هذا أن الحدودية التربيعية لا يمكن أن يكون لها جذران حقيقيان. ايقتضي هذا أن 0> عمد4ة - 2ط إلى عم4 > 2ط 
إذن ‏ 2م8ة لساك > 40.812 القسمة على 4 تعطينا النتيجة المطلوبة. 


ملاحظة: نجد متباينة كوشي - تشفارتز. من أجل فضاءات الجداء الداخلي العقدية, في المسألة 233.14 

المسائل 95.1434 تبين أن النظيم المؤسس على جداء داخلي يحقق الموضوعات الثلاث لنظيم. [أنظر القسم 10.14]. 
أثبت [80): 0< ل« ؛ 06> 101 إذا وفقط إذا 20 بر 
© إذا #0 إذن 0<«١م).‏ وبالتاليء 0< (س,م)ل/- ملا . إذا 0-» إذن 60,00-0. ويذلك 
6-6 > زوز . 
أثبت [,]8]: الالااءا| ع انملا 


8 الدينا 2902 ع (ور2 د (ولرجم) > 091/2 . ناخد الجذر التربيعي للطرفين» فنحصل على [يل!]. 


أقبت [يه] 11« + الدل > لابج سلا 
8 نستخدم متباينة كوشي ‏ تشفارتز, فتنحصل على 

زلا + الملل ع قلاسول + لوز امه + تاسل> (لورنا + للارن) + (لاري + لبارنا ع زبري مربدع وا د 2ل برج ناا 
نأخذ الجذر التربيعي للطرفين» فنحصل على [,/8]. 
المرضوعة [,11) تسمى غالباً «متباينة المثلث». لماذا» 
8 إذا نحن نظرنا إلى + ذا كضلع في المثلث المكوّن من ذا و ١‏ [كما هو موضح في الشكل 3-4]) فإن [,8) تذكر 
بأن طول ضلع في مثلث أقل من مجموع حلولي الضلعين الآخرين. 


شكل 3-14 


4 التعامد, المتممة المتعامدة 


4 عرّف التعامد في فضاء جداء داخلي 0 


8# نقول أن المتجهين © لابن متعامدان؛ أى ‏ بشكل مكافىء ‏ أن ذا متعامد مع “2 ونكتب لالد نات إذا 0ت (لرين) 


4 بين أن علاقة التعامد متناظرة آي أنه إذا +ال نا إذن 10 7 


8 إذا .نت إذن 20 لرنة. وبالتالي 20 لرنا - ليرا إذن تلان 


4 بين أن /17 © 0 متعامد مع كل 07© نا. 


8 لدينا 0 > (04/,0 > (00,0) > (00): وبالتالي. يكون 0 متعامداً مع كل 17 و 
ب بالتالي, ب مع 


4 بين أنه إذا كان نا متعامداً مع كل /7 2 ا فإن 0- نر 
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8 إذا 0ح (يبدا. من أجل كل 17©«, إذن 0- (نارد4, وبالتائي 0ع فد 
ملاحظة: لاحظ أن المسالتين 99.14 و 100.14 هما إعادة صياغة كون جداء داخلي يحقق موضوعة اللأتفسخ [808] 
المذكورة في العسالة 66.14. 
4 لنفترض أن ناو 7 غير صفريين فقي . بين أن لا و“ متعامدان إذا وفقط إذا كانا «عموديين»؛ أي أن 7/2 - 90 (أق 
*90 > 6) حيث 0 الزاوية بين ناو ؟. 
01 لديا أن ناى ” متعامدان إذا وفقط إذا 0 > (ا.دا, إذا وفقط إذا 0568-0 إذا وفقط إذا 7/2 - 8 
4 بين أنه إذا كان لا متعامداً مع ؛, فإن كل مضاعف سلّمِي ل نا يكون آيضاً متغامداً مع :. 
إذا 20 لرسة, إذن 10-0 (ررناط > (ب0), كما هى مطلوب. 


4 اوجد متجه وحدة متعامداً مع (1,1,2) > 7 او (0,1,3) > ,0 في 23 


8# ليكن (2رلار'ا) >  .«‏ فريك 22 + بز + » > (رلاربوا 
المتجانسة 22-0 + با + حع, 320+ لا. نضع 1ه 2 
فنحصل على متجه الوحدة ٠١“‏ المطلوب والمتعامد مع ,7 ى 72 17/11 ,11/ىة- ,11م 1) د إزس السك سر 


0 وى 32+ نع (رار) > 0 وبذلك, نتحصل على المنظومة 
فنجد أن 3- دير و1-< إذن, (3,1-,1) > *«. نناظم 


1 إستخدم الجداءات التقاطعية (القسم 12.1) لإيجاد متجه وحدة متعامداً مع (1,2,3) * نا و  )3,-|,4(‏ ا 
18 توجد 0< نع « من الصفيفة 03 . 06 قنحصل على (7-,115) - 8. نناظم 8 فتحصل على متجه 
الرحدة المطلوب: ‏ (7/1/195- ,5/1/195 ,11//195) - إإس || /ودع هر , 
ملاحظلة: نؤكد على أن الجداءات التقاطعية لا توجد إلا في 83, وبالتالي يمكن استخدامها من أجل مسائل التعامد في 10 فقط. 
4 لنفترض أن 7 مجموعة جزثية في /. عرّف المتممة المتعامدة ل :١/‏ والتي نرمز لها ب 78/4 (اقرأ 11 متعامد). 
8# تتكصون +18 مسن تلك المتجهسات في 7 المتعامدة مع كل 37© م« أي أن ( من أجسل أي /الا6 ا 
,0 د لسراالات با ع ذال 
4 بين إن */لا فضاء جزثي في 37 
من الواضح أن +/0©17. لنفترض أن +/© اد إذن, من أجل أي 5 © طره أي 19 © 8 يكون لدينا 
0 > مط + مقع تراط + (سرلاه ع (سريط + سه . وبذلك, 18/4 © “اط + 0ه وبالتالي, يكون 7 فضاءً جزثياً في ل. 
4 ليكن نا متجهاً غير - صفري في 87. أعط وصفاً هندسياً ل *لا. 
8# إن الفضاء الجزثي *نا هى المستوى في *8 الذي يمر بنقطة الاصل 0, ويكون عمودياً على المتجه ناء كما هو موضح 
بالشكل 4-14. 2 


بهد 


شكل 4-14 
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4 ليكن (4-,1,3) - ن. أوجد قاعدة من أجل +*لا. 


لاحظ أن *ه تتكون من كل المتجهات (2,ز,*) التي تحقق 0- ((4-.1,3), 2 ,»)أو 4220 رقجين 
المتغيران الحرّان هما لا ى 2 تضع 1-<ل. 2-0 فتحصل على الحل (1.0-,3)- ,40 وتضع 20آين 1دير 
فنحصل على الحل (40,1) > ي". المتجهان ,ا ى ي* يشكلان قاعدة للفضاء الحلّي للمعادلة, وبالتالي قاعدة من أجل لد 
106214 لنفترض أن 77 يتكون من المتجهين (1,2-,1,2,3) > نا و (1-,-,2,4,7) - 7 في 85 أوجد قاعدة للمتممة المتعامدة +9 
ل انا 
8 نبحث عن كل المتجهات ),ؤ,2,لإ, - | ألتي تحقق 


2-0 +ى ع3 جير2 جع - زم س) 
0ع ع2 + ج7 + بر4 + برج ع زن ,نر 
نحذف * من المعادلة الثانية, نجد المنظومة المكافكة 
2-0 +ى -ج3 +ر2 +ع 
5,0 و4 +2 
المتغيرات الحرّة هي (: 5 1. نضع 1- لا 8-0 1-0 قتحصل على الحل (1,0,0,0-,2) - 40 وتضع 0- زر 
عقر 0 -]) فتحصل على الحل (4,1,0-,13,0) > ي«. وتضع 20تبز, 8-0 1-]) قفتحضل على الحل 
(17,0,5,0,1-) - و« تشكل المتجهات (,#اري", ,40 قاعدة للفضاء الحلّي للمعادلة. وبالتالي قاعدة من أجل +/و. 


4 ليكن (2,5-,0,1) > دا في *8. أوجد قاعدة للمتممة المتعامدة +0 ل لا 
ا نبحث عن كل المتجهات (.7(/,2) في 7 بحيث 
0 ((2,5- ,0,1) ,2 ,2 ,)م أو 50 + 22- برج ع0 


المتغيرات الحرة هي «,0,2. نضع | [-«, 8-0, 0 1-2 فتحصل على الكل (1,0,0,0)ت ب« نضع ‏ 0عير, (ع2, 20م 
فتحصل على الحل (0,2,1,0) ري« نضع 20-«, 2-0 [) فتحصل على الحل (0,1,ك-,0) > يو المتجهات لان 
للا شكل قاعدة للفضاء الحلي للمعادلة وبالتالي قاعدة من أجل *لا. 


4 لتكن منظومة المعادلات الخطية المتجانسة فوق 18: 


ل تر ان 


ا 


ولي هد وقوه 
+ يلوج © + ولارج» 


110100 
أود في شكل مصفوفي. 2807-0 تذكر أنّه يمكن النظر إلى' الفضاء الحليّ ١1/‏ على أنّه نواة التطبيق الخمطي 3. أعط تفسيراً 
آخر ل '[1 مستخدماً مفهوم التعامد 
8 كل متجه- حل (,*....ر*,,) 37 يكون متعامداً مع كل صف في 8. وبذلك: يكون 77 المتممة المتعامدة للفضاء 
الصفي ل-4 


4 بين أن لاع 1م 


8 كل 38 © متعامد مع 0؛ وبالتالي. /0+1. 
4 بن أن 0- 174 


8 ابماآن 40,080 من أجل كل لا“ فإن “لا ع0 إذا 0*دنه إذن,ء #0 (لرت)؛ وبالتالي. + لا © فد 
يعني هذا أن 17/40 
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44 لنفترض أن ,18 © ,19. .بين أن 219/4 3/2 
8 اليكن 237804 «. إذن 0-(40,07, من أجل كل ,18 © 4 بما أن ,18> ,218 إذن 0-(7,«) من أجل كل 
37 ان وبذلكء +78 © 980 وهذا يقود إلى 10/121794 

4 بين أن +(/لا) مهمه ك “لق 
8 بما أن (ا)ضدمة > 18 يكون لدينا +18 © +(/380م5. لنفترض أن +18 © لاء أن (0)18هم5 © 9. إذن» توجد 
00 إذن» وبساستخدام +6197 ناه يكسون لسدينسا 
0 > فيه يي 0نية + ديه د لكيه خط لرالانااية + ل للابلااية > اليه لجسلل رالية + رلارهرل) > 0,70 ٠‏ أي أن 
+(18)مدمة © ن. ينتج عن ذلك أن +(/1)صدمة > 7/4 الاحتواءان يقودان إلى +(/1)مدمه > 4ل8, 


#ر» في 18 بحيت أن اللي#لسل رالاية + رالاية 


4 بين أن 44ج 9 
2# ليكن 3197© 8. إذن. 0 (لا,و) عن أجل كل +18 © 0 وبالتالي» *“780 © «. ينتج عن ذلك أن 8/44 > إلا 
11714 لنفترض أن /١ا‏ فضاء جزئي في فضاء منته ‏ البعد /7. بِيّن أن لب بل 
8# انعرف مسن مبرهنة 11.14, أن +1© 1ع لا, وأن 7844 ©1805 لا. وببالتلي 
+ بلا ورزق > الا «رتك - 787 مداق وكذلك ‏ ا صذل - لا ورزل ع 4م دوأن. يقود هذا إلى ++/( سنك > ل[ نتنك. ولكن 
0/1/4 بسبب ما سبق؛ إذن, 78/44 > 18 كما مطلوب. 


4 المجموعات والقواعد المتعامدة 
سوف نستخدم في هذا القسم التعريفات التالية: 
تعريفات: لتكن مجموعة متجهات (يلا.....رداء,ن) - 5 في فضاء داخلي 7. نقول عن 5 أنها «متعامدة» إذا كانت كل متجهاتها 
غير صفرية؛ وكانت هذه المتجهات متعامدة ثنائياً أي إذا 0 * (رنه,ن ولكن 20 نارين من أجل ز#* ل 
ونقول عنها أنها «ناظمية ‏ التعامد» إذا كانت 5 متعامدة وإذا كان طول كل واحدٍ من متجهاتها يساوي الوحدة أو, 
بتعبير آخر, إذا 


ا 1 
1 إذا لأعرقء تسمه 


أمَا «المُنّاظَمَةُ فتشير إلى أسلوب قسمة كل متجه؛ في مجموعة متعامدة 8, على طوله؛ بحيث نتحول 5 إلى مجموعة 
ناظمية التعامد. إن قاعدة متعامدة (ناظمية ‏ التعامد) هي قاعدة 8 تكرن أيضاً متعامدة (ناظمية ‏ التعامد). 
4 بين أن مجموعة المتجهات 5 التالية في “8 تكون متعامدة: ' ((2,1,1-,3) > «١‏ ,(2-,3,4,1) > نا ,(3,4-,1,2) د نا) د 8 
5 8-3-8-0 +3- (زنبه) 
4-0 +3-4-3- (زسررن) 
8+1-2-0- وت (سررن) 
كل زوج متجهات متعامدان: وبالتالي تكون 5 متعامدة. 
14 نَاظلِمْ المجموعة المتعامدة 5, في المسألة 118.14, لتحصل على مجموعة ناظمية ‏ التعامد. 
8 نقسسم كل متجه في 8 على طوله. نوجد أولاً 30- 4+9+16+] - تلن 30- جد 1 مود ادل 
5ك إ+ اجه+و - 2إاسا. إذن (40/306 ,0/30 3- ,1//30,2//30) صق 
(20/30- 1/30 ,4/30 ,3/30 3) ع ف ٠‏ (2//30,1/15,1/13- ,3//15) - هر تشكل مجموعة المتجهات ناظمية - 
التعامد المطلوية. 
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12014 


1114 


122014 


123.14 


12.14 


12514 
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لتكن القاعدة المعتادة في الفضاء الإقليدي الثلاثي 83 ((0,0,1) > يع ,(0,1,0) 4 52 هل 8 ناظمية 
التعامكد؟ 
الدينا 0 لرعىيعاء 0+ (يع), و0 > ايعىية). وبذلك, تكون 8 متعامدة. كما أن 1 > لرقره, ١‏ > ليفيرنا, 


و 1 - (يه.,). إذنء تكون 5 قاعدة ناظمية التعامد ل 87 

ملاحظة: النتيجة السابقة صحيحة عموماً؛ أي أن القاعدة المعتادة في "8 تكون ناظمية التعامد من أجل كل 8 

ليكن ١‏ الفضاء المتجهي للدوال الحقيقية المستمرة على الفترة 7# > )> 7#-, بجداءٍ داخلي معدّف بواسطة 
مم ]د 1 مصوعط اللعوق 8 التباية عب يورا الساس عافن شري ة ملسبلاة لسوريية: 


(....]2 2,5 هتكرا ومعرا مزىر] ) > 5. هل 5 متعامدة؟ هل 5 ناظمية التعامد؟ 
018 5 متعامدة, لآن 44-0 (0)ع0) | من أجل أي دالتين 5 6 58. من جهة آخرىء 5 ليست ناظمية التعامد. لآن 


لدينا مثلاً عه مم "د زعم ووم : 


بين أن مجموعة متجهات متعامدة 8 تكون مستقلة خطياً. 
ا لنفترض أن (إناء...رناءب0) > 5 وأن 


0ع يار ٠٠0+‏ + يلار© + يغار© )0( 


ناخذ الجداء الداخلي ل (1) مع رناء فتحصل على 
(يعا بريه )ره + 00+ يعد ويه )يه + ليل رييس) يه > ( ينا ررعايه + ٠00‏ + يكقيه + بعايه) > زرب ,0) دن 
(رغاررفة) رم ع 0 نيم +000 0 ديه + ( عا )يه - 
بما أن 8 متعامدة. إذن 0 (رناء,لا) ؛ وبالتالي 0 > ,2. ناخذ. بالمثل. الجداء الداخلي ل (1) مع إلا من أجل 2.5 > ل, 
إلا ريطا)ية > (ينا متايه + 2 + (يكا رينا) ره + 0 + يلا ررل) ,4 > (رقا تيه +0 + يناره) > (ريد,0) 0 
ولكن 0 * (رناءبلاا » إذن 0ه بة. وبذلك. تكون 5 مستقلة خطياً. 
المسائل 127.14-123.14 تتعلق بمجموعة المتجهات 5 التالية في 87: 


((2.1-,3) > رن ,(4-,ا,2) كينا ,(2,1,ا) د 4 -85 


بين أن 5 متعامدة. 


8 2-4-0 + 2 د ونال 10+ 4- 3ت الا 20 


- 2 - #6 ولاءرنا. وبذلك؛ تكون 5 متعامدة. 
هل 8 قاعدة ل 835؟ 

8 بما أن 5 متعامدة, فهي مستقلة خطياً ونحن نعرف أن أي ثلاثة متجهات مستقلة خطيآ تشكل قاعدة من أجل 8 
أكتب (4,1,18) - 37 كتركيبة خطية في رلا؛ ينا رن 


نضع 7 في شكل تركيبة خطية باستخدام المجاهيل *. ٠‏ 2, كما يلي: 


(20-,3)ه + زهت اتاب + (1,2,1) ع (4,1,18) 4 
طريقة 1: نفك (1) فنحصل على المنظومة 
32-4 ب بره +ع لحنة د زجع 8ح عم برو دعر 


نحل المنظومة فتحصل على 4ه 3 د ير 2-2 وبذلك رن + يقح سود ىن 
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6.14ظ12 


114آ12 


12*14 


12014 


طريقة 2: [تستخدم هذه الطريقة حقيقة أن متجهات القاعدة متعامدة, ويكون الحساب أبسط كثيراً]. نأخذ الجداء الداخلي ل (1) 
مع إنا فنحصل على (1,2,1(.)1,2,1)* > (4,1,18(.)1,2,1) إى »6 > 24 أى + -*. [الحدّان الأخيران يتلاشيان لأن إنا 
متعامد مع رنا و و]. نآخذ الجداء الداخلي ل (1) مع 8 قتحصل على (4-,4(.2,1-,2,1)/ا >  )4,1,18(.)2,1,-4(‏ أق 
21 ع 63 ا أو 3- دل اثم نأخن الجداء الداخلي ل(1) مع إن فتحصل على 

(2,1-,3). (1,ة-,ة)ج ع (2,1-,4,1,18(.)3) أو 142 ع 28 أى 


2 ويذلك ,20 + ي38 ح رن ع بن 


أكتب (3,4,5) > + كتركيبة خطية في إناء يلا ولاه 


(2,1-,2)3 + (4-,8)2,1 + (1,2,1)» > ر4,5,ة) ع( 


ثم ناخذ الجداء الداخلي ل (1) مع ,ل فتحصل على (1,2,1(.)1,21) > (1,2,1).(ك,3,4) لق 68 16 أى 8/3 عدي 
وتاخذ الجداء الداخلي ل (1) بالفسبة لا إلا فتحصل على (4-,4.)2,1-,2,1)ل > (4-,3,4,5(.)2,1) أى 21 > 10 أ 
1 - ع ال. وناخذ الجداء الداخلي ل (1) مع ينا فتحصل على (2,1-,2,1(.)3-,2)3 > (2,1-,3,4,5(.)3) أو 142 ع 6 
لى 3/7 2. وبذلك ,3/70 + ,10/210 - إن 8/3 ع ون 


نَاظِمْ 5 لنحصل على قاعدة ناظمية .التعامد ل 80 
ل 6ه اجججر كس ةاردا 2ع ماجاجه د تلايدا 4 - اجججوه 2لارنا 


وبذلك. تشكل (1/1/6 2/١/6,‏ ,1/0/6) > ,رف , (4/31- ,2/0/21,1/0/21) عيض (1//14 ,8/13 2- ,3/0/14) > رق القاعدة 
ناظمة ‏ التعامد المنشودة. 


مبرهنة 2.14: لنفترض أن ( ,رلاءنا) قاعدة متعامدة ل لا. إذن» يكون لدينا من أجل كل 17 © ١7‏ 


(ره,مع) أيهم ) 
ا ا رن 


أثبث مبرهنة 2.14. 
لنفترض أن ,لاي1+...+ نيط + ,نارغ عه 07 نسأخسذ الجداء الداخلي للطرفين مع إناء فنحصل على 
يكل + لبقا قا رك عه لناب قاا ايه ل( غارفا رك + ف قار رقا راح ( رقا تايكا.. تارك + تاركلا ع ل قاروا 

(بناررناار» ع ميا +...+ 0. وبذلك» (رسارنا/ل ي) > ,. بالمثل» ومن أجل م,.. 

لإلار ينام مت يلل ييل بلا ررقاا 1ط عط 0ب يكل عت برلا قال مكل (رقاء يلايك + أرقار قال : 


4 نجد أن 


2ت إلى لايع لمي لايك + تاركلا عد بارلا , 
إذن» (رناءرنا)/(رناء») > 1. نعوض من أجل ,1 في المعادلة ,لدع +...+ در ع ناه فنتحصل على النتيجة المنشودة. 
ملاحظة: يعرف السلمي أعلاه 
وساس) _ لاه 
*أامناا ‏ (ب#يي) 
بمركبة ؛ على طول ,نا أي معامل فورييه ل 7 بالنسبة لنا. 


المسائل 132.14-129.14 تتعلق بمجموعة المتجهات التالية 8 في 86 ,(1,2.1,3) > يلا ,(1-,1,1,0) > إنا) > 8 
((13,1,3-,16) > بن ,(ره,1,1) > يلا 


بِدّن أن 5 متعامدة. 


220-33-0 +1 درن 


2-0و + اجاء ياه 0-3-0 16-13 عن 
16-26+1+9-0 د ينين وعم 216-13-9 ودين 


وبذلك. تكون 5 متعامدة 
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4 هل 5 قاعدة ل 84؟ 


نعم, فبما أن 5 متعامدة فهي مستقلة خطياً؛ واي اربعة متجهات مستقلة خطياً تشكل قاعدة من أجل 84. 

4 أوجد إحداثيات متجه إختياري (3,0,6,0) - 7 في *2 بالنسبة للقاعدة 5 
8 فبما أن 5 متعامدة, فإننا نحتاج فقط لإيجاد معاملات فوربيه ل 7 بالنسبة لمتجهات القاعدة, كما في مبرهنة 2.14. وبذلك, 
فإن 


فحقفخهةر لشةة غ2 


3 
4خع خطقخه لط د 
15 زو روه 2 
364 فخه ي الطنظل بر 
57 (ولاروض) 3 
4+ء + 164-1365 _ (هره) 962 
435 | الولابين) ‏ * 


هي إحدائيات ١‏ بالنسبة للقاعدة 5. 
4 ناظم 5 للحصول على قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل 84. 
لدينا 3 ةارساء 5 > *ارطاء 87> *ارناء و 435 - ارد . وبذلك. تكون 
(1/1/3-,1/0/3,116/3,0) حرف ١‏ (3//15 ,10/15 ,2/15 ,1/15 1)- يف (9/0/87,2/0/87-,110/857 ,1/87) ديق ؛ 
(13/7/335,1/0/435,3//435-,16/1/335) > را القاعدة ناظمية ‏ التعامد المطلوبة. 
4 ليكن (1,!,1,1) > نا متجهاً في “1. أوجد قاعدة متعامدة ل 1لا. 
ا لاحظ أن “0 هو الفضاء الحلّي للمعادلة الخطية 
معو وج روجع لك 
نوجد خلا غير صفري ,؛ ل (1)» ليكن (1-,0,0,1) > ,“. نريد أن يكون متجه القاعدة الثاني ر" حلاً ل (1) ومتعامداً مع ,ا, 
أي أن يكون حلاً للمنظومة 
ل ا 0>-)-ج 2( 
توجد خلا غير صفري ل (2). ليكن (1-.1-,0,2) > /. نريد أن يكون المتجه الثالث في القاعدة حلاً ل (1)» ومتعامداً أيضاً 
مع ,لاو ي؛ أي أن يكون حلاً للمنظورمة 


0س ع جع ب برجير 20> ع دبرة2 0مد-ع )2( 


نوجد حلا غير- صفري ل (3). ليكن (1.1.1.1-) إذن. تكن (إلاراي07) قاعدة متعامدة ل +ن. 


[ملاحظة: نلاحظ اننا نختار الحلين المتوسطين ,؛ و ,؟ بحيث أن كل منظومة جديدة في شكل درجي. وهذا يبشط العملية 
الحسابية]. 
64 أوجد قاعدة ناظمية ‏ التعامد للمتممة المتعامدة “نه للمتجه (1.1,1.1)* نا في 84 
88 نناظم القاعدة المتعامدة ل “: التي تحصلنا عليها أعلاه. 
2 ع ا+إجوجوع #ابجلا 6ع ا+ اجهجو دس نايا 2ع اجا اجو د تلايدلا 
وبذلكء تكون المجموعة التالية قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل ث0 
(110/2-,0,0.1/10/2) عن ولط ,قل 1- ,2/6 ,0)ح ينه (10/13 ,1/013 ,18/13 ,13م قسعس ون 
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6 ا فضاءات الجداء الداخنيء التعامد 


4 ليكن (1,2,3) - 7 متجهان الفضاء الإقليدي 87. أوجد قاعدة متعامدة ل +8 
8 نوجد حلا غير صفري للمنظومة 0- 2+32ز2+*, ليكن (1-,1,1) .0 نوجد الآن حلا غير صفري للمنظومة 
32-0 + 21+ ين 2-0 مدلو+». ‏ فتحصل على (4,1-,5) [آى يمكن؛ بشكل بديل؛ الحصول على _» بأخذ الجداء 
التقاطعي ‏ ,9كا#]. إذن: تكون (9,.7) 2 قاعدة متعامدة من أجل */«. 


0 


4 أاوجد قاعدة ناظمية . التعامد من آجل +" حيث (1,2.3) > «. 
8 نناظم القاعدة المتعامدة المتحصل عليها إعلاه: 1+1+1-3 > *!,؟ا. 25+16+1-42 > “اي١|.‏ إذنء تشكل 
(1/73- ,1/1/3 ,1//3) > رن و (1/0/33 ,40/83 - ,5/323) - رن قاعدة ناظمية التعامد ل *4«. 
مبرهنة 3.14 (المبرهنة الفيفاغورية المعمّمة): لتكسن (إتا,....رلاءر0ا) مجصوعة متجهسات متعسامسدة. إذن, 
2إرسلاء ...+ تلاره! + تلارسا ح “لببط..+ ينا+ ,دل . 
4 أثبت مبرهنة 3.14 


لدينا (بك درنة) 37 + قيلط ررلة) جدرى أوقار رلا + قار رقا ح تحط وناج لقاع .يج ولا + رقا ل 3لا مقاط 
3 27 2 ف 


رسع بسلا 
المبرهنة تنتج من حقيقة أن 2ارنا ع لنارنا و 0- (رنارنا من أجل 1813 


4 حقسق المبرهنة الفيشاغسوريسة من اجل المجموعة المتعامدة التتاليية في *2 [أنظر المسسالة 118.14] 
((21,1-,3)ه 2ت , ا ركرة) د ورركرق-,1,2) > 40 


8# لدينا (1,3-ي7,4) » بس + بر+ هس ى 75- 9+ + 16 + 249 2لس + 7+ لال|. نجد, من المسألة 119:14: أن 
0ح ادا ء. 30- لز . وى 15ح خلس|. وبذلك, ‏ 2إاسس + بر+ س] ك 75 كز+ 30+ 30 د ثلاس + 2|اب] + لها . 
المسائل 143.14-139.14 تتعلق بالفضاء المتجبي 82 - 7 بالجداء الداخلي المعرّف كما يلي [أنظر المسالة 18.14]: 


03 


وليك3 + لايك - يلار» > إلارعا ع (لاين) ١‏ حيث ‏ (يكريع) > نار (يلانرلا) 
4 مل ((1,0(,)0,1)) > ا قاعدة ل 81 
8 انعم فإن مسالة قاعدة ل / لا تتأثر بالجداء الداخلي في لا. 
4 هل آ قاعدة متعامدة أو ناظمية ‏ التعامد ل /ا؟ 
ل ١‏ - هن +0 +1 - 2-0 ((1,0(,)0,1) 
إذن: 5 ليست قاعدة متعامدة ل ١‏ وبالتائي فهي ليست قاعدة ناظمية التعامد لهذا الفضاء. 
4 اوجد قاعدة متعامدة 5 ل / تتضمن المتجه (1,2) * نا. 
88 بما أن 9-2 010. فإننا نحتاج فقط لمتجه غير صفري آخر (لار«) > رنا بحيث أن 0> (يلاررنا. لدينا إذن 
0ع بروج و ع برع + :2 - بر- » - (ل»),(1,2)). ويكون 5-», 21لا حلا غير صفري لهذه المعادلة. وبذلك, 
تكون ((5,1) > رلا,(1,2) > رن) > 5 قاعدة متعامدة ل /. 
4 اوجد قاعدة ناظمية التعامد ل لا. 
قلا نناظم القاعدة المتعامدة أعلاه 
129+ 1-2-2 ثارها 8ز» 3+ 5- 5- 25 ك تايلا 
وبذلك. (1/3,2/3) > ,4 و (1/0/18 ,718 5) - يك يشكلان قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل لا. 


4 حقق المبرهنة الفيثاغورية من أجل ,نا ى رلا 
8 ا لديناا (6,3) > ([,؟) + (1,2) > رنا+ بها و 27> 27 + 36-18-18 - ((6,3(,)6,3)) - كل + رنلا. إذن 
ثلاره + بها - 27 د قا + ود تلايد + “لبد . 
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14414 


145.14 


10014 


4 بين 


12804 


10014 


الفصل 14 © 387 


بيّنَ أنه إذا كانت (إل....ررااى420 عتعامدة, فإن (إلرد.....رناركىيل,42 عن أجل أي إختيار للسلّميات غير الصفرية 
يقسي ف د 
8 بماأن #60 إلا و0*بكه, فيكون لديتا 20 إلرة. لدينا أيضاً, ن أجل 3ع 1 0- لنارنة إذن 


0 > 0يهرهه (رنارنارقرة > (رنرةرنبه) - وبالتالي, نكيت (رلارة) متعامدة. 
المسائل 148.14-145.14 تنعلق بقاعدة ناظمية ‏ التعامد (يفسيةء4 دع الفضاء جداء داخلي 27. 


بين أنه يكون لدينا. يليك,تة +...+ يعلرع,نا + بعارعردا ع ند من أجل أي 617 نا. [قارن بالمبرهنة 2.14]. 
18# لنفتسرض أن ,في +...+ يعي + بع > 4 نأخذ الجداء الداخلسي لان © فن ا 

بحن أن وك ا 1 بعلسسىي 
بعل ع لني +...؟ 10 + أنبا > لبعيعا اي +. لط لرعريعاي! + (رعررة) ات ل يقر + رعيعا ع لرعرنة بالمثل, 


ومن أجل > 1 يكون لدينا 
بات 0نيكا بيط ايل حيط ©علك ليعريعاي + 
نعوض ب أ6,ن1 من أجل ,! في المعادلة ,ع1 +. 


بارا سه لرعدرها يكت فرقب يعي سس رقي لمر يقرعلا لد ليعرلا 
٠‏ ,ع,لاع نا فنحصل على النتيجة المنشودة 


بين أن وي +. .+ وطية © بطرة > ليعرط + ا ا 


انا 


اناغ لدينا 


ا فهك 4 ع - مر د" 2 5( 


ولكن 0-ل6,©) من أجل ز1# و1 ا©.») من أجل [> #8 إذن, تحصل وكما هو مطلوب على 


ويه +00 + ويه + رططره - ايه دادم 


أن ليفر«اليعرنة عل لبعرها ل عرلا د ترد من أجل أي /1© رن 


ل نجد, من المسالة 145.14, أن ,#ليعنا لج بعلعن) نا او علي +..» بعارع.ها > 0 إذن؛ وبواسطة المسألة 
145.14 يكون لدينا ليعرنال ع رسال لرعملالعينة + فرفرت( مين > وري 


رض أن /1ج- 7:1 تطبيق خطي. ولبكن 8 النمثيل المصفوفي ل 7 في القاعدة المعطاة (6) ٠‏ بين أن (ع(1)6) 
هو المدخل زا ل 4. 


09 لديناء من المسألة 145.14 أن 


6(,ه ,(ره)2 ) + +١‏ يليت ,ل1)6) + رعلع ,ل1)6) ع لم1 
.6,76 (7)6) + 


+يك© فيه ,(7)6) عله ,(ي1)4) -760 
كلمت ول1)6) 0د يع لوك للي7)6) ل رليك ١ر316‏ د ل 


إن المصفوفة ه التي تمثل 7 في القاعدة (©) هي منقولة مصفوفة المعاملات أعلاه؛ وبالتالي؛ فإن (0)8(,6 هو المدخل 
إخلا4 


المسائل 4- 4.14 تتعلق بالفضاء المتجهي للمصفوفات 22 الحقيقية, بجداءٍ داظلي معرّف بواسطة 
(ختقهما اقاره) 


بين أن القاعدة المعتادة التالية 5 ل لا متعامدة. 


إل تأحهيلة حك عه )عهاده 
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8 ذلا فضاءات الجداء الداخلي: التعامد 


3 
© الدينا دمجم( 0 20 ؟) أ ريعقع»- ريك برقا لديناء بالمثلء أن 
0 وظ رقم د لظا لاا من أجل [عد 1. وبذلك؛ تكون 5 متعامدة. 


4 بيّن أن 5 تكون في الحقيقة ناظمية ‏ الت 


عاب سحدق 8ل 6 )أ مصتعم يعيع. 
تدمج زع )»> |( )(0 ذ)[ه- دضع" - لزت ,رج . ولديناء بالمل. أن ١‏ > لرير8 10> ليقاني) 
وبذلك, تكؤن 5 ناظمية ‏ التعامد. 


4 ليكن 77 الفضاء الجزئي في / المتكون من المصفوفات القطرية. أوجد قاعدة متعامدة ل 1 (المتممة المتعامدة ل /(). 


© يتولّد 7 بواسطة المصفوفتين (0 0( و2 ]), وهما جزئين من القاعدة المعتادة 5 أعلاه. وبذلكء تشكل المصفوفتان 
المتبقيتان (ل 0 ؟) في 5 قاعدة متعامدة من أجل “للا 
4 أاوجد قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل */9. 
0 
بماان(م 0( د (م ؟) هما فعلا متجها وحدة, فإنهما يشكلان قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل 8/4 
4 ليكن 'آ الفضاء الجزئي في /ا المكوّن من المصفوفات المتناظرة. أوجد قاعدة متعامدة من أجل لا. 
2 7 “لقي 0 0 ولخ 
بتولد نا بواسطة المصفوفات (0 4) - 4 ١زم‏ ؟)-8١‏ (؟ 0)-©.وتتكون لا من كل المصفوفات [7 ) - 24 
المتعامدة مع ه. 8. ©. إذن 


محء (ة 6)»-[(” :)(7 )1ه ممم 
معمعد ل 5[ :)( )رمعم 


مسد »ل ا واأ-دمم 


يكون نظومة 0 -#, 2-0 + لل,. 0->-) متغير حرٌ واحد هو 2. إذن: تكون 0< », 1 لل, 1- > 2, 0) قاعدة 
للفضاء الحلّي للمنظومة.ينتج عن ذلك أن (نْ ؟_) 0 تشكر قاعدة من أجل *10؛ وهي, على الخصوص, قاعدة متعامدة ل لا. 
14 أوجد قاعدة ناظمية التعامد ل “ل1. 


8 نناظم 10 ف 1-2 +1 ريديج. إزن (1//2 _ 9 )- كم تشكل القاعدة المنشودة 
اظم 20 فنحصل على 5 ٠‏ إذن ( ' 6 تشكل القاعدة المنشودة. 
4 المصفوفات المتعامدة 
تذكر [القسم 13.4] أن مصفوفة حقيقية 8 تكون متعامدة إذا كانت 8 عكوسة وإذا 55-4 أي إذا 1 س 78م س آطم, 
يواصل هذا القسم البحث في هذه المصفوفات. بالإضافة إلى ذلك؛ وبما أن متجهاتنا في “8 يمكن أن تضرب في مصفوفات, 


رض أن مثل هذه المتجهات عمودية. إلا إذا ذكر أو فهم غير ذلك. وبذلكء يكون لدينا من أجل متجهين ‏ *22 © لارناه 
بان > (لا,ل) بالنسبة للجداء الداخلي المعتاد على "8. 


مبرهنة 4.14 لتكن 7 مصفوفة حقيقية مربعة -0 إذن, الخواص الثلاث التالية متكافئة: 
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(60 # متعامدق أي 2-1 دصر 
(41) تشكل صفوف 8 مجموعة من المتجهات ناظمبة ‏ التعامد 
(4)31 تشكل آعمدة 7 مجموعة من المتجهات ناظمية ‏ التعامد 
4 ناقش صلاحية مبرهنة 4.14 [آنظر مبرهنة 9.4]. 
# الاتكرن هذه المبرهنة [والتي يتم إثباتها في المسألتين 236.4-235.4]. صحيحة إلا بالنسبة للجداء الداخلي المعناد على 
”56. فهي لا تكون صحيحة من أجل أي جداء داخلي آخر على *8. 


4 بين أن 8 0 0 متعامدة من أجل أي عدد حقيقي 8. 


# لدينا 0 ع 6 ؤمه 0 هل  -‏ وده 8 ده ع (6 ومع,6 هزو).(8 وزه- ,8 وم6). وبذلك تكون الصفوف متعامدة؛ كسا أن 
1ع هتمنو + وثومه ع 2( منه- بو كمه)| .1ح وتين +6 *هزذه > *6(1 9,005  1)810‏ وبذلك تكون الصفوف متجهات 

وحدة. إذن,» المصفوفة متعامدة. 

ملاحفلة: لديناء في الحقيقة؛ النتيجة الأقوى التالية؛ والتي سوف نبرهنها في المسالتين 242.14-241.14: 

مبرهنة 5.14: تكون كل مصفوفة متعامدة 22 في الشكل 


ا ح ون بها 


من أجل عدد حقيقي مناسب 8. 
4 اأوجد مصفوفة متعامدة / يكون صفها الأول (1/1/10,3/10/70) , 
8 نجدء من مبرهنة 5.14: أن 


يم 10 )2م اق ايد دم 
7 3/010 50- 3/15 


4 أوجد مصفوفة منعامدة 8 بكون صفيها الأول (1/3,2/3.2/3) ع وقد 
8 نوجد أولاً متجهاً غير صفري (9,2.*) > ,80 يكون متعامداً مع ,0 أو بشكل بديل ‏ متعاصداً مع 
(1,2,2) - 3 07 يكون لدينا 
0 (رلا»»). 2,20 !) ك لراريا أو 0م رم جع 

واحد حلولها (1-,0,1) > ر«. نوجد بعدئذ متجهاً غير صفري (5,1,2) > 8 يكون متعامداً مع ٠٠,‏ و را" معاً. يكون لدينا 

0 > 2+ 20 + ع عرزي 2,2,!) د ليها 

0ع م ناك (رررع) .زات ا,0) > تارم 
تضع 27-1 فنجد الحل (1-,1-.4) > ي8. تناظم ,", ربلا فتحصل على 
(1/2-,0,18/2) حيها 5 (1/18- ,0/18 1- ,8 ل4) سبه 

على الترتيب. وبذلك 


8 3 14 
اعد 1/2 0 ا 
[#لحة1- ‏ 1/3/2 4/3302 


نؤكد على أن المصفوفة ١‏ أعلاه ليست وحيدة. 
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0 [ا فضاءات الجداء الداخليء التعامد 


1- 1 1 
المسائل 164.14-159.14 تتعلق بالمصفوقة 0 3 سه 
32 5- 7 


4 هل صفوف 4 متعامدة؟ 


100,14 


160114 


10214 


100314 


10014 


16614 


8ه نعم, لآن 
4-0 1+3 1(.)1,3,40-,1,1) 
2-0 - 2-7-5 زتركك,1(.)7-,1,1) 
0 هق + 15 - 7 - (5,2-,1,3,4(.)7) 


هل 4 مصفورفة متعامدة؟ 


الا, لآن صفوف 4 ليست متجهات وحدة؛ مثلاًء 1+1 +1 102 1,1). 


هل أعمدة 4 متعامدة؟ 

© الاء مثلا 5-310 35- 3+ - (ق-,1,1,7(.)1,3). 

لتكن 8 المصفوفة التي يتحصل عليها بمناظمة كل صف في 8. 

أوجد 8 

88# الدينا 3+ 1+ 1ه 1(|2-,1,1)!, 16-26 + 9+ 1ع ة|اكرق, !)1 78د + 25 + وه د ,16 . 


وبذلك 


1/26 3/8/2606 


0 لععدًا 1/3 ا( 
8 
 -5/)617/2(  2/)61/2(‏ (7/)617/2 


هل 8 مصفرفة متعامدة؟ 

1 نعم, لآن صفوف 8 لا زالت متعامدة كما أنّها الآن متجهات وحدة. 

هل أعمدة 13 متعامدة؟ 

8 نعم, لأن صفوف 8 تشكل مجموعة متجهات ناظمية ‏ التعامد. إذن» وبوأسطة مبرهنة 4.14, تكون أعمدة 8 آلياً مجمومة 
ناظمية ‏ التعامد. 

أوجد مصفوفة متناظرة متعامدة 8 يكون صفها الأول (1/3,2/3,2/3). [قارن بالمسألة 158.14]. 


8 بما أن 1 متناظرة, فيجب أن يكون في الشكل 
00 
براع ]دم 
ييل 


بما أن الصفين الأول والثاني متعامدان, فإننا نحصل على 0 - /ز2/3 + 2/3 + 2/9 أى 0 - 3 + »3 + 1. يما أن الصف 
الشاني متجه وحدة. فإننا تمصسل على 1ع 2 + :»+ ويه أو 5ص 2ر9 + :92. نعوّض ب 380/3 + 1)- ع لز في 
5 > 92 + 982 فنحصل على 20-<3 + 9«2 إو 0- (2 + «1()3 - «3). توجد حالتان: 

حالة (): 1/3 - يد إذن 2/3- -لا. بما أن الصفين الأول والثالث متعامدان تنحصل على 0- + 2/3 +2/9-4/9 أن 


هركه إنن 1 
8- 
0 


3 
0 
م 
- 
1 
دنا رما ديت 
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حالة (:0: 2/3- ع إذن, 1/3 لا. بما أن الصفين الأول والثالت متعامدان. نحصل على 0- 2/32 + 2/9 + 2/9 أو 
3- 


إذن” 


و 

0 
5-5 
/ 
يوب دم ست 

ا 
يونا سيم دوس 


4 أثبت أن: 
(1) 8 متعامدة إذا وفقط إذا ”5 متعا 
(ب) إذا 8 متعامدة, إذن '-8 متعامدة. 
(ج) إذا © متعامدة: إذن 50 متعامدة. 
(د) إذا م متعامدة. إذن !> (9)غ86 آى 1- - زم)زعل. 


() لدينا 2 625(7), إذن " متعامدة إذا وفقط إذا 1> ”57 إذا وفقط إذا 1 - ”5758 إذا وفقط إذا 57 متعامدة. 
[نلاحظ هنا أن المصطلح الإنكليزي 1/5 يعني 17 'زاهه 204 17/ إذا وفقط إذا وليس له مقابل بالعربية حتى الآن] 

(ب) لدينا !557 85, لآن 8 متعامدة. وبذلك, وبسبب (1). تكون !57 متعامدة. 

ج) دنا مك55 و©- 05©. إنن, 1- '-م0-1هه - ”0و5 - 7(ومروم). ربذك, 'حزوم - "زوم, 
وهذا يعني أن 20 متعامدة. 


(د) لدينا 1-'58. باستخام |'8!- |«!, نجد أن 5751| إطل,. 2مك ز؟مززه|ك ز5ممرس إررك لق 
1اطا ليا 


إذن: 


16014 ليكن ,© يرمز إلى تجميع كل المصفوفات المتعامدة المربعة -0 بين أن ,© زمرة تحت الضرب [تسمى «الزمرة المتعامدة»]. 


8 المصفوفة المتطابقة 1 تنتمي إلى ,0: لآن 1 متعامدة. ونعرف من المسالة 166.14 إن ,0 مغلقة تحت الضرب 
والمعكوسات. وبذلك: تكون ,© زمرة. 


4 لتكن © مصفرفة بصفرف 80 وأعمدة ,©. بِيّنِ أن (1) المدخل زذ ل 7مم هى ((13,,8), و (ب) المدخل زا ل 78م فق 6ر6 . 


8 () إن أعمدة *م هي .سي إذنء المدخل زذ ل ”7 يكون اركل*) > 8/8 (ب) إن صفوف 87 هي ...0722 

إذن: المدخل زذ ل م77 يكون (6©) ع 66 

مبرهنة 6.14: لنفترض أن (©) -8 اى (5) >5 قاعدتان متعامدتان ل .١/‏ ولتكن 8 مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من القامدة 
5 إلى القاعدة #. إذن. © تكون متعامدة. 


4 أتثبت مبرهنة 6.14. 


8 لنفترض أن 
وقورظ خط يقيرط + رقررط 2 ,1 2ع( 
باستخدام المسالة 4 وحقيقة أن (,1) متعامدة. نحصل على 
وزطي+...+ ورظيرط + ررطبرظ 2( 


لتكن (ن0) > 8 مصفوفة المعاملات في (1). [إذن 87ح م]. نفترض أن (يه) > 887. إذن وبواسطة المسألة 168.14 
ىر (2): يكون لدينا 8 - ورظورط ...ل ظيط + برطبوط تيع وبذلك ‏ 1- 887. ينتج عن ذلك أن 8 متعامدة: وبالتالي تكون 
87 > 8 متعامدة. 


مبرهنة 7.14: لتكن (,.....,) قاعدة ناظمية التعامد لفضاء جداء داخلي /. ولتكن 8 مصفوفة متعامدة. إذن. المجموعة 
التالية تشكل قاعدة ناظمية ‏ التعامد: (1,...,72- 


3١‏ يبو + رعرره > زم 
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04 أثيت ميرهنة 7.14. 
8 ابما أن (,©) ناظمية ‏ التعامد, تحصل بالمسالة 146.14 على (6ر) > ييقية حل ريقرية + ريقبية > ل'46) ٠‏ حيث 
يرمز ,© إلى العمود : في المصفوفة المتعامدة (,3) - 8. بما أن 5 متعامدة, فإن أعمدتها تشكل مجموعة ناظمية التعامد. هذا 
يقتضي رق > (©.©) > (4,6) . وبذلك. تكون (44 . قاعدة ناظمية التعامد. 
4 لنفترض 'أن 8 مصفوفة متعامدة. بين أن (ا.ن) ت (50,ن )8‏ من آجل أي لاع رن 
8 باستخدام 8558-1 يكون لدينا (ارله) > كلدك بط7طكب ك (7)00زنام) - (اطرنا©) . [ملاحظة: يعني هذا أن 8, 
منظوراً إليها كتطبيق خطي, تحافظ على الجداءات الداخلية]. 
4 لتكن ١‏ متعامدة. بيّن آن 10 - |اه8|ا من أجل كل ا © ند 
8# ا نستخدم 878-1, فيكون لدينا “لس - (سع) - دكدع نط27"بك لنطرنط) > 5013| . نأخذ الجذر التربيعي 
للطرفين؛ فنجد نتيجتنا. [ملاحظة: يعني هذا أن 8, منظوراً إليها كتطبيق خطي. تحافظ على الأطوال]. 
4 عرّف المصفوفات المتكافكة تعامدياً 
تكون مصفسوفتان حقيقيتان 4 و 8 متكافئتين تعامدياً إذا كانت توجد مصفوفة متصاصدة 7 بحيسث أن 
ممادم د دروام داور 
المسائل 176.14-174.14 تبيّن أن التكافق التعامدي علاقة تكافق. 
4 بين أن أي مصفوفة 8 تكون متكافثة تعامدياً مع 4. 
18 إن المصفوفة المتطابقة ] متعامدة. و 1> ؟1. بما أن 1581 8, فإن له تكون مكافئة تعامدياً ل 8. 
4 لنفترض أن 8 متكافكة تعامدياً مع 8. بيّن أن 8 متكافئة تتعامدياً مع 8. 
8# توجد مصفوفة متعامدة 8 بحيث أن طظ!-ل - 588 د ها إذن, ”صم07(7) > "صمم ع !-طمط د 8 وبذلك؛ تكون 
8 مكافثة تعامدياً ل ل4. 
4 لفترض أن 84 متكافثة تعامدياً مع 8, وان 8 متكافثة تعامدياً مع ©. بيّن أن .4 متكافتة تعامدياً مع ©. 
1# توجد مصفوفتان متعامدتان 8 و © بحيث أن 4-5788 و0700 > 8. إذن, 
(طه)70زمي) - «زوع57)07 > عقاتط > 4 ولكن 08 متعامدة أيضاً. وبالتالي» تكون 8 متكافئة تعامدياً مع ©. 
4 المساقطء خوارزمية غرام ‏ شميدتء تطبيقات 


4 لنفترض أن 0 * «. وليكن “ أي متجه في ". بيّن أن 
(صس)ر لصيس 


:سل (مس2 


هى السلّمِي الوحيد بحيث أن «ه - ؟ > ٠‏ يكون متعامداً مع #د 


8 لكسي يكسون ٠“‏ متعامداً مع" يجب أن يكون لدينا 20 لجرت - 0 أو 20 لسوت ل أن 
سواه > لس وبذلك. (0.8/(ك,) -ء. وبالعكس, لتقترض أن (0,90)/(م) > ع إذن 
وه وديو التشة سرورين) د زوز ماع د زور يواه زسديهة جوع 


رم 


ملاحظة: السلّمي » أعلاه يسمّى معامل فورييه ل ١‏ بالنسبة إلى */ أو مركبة ٠‏ على طول «. لاحظ أن ات يسمى مسقط » 
على طول ال. كما موضح بالشكل 5-14 
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شكل 5-14 


4 اوجد معامل فورييه © والمسقط «ه ل (1,4-,1) > »ا على طول (0,1,1.1) - « فى 22 


اتحسب 2-10 + 20-1 (ع,م) و2-ا+0+1- 808[2. وبذلك, 1/2-ه ويكون (0,1/2,1/2) - «ه مسقط 
؟ على طول 8ا. 


114 أوجد المركبة © والمسقط «ه ل (1,2,3,4) - ٠‏ على طول (2-,3,4-,1) > »ا في *8. 


8 احسب 1--1-6+12-8ع نهر و4-30 +16 + 9+ ١خ‏ 1#|2. إذن يكون 1850 سن 
و (2/15,1/15-,1/30,1/10-) > هاه مسقط ١‏ على طول 98 


0 
12014 ليكن / الفضاء المتجهي للحدوديات, بالجداء الداخلي )4 (8)#(7)0 1 (# /) أوجد معامل فضورييسه © والمسقط مه 
ل 2-1 > ()1 على طول 12 ()ع. 


88 تحسب 


وبذلك. 5/6 ده ويكون 5/6)2 > ()يت مسقط ؛ على طول 8. 

4 ليكن 7 الفضاء المتجهي للمصفوفات 22 | 
2 طكللى 1 0/ 

31 ا( 4 على طول (2 5-7 


نحسب  -7‏ 8 - 1 (858)ه ك (ظرها ر 4-6 + ١‏ + 1 + 0- ةاظ|. إذن. 7/6- دع د 
مسقط ى على 8 


٠‏ بالجداء الداخلي (8”8)- (4,8). أوجد المركبة © والمسقط قن 


)عم 


4 لنفتسرض أن (ياهاى8) مجسوعة متجهات متعامدة. ولنفترض أن ؛ أي متجه في /. أوجد © و ,© بحيث يكون 
اليه س تارعس برع ٠“‏ متعامداً مع ,8 و رلا 


8 إذا كان ' متعامداً مع« إذن. > ل ايارع س رده - ب 02 


نيع > (رطا ورا ) رع- لد راك سد روس)يع - ل وعد ررس) يعاد ل #درط) > لبا موسية س رسن د ن) دق 

لان )رع قم رس) ع 
وبذلك ‏ (رسى 0/ل ,ب > به [أي أن ,© تكسون مسركبة 7 علسسى طسسول ,98]. بسسالمثل إذا أن 
“ا متعامسيداً مسسع يالا إن ( يلير تعره لرنعرن ع (رالايرادية - نيع - ب > 0 وبذلك. ‏ (راار#)/ل رلا كيف 


[أي أن ,© هو مركبة ؛ على طول ,«]. 


.8.8 مجموعة متعامدة مسن متجهات في 7. وليكن ؛ أي متجه في /. تنعسرّف 


املح يقارع سد رالاره س لاع “87 حيث 
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إذن. يكون ؛ متعامداً مع ,"..... 


4 أثبت توطتة 8.14. 


,ا [لاحظ أن الع تكون مركبات ” على طول !ل , على الترتيب]. 


8 لديناء من أجل ...1,2 -1 وياستخدام 0- (إر»ا من أجل زع 4 


إلى )رع سس ل ررس )ره سح ل سور «ق) رعس (روا نمع ح زر يلايع ست ارت 7 و) 
ليع سه هس زرط رارع س0 02د رع لح لورلا رلا) ع 
5-6 ستناء (سمن) > ليس رسيت ح لوم رله) - 
ينات 28 
مبرهنة 9.14: لنفترض أن (للاى...ى 209 مجموعة متعامدة من متجهات في /9. وليكن 7 أي متجه في /, ولتكن ,© مركبة ٠‏ 
على طول ,8#. إذن: يكون لدينا من آجل أي سلميات ‏ قسرة. 


سه لل لمك 
5-5 


ولي م م 


4 أاثبت مبرهنة 9.14 وهي التي تبيّن أن ,#ره+...+ ,ارت هي أفضل تقريب ل 7 كتركبية خطية في | ,7 


88 نجد, من توطئة 8.14 أن ,سرع (3 - ن متعامد مع كل ,8 وبالتالي متعامد مع أي تركيبة خطية في ,7 ممق 


وباستخدام المبرهنة الفيثافورية وبالجمع من 1-ط! إلى : يكون لدينا 


| 


زيم - 5 


جا ةل لس سق نر زد | 


1 
ست | 


الجذر التربيعي للطرفين يعطينا المبرهنة. 


4 لنفترض أن ,مدرلا تشكل قاعدة من أجل فضاء جزثي لا في فضاء جداء داخلي . صف خوارزمية غرام - شميدت 
التي تقود إلى قاعدة متعامدة [وناظمية ‏ التعامد بعد المناظمة] ل لآ. 


د 
ل ينا 
د يك م وك ور 
را رح ولا طروت ل ولا تو 
ل ا 0 
مها لو 102 نا 11 | ح ونا حت ناليو > وناايج© ع ونا *" ونوا 
١ 1‏ 


حيث 0/7 /(,*.0) > ر. وبذلك, تكون المجموعة (*.....ر#ا.«) القاعدة المتعامدة ل (1 المطلوية. 


ملاحظة: قد يكون من الأبسط؛: في حالة الحساب اليدوي؛ أن تتخلص من الكسور في أي جديد؛ وذلك بضربه في عدد 
سلّمي مناسب, لان ذلك لا يؤثر في التعامد. 


4 بين أنه يكون لدينا لي«.....,0)9دمة ‏ "...)هدم من أجل :.....1 ا وذلك في خوارزمية غرام ‏ شميدت أعلاه. 


ا يكون البرهان بالاستقراء على . لديناء من أجل 1 - ع أن ,> ,8 وبذلك يكون ( «)صدمة - ()ضدوف 
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12114 


12014 


120114 
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لنفترض أن ! <6. بما أن ,؛ تركيبة خطية في ردس يكون لدينا. لل الاسدر9) غم © ".589809 من ذاحية 


الخرى , تركيبة اخطية في يي" اد ,_ي#.....,/ا, بالاستقراء (_ث7 بل #اس 5089018 إذن: يكون 3 تركيبة 
خطية في ...7 وبالتالي لي".....ر؟)ظومة > ل«....., «)ضدمة. الاحتواءان معاً يقودان إلى النتيجة المطلوية 


ابِّن أنه, في خوارزمية غرام - شميدت أعلاه, تشكل المتجهات ,...., ي/9,, 87 قاعدة متعامدة. 


088 لدينا أولاٌ أن #0 راك بعد ولديناء من أجل 1 < 2 أن (ر 2000م © يا الأن "...7 مستقلة خطيا 
وبالتالي 0 عد« 

نجد من توطتة 8.14: أن كل ,"ا منعامد مع ال ,..,".....,*. السابقة له. وبذلك. تكون (#,...ى/) مجموعة متعامدة 
مبرهنة 10.14: لتكن ‏ (ايا7) أي قساعدة في فضساء جداء داخلي ل. إذن. توجسد قاعدة ن 


(ولد...رولار,لا) الال بحيث أن مصفوفة نغيير ‏ القاعدة من (,49 إلى (إا) تكون مثلثية؛ أي أن 


بولاييية ©4...+ وتاي + رلارية > بلا من أجل هرا > كل 


أثبث مبرهنة 10,14, 

8 يتبع البرهان من خوارزمية غرام ‏ شميدت والمسأآلتين 186,14 و 187.14. وتحديداً. نطبق الخوارزمية على (,0) 
فنحصل على قاعدة متعامدة (ي"....,). ثم نناظم (0) للحصول على قاعدة ناظمية التعامد (إنا) لالا. إن 
وبالتالي تكون كل ,نا تركيبة خطية في + ارسرر/. 


أوجد قاعدة ناظمية ‏ التعامد من أجل الفضاء الجزئي في *8 الُوَلَد بواسطة (1,1,1,1) > ,0 (1,2,4,5) > رار 
(2س رقت رقت 1) سيلا 


ل نبحث أولاً عن قاعدة متعامدة ل 11 باستخدام خوارزمية غرام ‏ شميدت. نضع اول (1رلرلرآ) > بنع ب« ثم نوجد 


(11.2-,2) 105 ىأ ,)ا -رذرة,2,ل) عرس 


ونضع (1,1,2-,2-) > ,9 فتجد 


لقان ل ساك ا قت دو و بو بن د سر لولس الى تسسا 
2 ل صال ,2-) جر -(1,1,1,1) كي - (ق ,قد يقد ,1) تيس ا ا 0 


نتخلص من الكسور, فنحصل على (13,14-,17-,16) > ي8. [يستحسن. في الحسابات اليدوية؛ أن نتخلص من الكسور لان 
ذلسك لا يؤثر علسى التعسامسد]. آخيراً. نناظم القاعدة المتعامدة (1,ل,أرل) ع بسر (1,1,2سره-) ميمه 
(13,14-,17-,16) - و إذن المتجهات التالية تشكل قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل لأ 


1 1 1 
(1,1,1,1) وعيه (1,1,2- ,2-) وي ين (13,14- ,17- ,16) يجوب > رن 
لتكن القاعدة التالية للفضاء الإقليدي 83: ((0,0,1) > وا,(0,1,1) > يلاء(1,1,1) > ,2) ٠‏ إستخدم خوارزمية غرام - شميدت 
لتحويل (9) إلى قاعدة ناظمية ‏ التعامد (إنا) ‏ ل-83. 
2 نضع أولاًٌ (1,1,1)- ,0ع ".ثم نحسب 


سيوم 


(1,1:4-) > ,101.1 - (1,1 ,وم سور لوطظية سين 


نتخلص من الكسور, فنحصل على (2,1,1--) > ي8. نحسب بعدئذ 


00 
ل« السلا-ه 


4 ,0) > (2,1,1-)غ -4)1.1,13 - 101 ,0,8) 
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نتخلص من الكسور. فنحصل على (1,1-,0) > 8 تُنَاظِم ‏ ( ,8,88 + فنحصل على القاعدة ناظمية ‏ التعامد المطلوية 
التالية 


00 


4 أاوجد قاعدة ناظمية ‏ التعامد للفضاء الجزئي /7 في #86. المولّد بواسطة: (1,1,1,0,1) > رلا (1,1-,1,0,0) يم 


1224 


3.14ظ1 


اي ين شن حية 
أولاً. نضع (1,1,1,0,1) > إلا ح .ثم تحسب 


40 ,1- ,4- ,4- ,4) 13 ,1,1,0 ,1)ة - (1,1- ,0,0 ,1) تيم الس دين 


7 : 
نتخلص من الكسورء فنحصل على (2,1-,1-,1-,1) > ر". تحسب الآن 


(0,0,0,0,0 ,0) > (1 ,2- ,1- ,1- ,301 - (1 ,1,1,0 ,3)1 -(2,3- ,1,1 ,3) ع ايديا 5 و و 


يبيّن هذا أن 7 تركيبة خطية في ," و ١7,‏ وبالتالي نحذف , ب نكوّن الآن 


500 ل د ذه 520 0 اسم 
1-1 1ح ,1 ,1) -2,1-,1-,1- يت 1,0,1 ايلم (1-,0,2,1,1) مإ كنا ا ل 


ثم نتخلص من الكسور, فنحصل على (3-,2-,1-,1,3) - ر8. نناظم (ي#اري#ى8) فنحصل على القاعدة ناظمية التعامد 
ل 18 المطلوبة: 


(1,1,0,1,) كله (2,1- ,1- يلد ,1) صل دين (3- ,2- ,1ل ,1,3) مرج - ولا 


ليكن !7 الفضاء المتجهي للحدوديات (). بالجداء الداخلي /4 ()8(/)/ لاد (م بم) لتحصل على القاعدة ناظمية ‏ التعامد 
32" 


نستخدم هنا حقيقة أنه إذا 5 5+ إذن 


إذا 2 زوجية 10 1 2 ]همل 205 


إذا « فردية 1+ 


للفد 


عو د91 حدحاك 


2 2 تر 
ثم نحسب 
مس14 ممم ليك لي4- م -ير 
ثم نحسب آخيراً 
عسوو مع ره دوو م لجراي لين - د جم - 


وبذلك تكون ( 3/5 - 1/3,7 - 141,,2 مجموعة الحدوديات ناظمية ‏ التعامد المطلوبة. 


أوجد حدوديات لجاندر الأربع الأولى. 
82 نأخذ مضاعفات الحدوديات المتعامدة المتحصل عليها في المسألة 192.14, بحيث أن 1 - (1)م, من أجل أي حدودية 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 14 6 367 
000 في المجموعة. يعطينا هذا (30 - 1(,1/2)500 - 2)342/اءار!) . وهذه هي حدوديات لجاندر الأريع الأولى. [وهي 
حدوديات مهمة في دراسة المعادلات التفاضلية]. 
4 ليكن /18 فضاءًٌ جزثياً في فضاء جداء داخلي .١'‏ بِيّن أنه توجد فاعدة ناظمية ‏ التعامد ل 7 تكون جزءاً من قاعدة ناظمية 
التعامد ل /. 


88 نختار قاعدةٌ (,2..... 40 الللا ونوسعها إلى قاعدة (.» )0 للا؛ ثم تطبق خوارزمية غرام - شميدن على 
فنحصل على قاعدةٍ ناظمية ‏ التعامد (يلا....نا) اللا حيث ايه +...+ رارة > إن من أجل كل 
وبذلك ‏ للا © لار.يرنا إذن: تكون (0,.....0)- قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل /لا. 


مبرهنة 11,14: لبكن 77 فضاءً جزئياً ل /؛ إذن, ‏ 1874© 18ح ل 


4 أثبت مبرهنة 11.14. 

88 نعرفه من المسألة 194.14 أنه نوجد قاعدة ناظمية ‏ التعامد (إنا..ررن«4 ل لا تكون جزءاً من قاعدة ناظمية ‏ 
التعامده (يلاد....رنا4 لالا. بماأن (ولاء...ي) ناظمية- التعامد فإن +180© لاسر لاد إذا 7 © إذن 
وللية ++ رلارة > 07 حيث ‏ الألا© لزه +..+ نارف 3/4[ 6 يليه +...ة ببرلاريم؟. ينتج عن ذلك +18 + لاع لا. من 

جية أخرى, إذا ‏ +/18ام لاك سر إذن 0-:(8,8). يقود هذا إلى 0 > "؛ وبالتالي (0) - 07/4 /. الشرطان 
“لا + ا > ا و(40-+/018 18 يعطيان معاً النتيجة المطلوبة: */88 + 18> )18 وى (0) - “18/018 يعطيان ما 

النتيجة المطلوبة: 9178 18 7. لاحظ أننا آثبتنا المبرهنة فقط من أجل /ا منته البعد؛ ونلاحظ أن المبرهنة تظل صالحة في 

حالة فضاءات ذوات أبعاد إختياربة. 


4 ليكن /لا فضاء جزئياً في فضاء جداء داخلي /. عرّف تطبيق الإسقاط المتعامد ل لا فوق 216 والذي ترمز له بايي8. ما هي 
صورة نواة بي5؟ 
اا ليكن لا ©0. بماآن 0184© بالاء لا, إذن يوجد /لا© « و74 © ا وحيدان؛ بحيث أن “بال باس بر 
نعرّف /اه”ما :يي8 بواسطة - (09.. هذا التطبيق .8 يسمى «الإسقاط المتعامد» ل ١‏ فوق /1: وهى خط ولدينا 
الله ل#)سل ا “لاك لقعا 


5.0 يه) وسسكه م (م ,020,0 


شكل 6-14 


4 ليكن الا محور -2 في *8, أي (618 0,0,0(:6)) > 180. ما هو +5180 أوجد نطبيق الإسقاط ,8 
هس دين هو المستوى -لا«. أي (2 0,0(:0,52.ة)) > 180 [أنظر شكل 6-14]. أما تطبيق الإسقاط ,8 ل ”2 فوق ا 
فيعطى بواسطة: (0,0,2) > (2,ل00ي5. 
مبرهنة 12.14: لنفترض أن (.ل.....رلء,ن4 مجموعة ناظمية ‏ التعامد من متجهات في ". وليكن " أي متجه في لا, ى,» 


معامل فوريية ل ١‏ بالفسية ل رند إذن “|| > *,» يث - 


موشع الغريد كي 


الفيزياء 


8 ذا فضاءات الجداء الداخليء التعامد 
4 أثبت مبرهنة 12.14: المعروفة باسم «متباينة يِسْلُ». 
8 الاحظ أن بتارلا كبن لان 1- لارنا. باستخدام 0 > (رناررن) من آجل [16. تحصل على 
تي 37 + سا2 5 - لسره) ته :8 + يسمه :3 ره)2- (سره) - (يد رن 8 - ييه (- ن) 95 
تع 37 - رن رن) ع تيع + خيع2 /2 - (ن ,)ع 


وهذا يعطينا 


4 الجداءات الداخلية والمصفوفات المعرّفة موجبة 

4 ليكن ٠7‏ فضاء جداء داخلي ولتكن (ومرة) - 8 قاعدة ل ل9. عرّف المصفوفة لم التي تعرّف الجداء الداخلي على /ا 
بالنسبة للقاعدة 8. 
18 نعرّف المصفوفة (ره) -لهى بواسطة (عر©) ح رةه أي 


2000000000000 
ا 


)يك ررة) (٠٠١‏ م©) ( 4 ,44 


[ملاحظة: لاحظ أن 4 متناظرة لآن ‏ ل©ر©) > (رعم») من أجل أي متجهين ,© و © للقاعدة؛ وبأن 8 تعتمد على الجداء الداخلي 
على 7 وكذلك على قاعدة 9]. 

4 لتكن القاعدة ((1,3,5) > رلار(ة,1,2) > رلر(1,1,0) > رنا) - 8 ل87. أوجد المصفوفة 8 التي تمثل الجداء الداخلي المعتاد 
على “2 بالنسبة للقاعدة 8. 
# ا تحسب: 2 - 1+0 + 1» نارين 3ع 0+ 2 + 1 > (يناررنا » جع 0+ 3+ 1ع لينارن) , 14 ع 4+9+ 1 > (ولاريلةا , 
2 ع 15 + 6+ 1 > (يلارينة » 15 25 + 9+ 1 > يناري . 


إذن 
4 203 
2 14 )- 4 
/35 22 4 
4 لتكن القاعدة المعتادة ((0,0,1) > يه,(0,1,0) < يه,(1,0,0) > به) > 8 ل83. أوجد المصفوفة التي تمثل الجداء الداخلي 
المعتاد على 87 بالنسبة للقاعدة المعتادة 5 
1 السديتا 1 لرعرها, 0< ليفر), 20 ليعرهاء 21 ليعية), 20 (رعية): 1- أركيرة). إذن: المصفوفة 
المتطابقة 1 تمثل الجداء الداخلي المعتاد على 87 بالنسبة للقاعدة المعتادة 8 ل ”8 
ملاحظة: تظل النتيجة أعلاه صالحة من أجل آي قاعدة ناظمية التعامد (©4 لفضاء جداء داخلي 9. أي أنه إذا 
رق > (عر») .0 فإن المصفوفة المتطابقة 1 تمثل الجداء الداخلي على 7 بالنسبه للقاعدة ‏ (©) . 
4 لتكن القاعدة ((2,5) > يا,(1,3) - ,0) - 8 ل 82. أوجد المصفوفة ,4 التي تمثل الجداء الداخلي المعتاد على 12 بالنسبة 
للقاعدة 8. 


18 نصب 910+ 21 (), 17 15+ 2- لكا 29 25 + 4 ليار ٠‏ إذن اط 5)- 


المسالتان 204.14-203.14 تتعلقسسان بالجداء الداخلي التائلي 82 (أنظسر المسالسة 18.14): 


ولي336 + وليك > يلايك ح الزرك > (لارلاا ‏ حيث (يكنك) > له (ولاررن) ع ان 


4 أوجد المصفوفة 4 التي تمثل الجداء الداخلي على *2 المذكور بالنسبة للقاعدة المعتادة  ))01,0()0,1((‏ ل *8, 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 14 []ا 368 


للا تحسب 1 12 + 0 - 0 - 1 > ((1,0(,)|,0)) .1ح ع 0+ 0- 1د 0ع ((0,0(,)0,1) يوك وج و د ع د ود (رارو) ,0 . 
لخقع و من 
إذن 0 )42 


ملاحظة؛ بافتراض أن [إم) > و (0() - ٠‏ متجهان عموديان, نلاحظ ان 


1 
(0 )> ونريعدة + تررم وير عر سعد زر ذ نرم - نلك 
[أنظر مبرهنة 14 13 
4 اأاوجد المصفوفة ر42 الني تمثل الجداء الداخلي على 82 المذكوى بالنسبة للقاعدة ((2,5) - ,",زة,1) ع ,0) د 8 82 
[قارن بالمسالة 202.14]. 
نسب 22 » 27 + 3 - 3- 1 2 (1,3(,)1,3)) .36 > 45 + 6- 5 - 3 > ((3(,)2,5, 101 


59 - 75+ 10-10 - 4 د إرق,2,5(,)2) ٠‏ إذن: ) 


ملاحظة: المسائل 204.14-202.1 تبين أن المصفوفة الممثلة لجداء داخلي تعتمد على القاعدة والجداء الداخلي على ١/‏ 
مبرهثة 13.14: لتكن 8 المصفوفة الممثلة لجداء داخلي على / بالنسبة إلى قاعدة (ي6.....ره) > 8. إذن, يكون لدينا 


[8]5'[ه] > 00,ناء من أجل أي متجهين © «,نهء حيث [ل] و [0] يرمزان, على الترتيب» للمتجهين 
الإحداثيين [العموديين] ل نا ى ‏ بالنسبة للقاعدة 8. 


4 أثبت مبرهنة 13.14 


8# للف سرض أن إن 4 إذن (عرعاء 1 أنتلل ل رض أن كيه ...4 رقرة + بعرة 5 نا 


6 12 
و رقيط+...+ عرط + بعرط ع إذنء 


(ك كارقه ند ب د زبنن) ف 


لم 


لديناء من جهة اخرى, أن 


(2 


بما أن (رعره) > 1 فإن المجموعتين النهائيين في (1) ى (2) متساويان. إذن. [0]ه(نخ 2 (برناا. 
المسائل 208.14.206.14 تتعلق بالفضاء المتجهي 7 للحدوديات ()5 من الدرجة 2 فأقل؛ وبجداء داخلي معرّف بواسطة 
ا 
مار 


4 أوجد (68) حبث 2+2 1)0 36+43 


> ()ع. 


46 


5 
3 7 


4 3 


5 2 اإهدم- عه وج دمل جيه #رم ب | - زه ر) 


4 أوجد المصفوفة ث للجداء الداخلى بالنسبة للقاعدة 1,6,12) اللا 


8 نستخدم هنا حقيقة أنه إذا 8 - 5+ إذن 


موقع الفريد في الفيزياء 


0 ا فضاءات الجداء الداخلي: التعامد 


إذا ه زوجية (2/0+1]_ 1 47 ]دروم ]زم > 
إذ! 8 فردية 6< اج ]-نه ل - رمم 


وبالتالي, 1,112 8-20 2/3ع 1120 2/3 - ليم 0ع لتنا 2/5 - نثبث). وبذلك 


20 
0 ل" 
30 


4 حقق مبرهنة 208.14 بأن [074]8] > (ع,4) بالنسبة للقاعدة (عابار1). 


- 
3 
بسك دوي 


8 لدينا (2,1,0) > 4[7] ى (3,1-,4) > ”[ع] بالنسبة للقاعدة المعطاة. إذن 
4 4 /اة 0 2 5 
(م,/)- © د - 4 »-(ه-) 0 3 2,1,00)-[4]ه[/] 
1 بدك 
4 عرف مصفوفة معرّفة ‏ موجبة. 
8 تكون مصفوفة مربعة 4 معرّفة ‏ موجبة إذا كانت 4 متناظرة. وإذا 0 < 7417 من أجل أي متجه غير صفري 6. 
مبرهنة 14.14: لتكن 48 مصفوفة تمثل جداء داخلياً على ٠‏ بالنسبة لأي قاعدة (©) - 8. إذن؛ تكون 4 معرّفة ‏ موجبة. 
4 أثبت مبرهنة 14.14. 
18 8 متناظرة. لآأن (قية) د لقره . وليكن )7 أي متجه غير - صفري في ”87 إذن  *‏ [نا]. من أجل متجه غير 
صفري /ا© لا. باستخدام مبرهنة 13.14 يكون لدينا 0 < (نرن) - []خ”7[د] - 7476 إذن؛ تكون 48 معرّفة موجبة. 
مبرهنة 15.14: لتكن 8 مصفوفة مربعة -2 معزفة موجبة. عرّف اله"لا > ,(0,9 من أجل أي متجهين *28 © 'ارنا. إذن, 
يكون ,(ء) جداءً داخلياً على "8. أي أن ,(,) يحقق الموضوعات [,818] وى [ي8218] ى [,808]. [تبسيطاً 
للترميز. سوف نحذف الدليل السفئي 4 من الرمز ,() ]. 
4 بين أن () تحقق [,818]. 
0 لديناء من أجل أي متجهات ,ناء يلاه و ؛ أن 
(لاييت) + للارين4 ع لمكن + لللن ع تحريه + نمع جخ"زره + ,ن) > (درن + ,7 ؛ ولدينا 
اناا ع احتلاز - حى(د) ع (ارله) > (ررن) . من أجل أي سلّمى 6 وأي متجهين “2 ن. إذن, يحقق () الموضوعة 
لرطلع]. 


4 بين أن () يحقق ‏ [8152). 
29 يمسا أن اهنا عدد سلّمسيء إذن 0ىتل - 9(5خ5ه. لديناأيضاً - ”ف, لآن 8 متناظسرة. لذلك, 
لنب > محتبرع اتوك > "زرخ آرم ع بحكن > (عنا. إذن؛ () يحقق [,838). 

4 بين أن (,) يحقق ‏ [,818). 


8 ايما أن لك معرّفة- موجبة, إذن 0< 78 من أجل أي متجه غير صفري "2 © *. وبالتالي, يكون لدينا 
0< :عه”؟ » (9,0). من أجل أي متجه غير - صفري “. إذن» (,) يحقق ‏ [ر818]. 


4 لنفترض أن 8 و 8 مصفوفتان معزفتان - مو. 
8 بما أن هاو 8 متناظرتان, إذنن 8 + هم > 85 + 7م > '(8 + 48), وبالتالي تكون 4+8 متناظرة. لدينا أيضاًء من 
أجل أي متجه غير صفري 2<0امت7< و2<0هتا. إذن, 0< يزهتلا + عام" د »ارط + 8)". ينتج عن ذلك 


ان. بيّن أن 8+ 8 مصفوفة معرّفة ‏ موجبة. 


أن 8+8 معرّفة ‏ موجبة. 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 14 5 371 


4 لنفترض أن 4 معرّفة ‏ موجبة و 0 < 1 | بِيّن أن 14 مصفوفة معرّفة - موجبة أيضاً 
للدينا ها 88 68(7). وبذلك تكون 68 متناظرة. لدينا أيضاًء من أجز أي متجه غي فري 6 أن 
0< يمك وبالتائي. 0 < (0©7810 - ((77)08. إذن؛ تكون 8 معرّفة ‏ موجبة. 

4 لنفترض أن 8 مصفوفة حقيقية غير شاذة. بيّن إن 858 مصفوفة معرّفة - موجبة. 
© الدينا 878- 87857 ح 5ر878) إزن, 878 متناظرة. لنفترض أن 2< متجه غير صفري في "8. بما أن 8 غير شاذة, 
فإن «8 يكسون غير صفري أيضاً وبالتالي. 8,80(<0) [للجداء الداخلي العادي في *8]. بالتا! 
 .70878(16 > )8705)870( - )8,8160 <0‏ وبذلك؛ تكون 858 معرّفة ‏ موجية. 


4 قضاءات الجداء الداخلي العقدية 


ندرس في هذا القسم الفضاءات المتجهية فوق الحقل العقدي ©. نذكر أولاً ببعض خراص الاعداد العقدية. لنفترض أن 
© 26 أي أطجة-2 حيث 68 طه إنن ادمعتم , <م+ ثم ديج , و65 + 1/65 || . لدينا أيضا 
ويكين 2 حفيقياً إذا وفقط إذا ع -2 . 


من أجل أي ©6 يقر ,2 رج 72ر2 
4 عرّف جداءً داخلياً عقدياً وفضاء جداء داخلي عقدي /7. 
8 لنفترض أننا نقرن بكل زوج متجهات 17 © «,نا عدداً عقدياً نرمز له ب (0.0. إذن, نقول أن هذه الدالة (,) تكون 
«جداءً داخلياً عقدياً, على ٠‏ إذا حققت الموضوعات التالية [حيث لا © #اللادرنا.رلاء © © عرط,ه]: ,01017 (خاصية الخطية) 
للاررناط + الاررلاة > (ايرنط + بناهاء أى بشكل بديل () (ارين) + لابين > للاررنا+ رنا في (ب) للابشاطاك لبورنعا , 
[ي1]618 (خاصية التناظر المرافق) (572) - (ن ./) 
[011] (خاصية موجبية التعريف) إذا 0 * ها إذن 0<(نره). 
ويطلق على الفضاء المتجهى العقدي لا المزود بجداء داخلي اسم «فضاء جداء داخلي عقدي». 
ملاحظة: لاحظ أن فضاء جداء داخلي عقدي لا يختلف إلا قليلاً عن فضاء جداء داخلي حقيقي [الموضوعة [,017©] وحدها 
تختلف عن [ي817ا]. وفي الحقيقة؛ كثيرة هي تعريفات وخواص فضاء جداء داخلي عقدي التي تماثل مقابلاتها في 
فضاء داخلي حقيقي. ولكن؛ بعض البراهين يجب ان تكيّف للحالة الحقدية. 
4 بين أن (0,) ع 0 > (ل,0). من أجل ؟ في /. [هكذاء وبشكل خاص. 0 - (0.0) ]. [قارن بالمسالة 2.14]. 


20,020 (ن؟0) ع («,0) ٠‏ لدينا آيضاً ان د زاك إن ,70 - (0ان1 . 


4 بين أن (ن.») # - (/8 ٠)»,‏ [بتعبير آخرء يجب أن نأخذ مرافق عدد عقدي عند إخراجه من الموضع الثاني في الجداء 
الداخلي]. 
9 (ن.ب) 4 - (ه.4) م - زرمن 4 ع زواع > زبيه11 - زنط نا 

4 حقق العلاقة (رم.ن) ضع (رس بع )2 ع (رناط ج به .ن) ١‏ 
© الس س)ق+ سم > ليه ) 8+ لنيرم)ة ع (عييص)ة + (ارصاه د (ابيوة + رمه د زيسط + رمه .م) 
ملاحظة: يمكننا إثبات. وبشكل ممائل. أن 


(يمميسغرطيه + (رمممشارظيه + ل(بعء)ارظره + سه )رظره ع (يسية + صرف 


و6 + لاره) 


وبمكن بطرم يت ا ...وب قد( ب ) 


[قارن بالمسآلة 68.14]. 
أعطيناء في المسائل 223.14-221.14, أن 21 + 3 2 (برن) . 


موقع الفريد في الفيزياء 


2 ذأ فضاءات الجداء الداخليء التعامد 


211.14 


212114 


22314 


2214.14 


14.ة22 


20114 


22012114 


264 


أوجد (س.ه(42- 2)) 
4 - جاع (زه + 41()3 - 2) ع (ن مرازئة - 2) - (عرنتزنة -2)) . 
أوجد (ن(3 + 4) ,) 
لغ هلك (ن2 + 3)(نة - 4)- رس س)زية +4 - (مزن3+ 4),») . 
أوجد (20(0 - 5) ,ند(ة6 - 3)). 
8 بود - 137 - (ئ2 + 3)(ئ2 + 5)(ز6 - 3) - (د مه)(61()5-2 - 3) - (2(0 - 5) ,»(61 - 3)) : 


تفترض الموضوعة [,18©] أن (0,0) عدد حقيقي. بيّن أن هذه الحقيقة مباشرة من [,015]. ايضا, عرّف طول أو 
نظيم متجه نا في فضاء جداء داخلي عقدي 7. 
انج من [,18©] أن 707 - (» ,) . لذلكء فإن اندلا يجب أن يكون حقيقياً. نعرف , من [:18©] ٠‏ أن 
(لاءن4 يجب أن يكون غير سالب, وبالتالي يكون جذره الحقيقي درجي مويك وكما في حالة فضاءات الجداء الداخلي 
الحقيقية, نعرّف طول أى نظيم ها بواسطة (+ ,له)/ > [إ»|| . 
ملاحظة: بالاضافة إلى النظيم, نعرّف مفاهيم التعامد والمتممة المتعامدة, والمجموعات المتعامدة وناظمية ‏ التعامد, وذلك كما 
اسبق. وفي الحقيقة, فإن تعريفات المسافة ومعامل فورييه والإسقاط هي نفسها كما في الحالة الحقيقية. 


عرّف الجداء الداخلي النمطي (أى المعياري) أو المعتاد في *© وبيّن أن هذا التعريف يختزل إلى التعريف الممائل في ”2 عندما 
تكون كل المداخل حقيقية. 

18 ليكن (2) > لااى (0) > 07 متجهين في *0. إذن» يكون *رق2 + +٠00‏ ويه + درج د يتايج به ع (ن ره الجداء 

لض 

الداخلي النمطي (أى المعياري) أو المعتاد في "©. [سوف نفترض دائماً هذا الجداء الداخلي, إلا إذا ذكر أى فهم غير ذلك]. إذا 
كانت مداخلا ولاحقيقية, فإن ,مدع يد ؟ وبالتالي» ,مرج + +٠٠١‏ ولو + للبت ح رليك عد + وليك + رقئرة - (0 ,14)» 
وهى نفس التعريف من أجل "8. 

ملاحظة: بافتراض 0 و ١‏ متجهين عموديين, يمكن كتابة الجداء الداخلي أعلاه في الشكل 750ل - (نا,), حيث يرمن 

5“ لجداء منقول ”* . ل», و 7 (مرافق ؟) تحت عملية الضربء مثلاً؛ 


07 م 2 
ان اننا و إلوة بو بية) -( [ء" ]ملت 
إآن وداناأ /دة 


عرّف الجداء الداخلي المعتاد فوق كل واحد من الفضاءين المتجهيين العقديين التاليين (أ) الفضاء المتجهي ذا للمصفوفات 
»ا فوق ©. (ب) الفضاء المتجهي ٠!‏ للدوال العقدية المستمرة على الفترة (الحقيقية) 8 > ١‏ > 4. 
© م0 ما يلى هى الجداء الداخلي المعتاد على ']: (*2)8 - (8 ,4.) . وكما العادة» ترمز *8 إلى المنقولة المرافقة 
يِ ب 
للمصفوفة 8. (ب) وما يلي هى الجداء الداخلي المحتاد على :١/‏ غك (0(8)0) ]كه 50 
المسائل 231.14-227.14 تتعلق بالمتجهين (31 + 1,2- 1) - دا ى (1- 5[,3 - 2) - ” : في 2©. 
أوجد للارنا 
88 تذكر أن مرافق المتجه الثاني يظهر في الجداء الداخلي 
144 + 111-10 + و + ئق + 7ح ون + و)ززة + 2) + (زة + 1()2 -1)ك ([ - 31(06 +2) +(59 -3)( -1) - زه بن) 
أوجد النانا. 


© 11-10-1442 -3 +32 - 1002-32-7 -- 3) +( + 1)(ز5 - 2) - (/1()3+3 -ة) + (غ - 1)(نة -2) » (باره) 


وكما هى متوقع من [ي18©]. فإن (0بم) - (عا.ه) - 


موقع الفريد في الفيزياء 


22.14 


230.14 


22114 


23*14 


22114 


234,14 


الفصل 14 0 373 


أوجد اناا 
# تذكركلن 2162م سيج عندما 68 +0226 إستخدم ,قرع ١+‏ + يقرع + قرع > (م.ن) ع ||| حييث 
26م 2 


ره مملءمية ن2) >6 إحسب ‏ 249-13 +1+1- 33 +22 + 7 سعد 17د [إمل] فى 15/ا- إإملا ‏ 


أوجد اللا 
ه 1-39 +و+4+25- م , وبذلك 59/- إإس . 
أوجد (0)0,0, المسافة بين ناو 0. 
8 اندر بان الاح سل ع 00000 نوجد لولاً (ت4+ انه + إن د بابد إذن, 
4 - 16+ 1 + 16 + 1 ع 2إاء- ولا ء وبالتالي. 5/د- إإم - ع || ع ( )4 . 
أوجد معامل فورييه (أو المركبة) » للمشقط ب« ل (3 -- .41,2 + 3) - ١‏ على طول (1,21+ 5) > د في 2© 
89 تذكر أن (ا,»)/(».) > »,ثم إحسب 
:13 +13 4 - 17-6 + 19 - (21-)(ة - 2) + (ز - 5)(ز4 + 3) > (/3)(نة - 2) + (1 5)ريه + 3) د (سرن) 
4-0 +1 +25 - (سررس) 
إذن. 131/30 + 13/30 > 13:131(/30) ء. ينتج عن ذلك أن (1/15+ 13/15- ,15/ز9ة + 26/15) د بون 
مبرهنة 16.14 (كوشي ‏ تشفارتن): || لاناا» الدرن)] 


آثبت مبرهنة 16.14 من أجل فضاء الجداء الداخلي العقدي 37 


8# إذا 0-80 تختزل المتباء 
0< لاله - دلا . حيث ١‏ أي 


إلى 0>0. وبالتالسي تكون مسالمة. نفترض الآن أن #0د». نفك 
وذلك باستخدام 2ا2لا « 22 و(70) ت (ياره): (من أجل أي عدد عقدي *) 


(مال(سن) دم رهزم ع) ده ) د :لإسزسع) عي]اعة0 
(سرن) *:(1,5) (نا رن ) + (م ره )ا(ت رب) - (ن رن)) (6ة) - زب ري) - 
*إاسااءتاذه س)اع خاره س)اية - *إامزاد 


نضع *01]/ا دا فنجد ‏ 7/003برن)|) - انط > 0 ومنها 0/2 2س|> زوين . بأخذ الجذر التربيعي للطرفين, 
نحصل على المتباينة المطلوبة 
أوجد قاعدة ناظمية ‏ التعامد للفضاء الجزئي /لا في *© المولد بواسطة ‏ (1,1,0) ف ,ىا ان 13> 1,2,1) > رن 


88 نطبق خوارزمية غرام ‏ شميدت. نضع (1,1,0) - 


5 بن ةر 5 
11-0 - لخ لد زم يورق لج د رودو بور سيب لمكيو - يم 


نضرب في 2 للتخلص مسن الكسور. فتحصسل على (1+21,2-1,2-21) > ري8. توجد بمدقذ 0/2 > إل نيزا 
و 18/ > |إ.**|| ٠‏ نناظم (." ..170 فنحصل على القاعدة ناظمية ‏ التعامد النالية من أجل /0ا: 


| 2-8 ي3!)- 0 أ وك / 

1 76 ما زف نوي ونا عبن 
فيما يلي قائمة بخواص فضاء جداء داخلي عقدي لا وهي مماظة لخواص فضاءات الجداءات الداخلية الحقيقية. والتي تشبه 
براهينها تلك البراهين في الحالة الحقيقية؛ لذلك حُذْفْتُ. 


مبرهنة 17.14: ليكن ١7‏ فضاءً جزثياً في فضاء جداء داخلي عقدي / إذن. ‏ 8/610 - نا 


توطئة 18.14 لتكن (6.....ره 4‏ قاعدة ناظمية التعامد ل 1 


3 


)0 #لوعرتة +...+ يع(رعرن) + بع ( عرس 


من أجل أي ل © نا. 


موقع الفريد في الفيزياء 


4 6 قضاءات الجداء الداخلي, التعامد 


(ب) طبه ٠٠٠+‏ خيطيه + ظره > (يعيط ١+‏ + يعرظ عه جممد+ بعرم) ١‏ 
) 2( م جس+ (جم5) زع ,)د (س,») .من أجل آي /1© ابد 
(د) إذا كان ماجاثي :2 خطياًء فإن (.()7) يكون المدخل [1 في المصفوفة خ الممثلة ل7 في 
القاعدة المعطاة (8) . 
مبرهنة 19.14: لتكن (يناء...,نا) قاعدة ل لا. ولتكن (رة) >4 المصفوفة العقدية المعرّفة ب (رنارل > يه إذن» 
21م" لس - (ن,ن) من أجل 7 © ",لاه حيث [] و [9] المتجهان الإحداثيان العقديان في القاعدة المعطاة 
(,نا) . [ملاحظة: نقول أن هذه المصفوفة 8 تمثل الجداء الداخلي على 97]. 
مبرهنة 20.14: لتكن 8 مصفوفة هرميتية [أي أن 4 -87, - “4 ] بحيث يكون 74 حقيقياً موجباً من أجل كل متجه 
يكون 745+ > ( ,0ا) جداءً داخلياً على “©. 


غير - صفري "0 © <. إذن» 
مبرهنة 21.14: لتكن 3 المصفوفة التي تمثل جداء داخلياً على /9. إذن تكون 8 هرميتية: ويكون 2758176 حقيقياً موجباً من 
أجل أي متجه غير صفري في "©. 


4 الفضاءات المتجهية النظيمية 


4 ليكن 0 فضاءً متجهياً حقيقياً أى عقدياً. لنفترض أننا نقرن بكل 761 عدداً حقيقياً؛ نرمن له ب ||| . تسمى هذه الدالة 
11 «نظيما» على ,٠/‏ إذا حققت الموضوعات التالية [حيث 7 © اده 12 © 6]: 
تبان اسا+ اسك اسعسل. 
ليام لاطعالا ع اسل 
آر8] إذا 0ع إفن 0< الال 


ويسمى الفضاء المتجهي 7 المزود بالنظيم «الفضاء المتجهي النظيمي». 
4 أتثبت أن 0- |10 . 
نظا 0ع إإبوازم ع به د 101 . 
4 بين أن كل فضاء جداء داخلي يكون فضاءً متجهياً نظيمياً. 
18 إن النظيم على 7 المعرّف بواسطة (1/00.0- |[8]|| يحقق المموضوعات (,ل8] [ر0ة]: [,]. [انظر المسائل 
95.14-4]. وبذلك يكون ا فضاء متجهياً نظيمياً. 
4 عرّف المسافة في فضاء متجهي نظيمي 1 
8# يرمن للمسافة بين متجهين / © ,نا وتعرّف بواسطة إا-ن| > (لا.ن)0. 
المسائل 241.14-239.14 تبين أن (0)0,7 تحقق الموضوعات الثلاث التالية لفضاء متري: 
811 إذا مه إذن 0< زرم)ة و20 (ببه)0. 
لياق]. طل > (رنه0. 
لراة]. (ترس)ل + (سرنل > (س)ق 


4 بيّن أنه إذا < # ناه فإن 0 < (لارن)ل و 0 (نابد)ل. 
8 إذا #«ضدسه إذن 0 0 له وبالتالي 0< إ(نا- »)| > زدبنل. كما أن 1010 - زسد ولع ررق 
4 بين أن (ناءب)ك > (060,7. 


18 (نريمق د أن- وااع إلس- | 1- | ع از - ادع د ؤم - ملع زبدين)ل. 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 14 00 875 


4 بين أن (000 + (برم0 > 007 
ها (رب3 + (سريعق > لابج- سار لأس ول > زد سوم + زر مل د زاج ولاك ربنق 
سوف نستخدم ‏ في هذا القسم ‏ النظيمات الثلاتة التالية على *8 و 8 
(ابهامهقم د _إازية ,...ىره)|ا 
+٠١‏ ايها جايعات لالمه....,ره)]! 
كبلاليه...ى,4)اا 


١ + أمه|‎ 


"أمعا+ ٠-١‏ + اهز + ,م1 


إن النظيمات 1.1 » ١.1,‏ ى .ا تسمى على الترتيب «النظيم ‏ اللأنهاتيه والنظيم - واحد. والنظيم ‏ إثنان. لاحظ أن ي0: هو 
النظيم على (85")05 المُدْخَّل بواسطة الجداء الداخلي المعناد على 850677 [وسوف ترمز ب يك و يك و يك على 
الترتيب. لدوال المسافة المقابلة لها). 

المسائل 245.14.242.14 تعلق بالمتجهين (6,4-,1,3) > نا و (2-,5,1-,3) - 7 في “2 


4 أوجد لط ورلادل. 
ل النهليم ‏ اللآنهائي يختار أعظمي القيم المطلقة للمتجهات. إذن» 6- انالا و 25 ]ا 
4 أرجد ران ورااكل. 
ل النظيم ‏ واحد يجمع القيم المطلقة للمتجهات. إذن, 4 --: 4 + 1+3+6> لاسا 2-11+ +١‏ 5+ 3ع راااا. 
4 أاوجد راان و رالا 


قا النظيم ‏ إثنان يساوي الجذر التربيعي لمجموع مربعات المركبات [أي النظبم المكوّن بواسطة الجداء الداخلي المعتاد على 
ا إن 16-1062 2179736 راس ى وتلحع 1 مجهي دي إزهل] . 


4 اوجد (رن)ي4 سارك (ناية. 


نوجد أولا (7,6-,2,8-) ح بدح ند ثم تحسب 8ت إإنا- نل د زه ل, 
3ه 6 + 7 + 8 + 2 ع لاو- ساح (ن) رك 53د -63+49736+ لدع إن لاك زه مويه . 


4 لتكن 12 مجموعة النقط (ل.) > نا في 87 التي تحقق ! > ,اناا . أرسم (نفطة نقطة) في المستوى الإحداثي 80 
8 نرسم النقط (5:0) بحيث أن 1ع تبر + ثم د تان وبذلك: تكون ,2 دائرة الوحدة كما موضحة في شكل 7:14. 


شكل 7.14 


موقع الفريد في الفيزياء 


6 5 فضاءات الجداء الداخئيء التعامد 


4 لتكن 2 مجموعة النقط (9,*) > نا في 82 التي تحقق 1 > لأنا. أرسم ر2 في المستوى الإحداثي *8. 


8# > ارسسم النقط (2*) بحيث أن 1- إلا| + |»! - ,1ئ8. إذن. تكون ي2 المعيّن المرسوم داخل دائرة الوحدة كما في 
الشكل 7-14. 


4 لتكن ,8 مجموعة النقط (3,+) > نا في 2 بحيث أن 1 - 88 . أرسم ,2 في المستوى الإحداثي 82 

نرسم النقط (لا,*) بحيث أن 1 > (إلا!,!»|)عهص - ري إانا] . وبذلك, تكون ,8 المربع المحيط بدائرة الوحدة كما في 

الشكل 7-14 

المسائل 252.14-249.14 تتعلق بالمتجهين (41 + 2,3 - 5) - نا ى (31- 12+ 2) - 0 في 02. 

4 أارجد لاسا و رلاعلا. 

ل و+ وت - إنه + دا + إف2 - 5| - لاسملا قلا + قا - إنة - ج| + إه + ح اهلا 
4 أاوجد لها و رلاال. 

ها وود زد ,معدم ح زإنة + ذإ ,نه - ك|)حمسك الهلا + قادح ركد كلمعهم - زإنة - 2| ,إف+ 2ل)عهم - . ازسزلء 
4 اأاوجد يلسلا ويلا«ل. 

54د ود ودع غإبه + وز #إنج - كلح ثرلاس] ٠:‏ ويذلك 33/6 - 58 - يإإ»| + 

8 قلح دع *إة - جإ+ *إه + 2| - ترلاه]| ؛ وبذلك 310/2 7/18 - بأأه|ا 

4 أوجد (لارنا)ر0, (9,نا)ي 0 او (لا,نا)رل. 

نوجد أولاً (3,1+72 -3) > دير ثم نحسب 80/3 50/7 +3:/5 ع 1/50 + 1/18 - |31 + 1| + إنة - 3]| > (ط ,)4 


3 - (51/2 ,31/2)عهص ح ([71 + 1| ,|:3 - 3|)خقم ع رم ,»)يك . وبذلك. 68 ح و4 + 1 + و + و *|إن - »|| ؛ وبذلكء 
8ح (ن ,»)يك 


المسألتان 254.14-253.14 تتعلقان بالفضاء المتجهي للدوال المستمرة على الفترة ١‏ > 1 > 8. 
4 يعرف ما يلي نظيماً على /9: :4 |(0)/| | امل" (إن هذا النظيم مشابه للنظيم ,| على *5]. أعط وصفاً هندسياً ل 11[ 
وللمسافة (0),,2. 


1 إن 11 ؛ وكما موضح في الشكل 8-14, هو المساحة المحصورة بين الدالة || ومحور -؛ أما (0)5,8 فهي المساحة 
بين الدالتين * و 8. 


(ب) (4)58 مظللة (0) 51 مظللة 


شكل 8-14 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 14 60 377 


44 يعرّفٌ ما يلي نظيماً على 7 (53)11001 > 151 [هذا النظيم يشبه النظيم .| على “8]. أعط وصفاً هندسياً ل 111 
ولدالة المسافة ‏ (0)6,8. 


يوضح شكل 9-14 أن 8!| هو المسافة العظمى بين ؟ ومحور -5؛ آما (0)5,8 فهي المسافة العظمى بين !فى 8 


03 د 
ا 
3 0 6 8 
) 00( 


8 
شكل 9-14 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 15 
الحدوديات فوق حقل 


يبحث هذا الفصل في الحلقة [1]0 للحدوديات فوق حقل كل ويبين أن ل 16101 خواصًاً عديدة مشابهة لخواص الأعداد 
الصحيحة. تلحب هذه النتائج دوراً مهما في الحصول على الأشكال القانونية من أجل مؤثر خطي 7 على فضاء متجهي ا فوق 
03 


5 حلقة الحدوديات 


015 عرف حدودية فوق حقل 5, وكذلك درجتها. 
ليكن 1 حقلاً. صوريًاء نعرّف حدودية ؟ فوق 32 بأنها متتالية لانهائية من عناصر في 5 بحيث أن كلها باستثناء عدد 
محدود منها تُساوي 0: ....)< ؟. أى بشكل بديل؛ وباستخدام رمز وليكن » كمتغيرء. نكتب الحدودية أعلاه عادة 
في الشكل , + 6,+...+ "”اره - ()1. المدخل .3 يسمى المعامل الكائي ل؟. إذا كان 8 أكبر عدد صحيح يكون من أجله 
0 * ,0 فإننا نقول عندئذ أن «درجة» 4 تكون «, ونكتب 8 -0681. كما تُسمي ,8 «المعامل الرئيسي» ل5: وإذا كان 
1 > ,8 فإذنا نقول أن © «حدودية واحدية المعامل الرئيسي». من جهة أخرى, إذا كان كل معامل في ؟ صفرياً فإننا نسثي 1 
«الحدودية الصفرية». ونكتبها 0 -5. أما درجة الحدودية الصفرية فليست معرّفة. 


5 عرف حلقة الحدوديات فوق الحقل 1 
18 ليكن [1]؟1 تجميع كل الحدوديات ()1. نعرّف الجمع والضرب في [:]5 كما يلي: لنفترض أن ؟ الحدودية في المسألة 
5 وأن 8 حدودية أخرى فوق ك, لتكن ,+ )6+...+ "ارط > (8)0. إذن؛ نتحصل على المجموع مم +1 بجمع 
المعساملات المتقابلة. اي, إذا 5 > 5, إذن 
لم ل ية) + ارط + يه)ك...ل "اليه +مقاغيط كاية دنع + ن) أل [لوط + مشرط + فوط + مقسمية,0...)ع ع + ع 
كما نعرّف جداء ؟ و 8 بأنه الحدودية 
يية + الرطية +وطبو)س...+ #خعارطرة ع واون)؟ أ [لوطيقرطية + طرق سيرطية,0,..) > ق1] 
0 
أي أن المعامل الكائي ,© ل 15 يكون ,فيه + ٠:١‏ + ,_يرظره +يثره »> ر_عقره بق ع يه . وتطبق هنا مبرهنة 1.15. 
3 26 
مبرهنة 1.15: تكون [1]!, تحت عمليتي الجمع والضرب أعلاه, حلقة تبديلية بعنصر وحدة: وليس لها قواسم للصفر. [أي أن 
]1 حلقة صحيحة]. 
5 بين كيف يمكن إعتبار »1 مجموعة جزئية في [15]0. 
18 نطابق السلمي 16 © ,8 مع الحدودية ,2 > (10 أى (,0,3....) < ,8. ثم نحفظ عمليتي الجمع والضرب لعناصر في 
1 تحت المطابقة التالية 
ليه + ي0,3,.. 
الوطية,0,... 


مبرهنة 2.15: لنفترض أن ؟ و ع حدوديتان في 600, إذن درجة ع + درجة 8 درجة (6) 


0 (يط,0....) + (يه,0,...) 
لوط0....).(ية,0,...) 


5 أثبت مبرهنة 2.15. 


© لنفترض أن م8+...+ ثاية - 1)0 وي5+...+ ”ارطع لاع و20 ,2 و0غ*ديم إذن ‏ + “*ثررطيه - زن)و()/ 
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حسدود من درجة آدنيى. أيضاً, وبما أنه ليس للحقل #2 قوا م للصفر. فسإن 0 لية. وبذلككء تكون درجة 
درجة ©أ) > «+ه- درجة 44 درجة ع 

5 ميّن أن العناصر غير الصفرية في 16 هي عناصر وحدة ل [5]1. 

8# النفترض أن 520800 إذن هع + :ون - (69)ع06 - (()وم0 - 0. وبالتاني 5-0 هع او 0- ووول, 
وتكون ؟ ى 8 عددين سلّميين في 56. من جهة أخرى. إذا © و20 8, إذن 8877-1. وبذلك يكون 4 عنصر وحدة 
في 10ك. 
ملاحظة نقول عن حدودية 8 أنها تقسم حدودية ؟ إذا كانت توجد حدودية ط بحيث أن 0(5)0)ع ع ()1. 


25 لنفترض أن ()8 نقسم )1 بِيّن آن ‏ 0687 > ع هع0. 
© إذاعج تقسم# إذن توجسد #8 بحيسث أن (8)090 > 60. إذن. وبواسطة مبسرهنة 2.15, 
م عع < طععة + ع وعد د ؟ ععل. 

5 لنفترض أن ؟ و 8 حدوديتان. بحيث أن ؟ تقسم ع و ع تقسم ؟. بين أن (1) ع ج49 6 و0 ى (ب) ؟ ى 8 متشاركتان, أي أن 
0)عك - 400 حيث 1ع كل 
([) نعرف,. من مبرهنة 2.15, أن 688 > 2081 وأن 81ل > ع ه46؛ وبالتالي م هع -4هم0. (ب) بما أن ع 
تقسم /, فإنه توجد 5 بحيث أن (8)0 0)ط > (50. بما أن و0 -2ع»0, يكون لدينا 0 4688. بتعبير أخر, 
> 800 حيث 6 عنصر في 5 

515 لنفترض أن 4 و '0 حدوديتان واحديتا المعاملين الرئيسيين» بحيث أن 4 تقسم '4 و 'ل تقسم ل. إذن, 'ل د ل. 
قا لديناء من المسالة 7,15, أن (4'0 > (00 حيث 5 © 6. المعامل الرئيسي ل0 يساوي 1, لأن 4 واحدية المعامل 
الرئيسي. والمعامل الرئيسي ل '10 يساوي ٠‏ لأن '8 واحدية المعامل الرئيسي. وبالتالي» د 


5 الضوارزمية الإقليدية, جذور الحدوديات 


نستخدم في هذا القسم المبرهنات التالية التي سوف تبرهن في المسائل 15.15-13.15. 
مبرهنة 3.15 (الخوارزمية الإقليدية للقسمة): لتكن ()1 و ()8 حدوديتين فوق حقل 1 بحيث 8*0 ()8. توجد, إذن, 
حدوديتان (4)1 ى (1): بحيث أن (): + ()1)08؟ > ()1, حيث إما 0 ع (), أن م هعل > روعل. 
[هذه المبرهنة صياغة صورية للطريقة المعروفة ب «القسمة المطولة»]. 
مبرهنة 4.15: لنفترض أن © 5 جذر لحدودية ()! فوق 6ل حيث هع ؤيءل. إذن» توجد ححدودية (0)1, حييث 
1-ه- ووع. بحيث أن 0)وله- ) - ()1. [أي أن 6-2 تقسم (40]. 
مبرهئة 5.15: لنفترض أن عدداً منطقاً 4/م [مختزلاً إلى حدوده الأدنى] جذرٌ للحدودية ي + اره +...+ "ليه - (10 حيث 
رك © وق,8.....,ة. إذنء م يقسم الحد الثابت ,ة ى و يقسم المعامل الرئيسي ,3. [لديناء على الخصوص, أنه إذا 
كان و/ولاء عدداً صحيحا. فإن ه يقسم م2]. 
5 النفترض أن 4 + 8 - 12 + 3 > (56. بافتراض أن ل ()] جذراً منطقاً. أوجد كل جذور (50 
ل بما أن المعامل الرئيسي يساوي 1, فإن الجذور المنطقة الوحيدة ل ()1 يجب أن تكون آعداداً صحيحة. ايضاً تكون هذه 
الجذور ضمن 21 . 22 , 24+ لاحظ آن 20 (1)1 او 0 (1-)4. نحصلء بالقسمة التركيبية [أى بالقسمة على 2 - 1], 
على 


احا و 20-1 
+2 
1+3-2+0 
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إذن» يكون 1-2 جذراً ويكون لدينا (36-2+ 2002 - ) - (404. باستخدام الصيغة الت نا 
2+36-2-0, تحصل على الجذور التالية ل 2:00 -غ. 1/17(/2- 3-) -1/17(/2,1+ 3-) 2,12 1 


5 اللنفترض أن 6-3 - 3-22 > (80. أوجد جذور ()ع بافتراض أن ل 800 جذراً صحيحاً. 
8 إن الجذور الصحيحة الوحيدة ل ()8 يجب أن تكون ضمن 21 , 23 . لاحظ أن 0 # (5)1. نستخدم القسمة التركيبية 


[أى تقسم على 1+1]: تحصل على 


0 > 2-3-3 للحصول على الجذور الثلاثة التالية ل  :8)(‏ 1- -غ 3+1/21(/2) 1, 3-1/31(/2) د/. 
5 لنفترض أن 10 -)!1 + 207 - 4ع (80. أوجد كل الجذور الحقيقية ل (5)0, بافتراض وجود جذرين صحيحين. 


4# الجذران الصحيحان يجب أن يكونا ضمن 21+ , 2+ , 25 , 10+. نحصلء بالقسمة التركيبية [أو بالقسمة على 
1-1 كم 2 +ع على 


111-2+0+11-0 
8ع 1-1-1 
0 1074 4 ل 1 1 
2+6-060- 
0 1-333 


وبذلك, يكون 1غ و2-2) جذرين, ويكون لدينا (5 +36 - 2())2 + ))(1 -  ))‏ (8)0. الصيغة التربيعية من أجل 
5 +36- 2 تدنا أنه لا توجد جذور حقيقية أخرى. أي أن 1-) و2- 7 هما الجذران الحقيقيان الوحيدان ل 8)0. 
5 لنفترض أن 66-2 - 32 - 200 > (50. أوجد كل الجذور للحدودية (40/ علماً بأن هناك جذراً منطقاً 


إن الجذور المُنْطّقة يجب أن يكونا ضمن 1 2 , 22 , 41/2 . نختبر كل جذر منطق ممكن, نحصل بواسطة القسمة 
التركيبية (أى القسمة على 1 + :2) على 


وبذلك, يكون 2- > جذراً ويكون لدينا (20+1()2-2-2) < (4-غ1/2()202-46+)) > ()1. نستطيع الآن أن نستخدم 
الصيغة التربيعية من أجل 2-26-2! للحصول على الجذور الثلاثة التالية ل 1)0: 1/2 - <غ, 1+1/3»-), 
حاسم 
5 أثبت مبرهنة 3.15. 
8 إذا 0 يت (5)0 فى إذا ع عع >5 جعل. فإنه يكون لدينا التمثيل المطلوب ()1 + ()08 - (40. لنفترض الآن أن 
ا ل ا الال كثنا مايه “رقع (8)0. حيث 0ك ريه ى 5<108. نكوّن الحدودية 
3-3 2 

00" عر -0) - وار 2 
[هذه همي الخطوة الاولى في «القسمة المطولة»]. إذن. 0687 < ,؟ 468. توجد, بالاستقراء, حدوديتان (4,01 و (): بحيث أن 
(0):+ ونونارو ع هار حيث إما 0 2 (): أى ع ع46 > 0287. نعوض بهذا في (1) ونحل من أجل (4)1, نحصل على 


وام جو [ ست عم + راو ]| - ضار 
وهو التمثيل المنشود ُّ 
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5 أثبت مبرهنة 4.15. 

8# نعرفء من مبرهنة 3.15, أنه توجد )9 و 0): بحيث أن 
ام + ()(ه -)) - رار 4 

حيث 0 ع )7 أو 1ع (وسانوعل > ووعل. وبذلك. تكون > )5 حيث عا ثابت. نعوض ب 3 4 اوعل - () في 
(1) فتحصل على 1+ 2(4)0- 6 (540. يما أن 8-0 و0 هدم فإن 0- )دك وبذلك, 
0)و(ه - )) > ()؟. أيضاً ون + 1 - وههل + زه - )يم - 6 وول > م وبالتالي. أحمك وهوة. 

1515 أثيث مبرهنة 5.15. 
8ه نعوض ب-4/م - 1 في 0- ()1 قتحصل على 0 دده + (و/م)رة +...+ "(و/ماية نضرب طرفي المعادلة في "و 
5 ع 


0- "ووه + “ "وميه +١‏ “و “صيريه + ها "بيه + "طيرك 0 


بما أن م تقسم كل الحدود ال 8 الأولى في (01. فإن م يجب أن تقسم الحد الآخير ”ويه. بافتراض أن م و و أوليان ثنائيا 
(نسبيا)» فإن م تقسم ,ه. بالمثل» تقسم ‏ الحدود ال 0 الآخيرة في (1). وبالتالي تقسم و الحد الأول *ميه. بما أن م و و 
أوليان نسبياً (ثنائيا)» فإن 9 تقسم ,2 


مبرهنة 6.15: لنفترض أن ()1 حدودية فوق حقلٍ , وأن ‏ 5 0684. إذن, يكون ل (1)0 عدد 8 على الأكثر من الجذور في 
8*1 
5 أثبت مبرهنة 6.15. 
88 يكون الإثبات بالاستقراء على «. إذا 1 > م إذن ط+ :هع ()1 ويكون ل (1)1 الجذر الوحيد /- > ). لنفترض 
أن 8<1. إذا لم يكن ل ()1 جذور. فإن المبرهنة تتحقق. ليكن 16 © جذراً ل ()1: إذن 
)هزه - ») ع زمار 40( 
حيث 8-1 ع 008. إننا نزعم بأن أي جذر آخر ل 629 لا بد أن يكون أيضاً جذراً ل (). لنفترض أن 2 5 جذر آخر 
ل ()5. بالتعويض ب -) في (1) نحصل على (2(8)0 - 6) > (400 - 0. بما أنه ليس ل 1 قواسم للصفر. وبما أن 


0 **ه- ط. يجب أن يكون لدينا 0> (6)ع. بالاستقراء. يكون ل ()ع عدد (5-1) من الجذور على الأكثر. وبذلك, يكون 
ل (0؟ عدد (8-1) من الجذور على الأكثر بالإضافة إلى 5. إذن؛ يكون ل (1)1 عدد ‏ من الجذور على الأكثر. 


مبرهئة 15.7: لنفترضص أن (1)1 حدودية فوق الحقل الحقيقي 2# ولنفترض أن العدد العقدي [ط + هه 2, 0 6ط جذن 
ل (1)0. إذن» يكون المسرافق العقسدي :2-4-8 أايضماً جذراً ل 100 ٠‏ وبسالتالسي يكون 
+ تو + يم - 2د زج - )00 - )) > ()ء عاملاً ل 0). 


5 أثبت مبرهنة 7.15 
بماأن 2- »068 إذن يوجد ()و و #8 © 34.380 بحيث أن 
ةجعلا + ل)و()ء » ار 2( 
بما آن 28+01 جذر ل (80 و ()0. فإنه يكون لدينا بالتعويض ب أ + 6-2 في (1) 
3+ )لطا + (ه)او(م)ء ع )1 2 أو 788+ (2)كة + (2)و0 - 0 أى ‏ 0ح لز + زنط + 4)ز 


وبذلك. 0- 1+ 145 و880-0. بماآن 0*ط فلا بد أن يكون 34-0 إذن 1-0 +0 إي 88-0 ينتج عن 
ذلك أن 009)ه ع )5 وأن 4-85#>-2 جنر ل )1 
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5 ننفترض أن 39 - 256 + تيع + 3:6 - *» (50. أوجد كل جذور )1 علماً بأن 31 + 4-2 جذر للحدودية. 
8# ابماآن 31 +2 جذر, إذن يكون 2-31 جذراً أيضاً, ويكون 46+13 - 2 - () عأملاً ل ()1. بقسمة ()1 على 
(0)©, تحصل على (4-3+ 13102 + )4 - 2) >  .10(‏ نطبق الصيغة التربيعية على 8-3+ 12 يعطينا الجذرين الآخرين 
ل )6. أي أن الجذور الأربعة ل ()5 هي: 34 +2 2-31 1+1/15(/2-), 1-1/13(/2-) . 

5 لنفترض أن )1 حدودية حقيقية بدرجة فردية. بين أن 400 يجب أن يكون لها جذر حقيقي. 
*01 الجذور العقدية ل ()1 تاتي ازواجاً, وفق مبرهنة 7.15. وبالتالي, جذر واحد على الأقل ل 1000 يجب أن يكون حقيقياً. 


5 أعط برهاناً هندسياً لحقيقة أن حدودية حقيقية ذات درجة فردية يكون لها جذر حقيقي. 


شكل 1-15 


الا لنفترض أن المعامل الرئيسي ل ())1 موجب [أو نضرب (10 في 0-1, إذا كان الأمر غير ذلك]. بما أن مع 1 بوعل حيث 
فردي» يكون لدينا 


+ - وار ذا ه- د قار سر 


وبذلكء فلا بد أن يقطع بيان (10 محور - في نقطة واحدة على الاقل, كما يوضحه شكل 1-15. 


5 منصطقة مثالية. رئيسية, حلقة التحليل الوحيد إلى عوامل أولية 


سوف نبرهن في هذا القسم أن الحلقة [:]1 للحدوديات فوق »!1 هي منطقة مثالية رئيسية: وأنّها حلقة تحليل وحيد إلى عوامل 
أولية. [يطلب من القارىء الرجوع للقسم 8.6 من أجل التعريفات ذات العلاقة]. 
مبرهنة 8.15 إن الحلقة [1)]0 للحدوديات فوق حقل >1 تكون منطقة مثالية رئيسية. إذا كان 5 مثالياً في [0]؟1. فإنه توجد 
احدودية (واحدية المعامل الرئيسي) وحيدة 4 تولّد ل, أي أن 4 تقسم كل حدودية [ © 6. 
5 أثبت مبرهنة 8.15. 

8# لتكن 4 حدودية ذات الدرجة الأدنى في 1. بما أنّه يمكننا ضرب 4 في سلّمِي غير صفريء ونظل مع هذا في 3, فإنه يمكننا 
الافتراض دون الإخلال بالعمومية أن 4 حدودية واحدية المعامل الرئيسي. لنفترض الآن أن 3 © 6. توجدء بواسطة خوارزمية 
القسمة, حمنوديتان 4 و + بحيث أن :+ 4و /, وحيث 0< لى 4و >0687. الآن, 50631 يقتضيسان 
3 © 4و وبالتالي, [> 4و - + > 1. ولكن 4 حدودية من الدرجة الأدنى في 3. ينتج عن ذلك أن 0 ++ او 4ن > ]! أي أن 
4 تقسم ؟. يبقى أن نبيّن أن 4 وحيدة. إذا كانت '4 حدودية آخرى واحدية المعامل الرئيسيء وتولّد 0 فإن 4 تقسم '4 ى 4 
تقسم 3. يقتضي هذا أن '4- 4. لأن 4, '0 واحديتا المعاملين الرئيسيين. وبذلك, يستكمل إثبات العبرهنة. 


مبرهنة 5 لتكن ؟ و 8 حدوديتين غير صفريتين في [:]. إذن: توجد حدودية واحدية المعامل الرئيسي وحيدة 4 بحيث 
أن (00 تقسم ؟ و ع, (01) إذا '4 تقسم # و ع, إذن '0 تقسم 4. 
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25 أثيبت مبرهنة 9.15 
8 إن المجموعة 111 © 3,8«:هه + 4مد) >1 تكون مثالياً. ليكن 4 الحدودية واحدية المعامل الرئيسي التي تولّد 1. لاحظ 
أن 61 5.8 وبالتالي 0 تقسم ؟ وع. الآن نفترض أن '4 تقسم ؟ و ع. ليكن 1 مثالياً تولده '0. إذن 582 وبالتاليء 

ن أن 4 وحيدة. إذا كانت ,4 قا 3 

لان 4 ى ,4 واحديتا 


1©1. ينتج عن ذلك إن 3 © وبذلك '84 تقسم 4 كما أفترضنا. ييقى أن ن 
أعظم (وواحدية المعامل الرئيسي) ل 5 و ع, فإن 4 تقسم ,4 و ,1 تقسم 4. يقتضي هذا أن 
المعاملين الرئيسيين. يستكمل هذا البرهان. 


ملاحظة: الحدودية 4 أعلاه تسمى «القاسم المشترك الأعظم» ل ؟ و ك. إذا 1 >4. إذن نقول أن ؟ و 8 أوليتان نسبياً. 
نتيجة 10,15: لتكن 4 القاسم المشترك الأعظم للحدوديتين ؟ و 6. إذن. توجد حدوديتان و 8 بحيث أن هم + “م > ل. إذا 
كانت 1 ى 8 أوليتين نسبياً. فإنه توجد حدوديتان * و« بحيث أن . ! > هم + 6 
5 أثبت نتيجة 10.15 


قا نجدء من إثبات مبرهنة 9.15, أن 4 تود المثالي ([)! © هبهوم + «) - 1. وبذلك, توجد 100 © 5,ام« بحيث أن 
عم + ثم دل 
5 عرّف حدودية غير خزولة. 
8 نقول عن حدودية [1]0 م أنها غير خزولة. إذا كانت درجة م موجبة [أي أن م ليست ثابتة] وإذا 2/8 م 
يقتضي أن ؟ أو 8 عدد سلمي. 
توطئة 11.15:لنفترض أن []1 ©6 5 غير خزولة إذا كانت م تقسم جداء ج/ للحدوديتين [)]! © ه,/, فإن م تقسم 6 أى 
م تقسم ع. بعمومية أكبرء إذا كانت م تقسم جداء عدد 0 من الحدوديات ,؟..ن؟,6. فإن م تقسم واحدة من هذه 
الحدوديات. 
5 أثبت توطتة 11.15. 
08 لنفترض أن م تقسم 18 ولكنها لا تقسم ؟. بما أن م غير خزولة؛ فيجب أن تكون الحدوديتان ؟ و م أوليتين نسبياً إذن: 
> 20 + 06. بضرب طرفسي هذه المعادلة في م. تنحصل علسى 
8 > 8م23 + 558. ولكن م تقسم 8؟ وبالتالي 5018. إذن, م تقسم هم0؛ وبالتالي. تقسم م المجمرع همه + 18« > ع. 
لنفترض الآن أن م تقسم 6..ر,5. إذا كانت م تقسم ,ك, نكون قد انتهينا. وإذا كان الآمر غير ذلك» فإن م8 وبسبب 
النتيجة أعلاه ‏ تقسم الجداء ...رة. نجد. بالاستقراء على 5 أن م تقسم واحدة من الحدوديات هذا يكمل برهان 
التوطنة. 
مبرهنة 12.15(مبرهنة التحليل الوحيد): لتكن ؟ حدودية غير صفرية في [1614. إذن» يمكن كتابة 4 وبشكل وحيد [باستثناء 
الترتيب] كجداءٍ -8سوهرها 5 حيث © وام حدودية واحدية المعامل الرئيسي وغير لخزولة في 
إلاكية 


توجد حدوديتان [)!1 © 1.0 بحيث أن 


15 أثبت مبرهنة 12.15 
88 نثبت أولاً وجود جداء مثل هذا. إذا كانت ؛ غير خزولة أو كانت © © م, فمن الواضح وجود مثل هذا الجداء. لنفترض» 
من جهة آخرى. أن 87 >1 حيث ؟ وم غير سلّميتين. إذن» يكون ل ع و« درجتان أقل من درجة ؟. يمكننا أن نفترض, 
بالاستقراء أن #سيه, ةا - واوظرظي! > 8 حيث عل © يكء, وحيث به ىب( حدوديات واحدية المعامل الرئيسي 
وغير خزولة. ينتج عن ذلك. أن ,8...رطرالرك...رع,8لرء,) > 5 وهي التمثيل المطلوب. 
نثبت الآن وحدانية مثل هذا الجداء [باستثناء الترتيب] من أجل ؟. لنفترض أن مهي9,4! > يص.رمرم؟ > 4 حيث 
ك1 كط وحيث ‏ ي4..برويم.....رم حدوديات واحدية المعامل الرئيسي وغير ‏ خزولة. الآن. م تقسم ي4,...4'ظ. بما 


أن ,8 غير خزولة فيجب أن تقسم واحدة من ال ,و (بسبب التوطتة آعلاه) لنقل مثلاً أن ,م تقسم ,4. بما أن ,8 ى ,4 غير 
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خزولتين وواحديتا المعاملين الرئيسيين. إذن ,> ,م8. ينتج عن ذلك أن ي4...رو > ,م...روط. ويكون لديناء بالاستقراء» 
أن 80 وأن يك > ,م.....ر4 - يم من أجل ترتيب معين لل ,و. يكون لدينا أيضأ أن ' - ظ. وبذلك, يكتمل إثبات 
المبرهنة. 
5 أذكر منطوق المبرهنة الآساسية للجبر. [البرهان يقع خارج نطاق هذا النص]. 
08 المبرهنة الأساسية للجبر: إن الحقل العقدي © مغلق. أي أن أي حدودية غير صفرية (10 فوق © يكون لها جذر في 0. 
ويمكن بالتالي كتابتها وبشكل وحيد [باستثناء الترتيب] كجداء لي - 6)...لى: -00- 4ع 100 حيت ‏ 25,66 أي 
كجداء لحدرديات خطية. 
مبرهنة 13.15: لتكن )1 حدودية غير صفرية فوق الحقل الحقيقي 8. إذن, يمكن كتابة ()1 وبشكل وحيد [باستثناء الترتيب] 
كجداء (1)ي...0)يم0)رم! > ()؟ وحيث ال (2,0 و 15©1 حدوديات واحدية المعامل الرئيسي وغير 
خزولة من الدرجتين الأولى أو الثانية. 
5 أثبث مبرهنة 13.15. 


نجد, من المبرهنة الأساسية للجبر, أن ((06-5...(,:-0(,- 100-06 حيث © © 0ك. بما آن 1 هو المعامل 
الرئيسي ل 0 فإن 278 آيضاً إذا كان + 5-8 جذراً غير حقيقي. فإنه يوجد جذرٌ [ط-8-,. كما أن 
2+ توج و2 - 0 د ل - )ل -) > 00م حدودية فوق 2, و (00)م هي واحدية المعامل الرئيسي, خزولة كذلك فوق 3 
لان جذريها غير حقيقيين. المبرهنة تتبع من ذلك. 


5 حدوديات لمصفوفات ومؤثرات خطية 


يعالج هذا القسم حدوديات المصفرفات. وتحديداً. إذ! كانت ,ة + ارة +...+ “ايه - (10 حدردية فوق حقل 16. وله 
مصفوفة مربعة -0 فوق 6, فإننا نعرّف 1م2 + 8,8 +...+ "ره > (1)8, حيث المصفوفة المتطابقة. ونقول» على الخصوص» 
بان 4 «جذر» أى «صفرء للحدودية 60 إذا 0- (1)8. 


المسائل 32.15-29.15 تتعلق بالمصفوفتين 5 4-0 2 00 
5 أوجد (1)8 حيث 7+]2]2-3 - ()). هل 8 جذر ل (1)0؟ 
3 0 3 2-1 )2د رج+ مة- ثم - زمر 
2 27-7 0+(ود )+( 6)- 
ليست جذراً ل )1 لأن (1)8 ليست المصفوفة الصفرية. 
5 أوجد (4)ع حيث ‏ 12-56-2-()8. هل 8 جذر ل ()8؟ 
. 7 0 4ك( )لسك دهم 
6 2 0 6 - 
4 تساوي صفراً لأن (8)0 مصفوفة صفرية. 
5 أوجد (8)! حيث ‏ 7+]36- 203 > ()1. 


: 9 )مق )د( )سس مد تمسر 


2 2-2 06ل ونا *لية 6 )- 
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5 أوجد (8)8 حيث ‏ 66+13 - 2د ريع 


8 (1 6)«لم 6)*(ط وو )+( بو)ء تدم تمدرهم 


[وبذلك؛ تكون 8 جذراً ل 0)0]. 


3315 بين آن (4 [)-4 جندٌ صفري ل 5-»ه- 2 - )1 


8 7-6 )+0 )+( ج)- همهم درهر 
5 لتكن 0 )-4 ارجد ثم ثم ثم 
0م 003-407 سمدم 


خم د ]161 4 8 3 5 
سوف نفنرض أن (؟ ن) - “4. النتيجة صحبحة من أجل 12,3 -8. بافتراض أنها صحيحة من أجل 6-1 بكون لدينا 


م 1 3101-1 1 

5 0 1 َ 0 4 

مبرهنة 14.15: لتكن ؟ و م8 حدوديتين فوق 12 و 48 مصفوفة مربعة -5 فوق 5. إذن 
(0 (م)ع + (4) ع زمارع + )) 


(1) (م)عزم) - (م)رع1) 
610 لحالكا- (4)») حبك كزع يل 


جر ع تمر 


5 أثبت () في مبرهنة 14.15 
#8 لنفتسرض أن 8 + اره ...+ "ايه >6 وررط+ ارط +...+ "'ليي6 > 8. إذن يكسون لدينساء تعريفاً ان 
آرية + هرة ج...+ "شية كت (4)ة وايط + قط + ...+ "فيط > (4)ه. لنفترض 10> 8©, ولتكن 20 رط إذا م < ا 
إذن. (يط + يه) + الرط + ي6) ع كاليط + مة) > ع + 4. وبالتالي, 
لماع + (م)؟ > ارط + آية + شقبط+ قيمع كن + “قي > اليط + ىه) + قرط + يما ...+ عملم +رمماع (ع + ). 


5 أثيث (1) في مبرهتة 14.15. 


0 5 
8 الديناء من التعر يفا “يم ر عدم لديم لاا "*“ليارع > ور حيسث ,وفك 2 > ,> وبالتساليء 
م 9 لكل 9 


عم 2 -لماوم) د 


(مارون - عم أ - “مره بلا - (لهره )زمه )سمدم 


ا عرو 
5 أثبث (111) في مبرهنة 14.15. 
28 لديناء من التعريف. ي18+ ابه +...+ "رماع )6 وبذلك, 
رقا ت زليه + شرع +...+ "هيه > ليها + شرها! + ...+ ثفيم - زى)0»). 
5 بين أن أي حدوديتين في مصفوفة ك تنبادلان. أي أن (8)8(])8 - (1)4(8)8 من أجل أي حدودبتين 1)0 و 8)0. 
© بما أن (010)ع > (1)08)0, فإن مبرهنة 14.15 تخبرنا أن (8(1)8)ع - (ذ)!(4). 


ملاحظلة: لنفنرض أن 7غ ج-/7:1 مؤثر خطي على فضاء متجهي لا فوق 15, ولتفنرض أن يهط ابه خط "ايه ع (1)1 
إذن» نعرّف (8)) بنفس الاسلوب الذي إتبعناه من أجل المصفوفات: آره + + ...+ "7ه ع (1)1, حبث 1 هو 
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الآن التطبيق المحايد. نقول آيضاً أن 7 «صفرُّء أو «جذرٌء ل (14 إذا 0 - (107. كما أن مبرهنة 14.15 تظل صالحة 
من أجل المؤثرات. كما هي من أجل المصفوفات. وبذلك, وعلى الخصوصء يكون أي حدوديتين في 7 تبديليتان. 


5 ليكن 7 الفضاء المتجهي لدوال» وبحيث تكون (0,6058 2510 قاعدة له, وليكن 9 المؤثر الاشتقاقي على ل. بيّن أن © صفرٌ 


40,15 


415 


42.15 


43,15 


ل1+ ةع وير 
8 نطبق (2)0 على كل متجه في القاعدة: 
0ع و مه + و مة- ع (8 منه)1 + (0 م22 ح (4 منى) (ل+ 02) ع (ه مأعزم)1 
0- هوم + 0 ومع- ع (0 ووه)1 + (0 ومع)52 > (ه ومم)(! + 02) > (و دمء)(1)0 


بما أن كل متجه في القاعدة يُطَبّقَ إلى 0, فإن كل متجه 7 © ٠‏ يُطبق أيضاً بواسطة (1)0 إلى 0 وبذلك. 0 > (©)). 
لتكن 8 تمثيلاً مصفوفياً لمؤثرٍ 7. بِيّن أن (1)8 تمثيل مصفوفي ل (01), من أجل أي حدودية ‏ (60. 
0 ليكن 4 التطبيق 4 ج:7 2 أي الذي يرسل المؤثر 7 إلى تمثيله المصفوفي 8. نحتاج إلى إثبات أن (خ)! ‏ ((4)101 
لنفترض أن ,غ + رغ +...+ “ارة - (1)0. يكون الإثبات بالاستقراء على 8 درجة ()1. 
انفترض ان 2-0. تذكر أن 1 (1)نو, حيث '1 التطبيق المحايد و1 المصفوفة المتطابقة. إذن, 
(ه)1 - آمه ع ('1)جره - ('آيه)ن > ((4)0101. وتكون المبرهنة متحققة من آجل 0 > 5. 
لنفترضى الآن المبرهنة صالحة من أجل حدوديات ذات درجات أقل من «. إذن, وبما أن 4 تشاكل تقابلي على جبر؛ يكون 
لدينا 
(الوة ره مج ف“ “رهق + (1-"17(6)3)شيه ك زليه ليه سح "ريه + “1مم)ن > ((7)[)ن 
(شر د زفي لجوج لج “ف _ره) + 5" قرره د 
وبذلك تكون المبرهنة قد اثبتت. 
لتكن 4 أي مصفوفة مربعة, ولتكن 7 مصفوفة غير شاذة من نفس المرنبة. بِيّن أن (1) 8"ه'- ع "زطه'-2), من أجل أي 
عدد موجب 8, او (ب) 57!1)8(8 - (مه' )4 من أجل أي حدودية (0 
8 () الشرط يتحقق بديهياً من أجل 0-1. إذن, وبالإستقراء ‏ 1 <, 
تحمم راحم رمتحفحلدم) ردم تخم) جد لتقرطم ةموزهم ”م د #زطمة م) 
(ب) لنفترض م8 + 84 +...+ يي > 5)0. إذن 
آم (طضهاا ميو عبج تلكرطم ا 6)ر_ردع "رمماتم)ي 
زطلاتطية + رطماتم)يه جا جرم كه )ريه + رمام 
رهاظ > طزاية + هرو ...+ "شرو "فم د 


د رصطما-م)) 


لنفترض أن 8 مصفوفة مشابهة ل 4. بيّن أن (1)8 مشابهة ل (1)8 من أجل أي حدردية (50. 


18 بما أن 8 مشابهة ل ث2 فإنه توجد مصفوفة غير شاذة 8 بحيث أن 2-88 - 8. إذن؛ وبواسطة المسالة 41.15, 
مزى)؟!”-ه ع زمطه!-م)؛ ع (1)8. وبذلك, تكون (1)8 مشابهة ل (4)8. 


لتكن 8 أي مصفوفة مربعة. بيّن أن () 80(7) > "(87) من أجل أي عدد موجب « و (ب) 1)8([7] - (1)87 من أجل أي 
حدودية ()1 


# (1) يتحقق الشرط بديهياً من أجل 1ع 5. إذن. بالاستقراء ومن أجل 1 < 5 


رن د كاحت د ترا متمد المرتميكم د كرتم 
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(ب) نفتسرض أن ,8 + ايه +...+ 7“ _ره + ”يه > (0. إذن. باستخدام حقيقة أن 05 + 5م» رن ام 
و 87م ع "(060), يكون لدينا 
ليق+ “شرم ...+“ “(7ه)ر_بيد+ "لكايه ع 145 
كلية 4 "هيه 00 الاير + "كحاية ع 
”آله د 'زاية عش وجي+ لكقر_يو+ اكيم - 


5 إنفترض أن 4 متناظرة. بيّن أن (1)8 متناظرة من أجل آي حدودية 100. 
ا بما أن ث متناظرة, 8 - 5ث. إذن. وبالمسالة 43.15, (ق1)8؟ > (47): ع ؟[(ى)1] وبالتالي» تكون (8)! متناظرة. 
45,15 لتكن 8 مصفوفة مربعة -65. بيّن أن 4 صفرٌ لحدودية غير صفرية. 
8# لتكن 82 8. ولننظر المصفوفات ال 1 +21 التالية: "لش...,تفيفة تذكر أن الفضاء المتجهي ١‏ للمصفوفات 
المربعة -9 يكون بُعْدُه 2م - 88, وبذلك؛ فإن المصفوفات ال 1 +8 أعلاه تكون مترابطة خطياً. وبالتالي» توجد سلّميات 
برق..سرقرية بحيث أن 0 > أية + شرع +...+ "قيية. ينتج عن ذلك أن 4 صفرٌ للحدودية يق + ارع +...+ "ايه > (10. 
ملاحظة: أن النتيجة السابقة إثبات وجود؛ فهي لا تخبرنا كيف نجد حدودية تكون 2 جذراً لها الفصل التالي يعطينا حدودية 
مثل هذه الحدودية المميزة ل 8 


5 التكن مصفوفة قطرية مركبة 


صف (1)01 من أجل أي حدودية (10 
له بما أن المصفوفات الجزثية (للمصفوفة القطرية المركبة) تجثع وتُضرب باستقلالية؛ فإنه يكون ل (/3)! الشكل التالي. 
حيث المصفوفات الجزثية القطرية هي (م8).....(,ه)) 

0 ++ 0 بير 


5 لتكن المصفوفة القطرية المركبة 


حيث ,4 مصفوفات مربعة. صف (1)80 من أجل أي حدودية ()0. 
8 بما أن مجموع وجداء المصفوفات القطرية المركبة هي أيضاً مصفوفات قطرية مركبة. وبما العناصر القطرية تجمع 
وتضرب بشكل مستقل؛ فإنه يكون ل (1)07 الشكل التالي. حيث (,4)8/(.....68 المصفوفات الجزثية القطرية: 


(,#4)را 
نيهم 060 


الا ع 9 0 


< دقار 
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والمتجمات السذاتيسة. التقطير”©) 
ندرس في هذه الفصل الشروط لكي تكون مصفوفة 4 مشابهة لمصفوفة قطرية ولكي يكون مؤثر خطي 5/ وهو أمر مكافىء, 


ممثلاً بواسطة مصفوفة قطرية. إن هذا الموضوع مرتبط جداً بجذور حدودية معينة ذات علاقة ب-4 و 7). كما أن الحقل ك, 
وهو حقل التعريف. يلعب أيضاً دوراً مهماً في هذه النظرية لآن وجود جذور حدودية يعتمد على >1 


6 الحدودية المميزة: مبرهنة كايّلي ‏ هاملتون 


116 


216 


3.16 


388 


لتكن 4 مصفوفة مربعة -8 فوق حقل 1: 


عرّف الحدودية المميزة ل 8. 
01 يطلق على المصفوفة ه - يتاء حيث ,1 المصفوفة المتطابقة المربعة -8 وحيث ) متغير غير معين. إسم «المصفوفة 
المميزة» ال 8: 

> ا لسو ان 


عم له 


أما مهددتها (4 -,06104 > ())رى 2 وهسي حدودية في فتسمسى «الحدودية المميزة» ل8. ونطلق على 
0ع (4 - ,)امك > ())ررة ١‏ المعادلة المميزة ل4م 


إن مبرهنة 1.16, التي سوف تبرهن في المسألة 0 وتستخدم في المسائل التالية, تعتبر واحدة من أهم المبرهنات في 
الجبر الخطي 
مبرهنة 1.16 (كائلي ‏ هاملتون): إن كل مصفوفة مربعة 4 صفرٌ لحدوديتها المميزة. 
آوجد الحدودية المميزة ل 3 عم 
8 بكوّن المصفوفة المميزة 1-84): 
3 2-م ص١3‏ 2-/ 05 / 

لي لاا ع ا عن 
والحدودية المميزة (/)4 ل .4 هي محددتها: 
كنجنو م6 - |رثر 2 “| عام ما ريه 


7 + واه 


0 3 1 
أوجد الحدودية المميزة (/)2 د 2 )دم 
2 489 


0 8 +ع2 + 2, - م ع (2 +ع)6 +12 + (2 +)(2 -ع)(1 - )) - 


11 عمق .2 
2+ 0 4- 


د زم شاع )ن 


* تعريب اخترناه من أجل 018892811280408 المعرّب ٠‏ 
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85 4 1 ا 
5 أوجد الحدودية المميزة 400 ل (ٌ 4)-4- 


2-3-4 -6--(1()6-2 ع 


<له دواع لين 


6 0 حقق مبرهنة كايّلي - هاملتون من أجل المصفوفة 8 في المسألة 4.16. أي حقق أن 8 جذر لحدوديتها المميزة 
أعطينا 4-,3- /-(40 , إذن 
0 هي كه خسني 6 3س 655 7إ/سرم وو نري 
4-6 )+( )+( و)«تمدمد مم «رمم 
616 


لتكن مصفوفة (.9) 8 مربعة :8 [كما في مسالة 1.16]. حدّد الحدّين الاول والثاني والحد الثابث في الحدودية المميزة 
0اية انام 


© كن حد في المحددة يحتوي على مدخل واحد فقط من كل صف وكل عمود؛ وبالتالي. تكون الحدودية المميزة أعلاه في 
الشكل 

حدود تحتوي على عدد (8-2) على الأكثر من عوامل في الشكلية - ) + (ييم > ١٠٠(ريه‏ -4)ز,رم سع) -()رة 
ينتج عن ذلك أن 


حدود من درجات أقل + ١‏ “/(يره + ٠٠١‏ ييه + رره) - "ع (قارة 


تذكر ان أثر 4 هى مجموع حدودها القطرية. وبذلك. تكون الحدودية المميزة (4ر - ,/0))ع0 > (),,ر4 ل 48 حدودية واحدية 
المعامل الرئيسي من الدرجة 8. آما معامل '-"! فهى سالب آثر 8. [تكون حدودية واحدية المعامل الرئيسي إذا كان معاملها 
الرئيسي 1]. 

بالاضافة إلى ذلك. إذا وضعنا 0-) في ()رش. تحصل على |ىم|"(!-)-[-|-(0)رك . ولكن (0)ر4 هق 


الحد الثابت في الحدودية 4ه . وبذلك, فإن الحد الثابت للحدودية المميزة للمصفوفة 8 يكون [1("|8-) حيث 0 مرنبة 
هم 


6 أوجد الحدودية المميزة (:)4 ع 4-0 


لدينا هنا 7 9+ 2- > (8)) و6 24+ 18- > (8)ئ06. وبالتالي 72+6- 2ع (ل)ق . 


6 أوجد الحدودية المميزة (:)4 3 8-5 


قاض لدينا هنا 3- - (7-) + 4 > (8)نا ى 13- ع ا + 28- > (0)8ء0. وبالتالي» 13-/3 + 2 - ()ث 
أن هذا هى سالب الاثر والذي هو معامل '-"]. 


إلى ن لك 
6 لنفترض أن | ريه ييه 200 


© وده روه 


2 . ما يلي صيغة من أجل الحدودية المميزة (/)85 ل لهَ: 


© يه ريه| د 
أده 63 در كني يه وف يه 5 
وده © 24 -رزاه* اي او َك 2 م هجييه + رره) - ثره ز)ة 
م نهم | لاته» به| أدده برك[ أددة ورت ا(دره موه + بره 0 
مده 2ه إن 


(ش)اعة - رزريق ييف + ررش) + زم )ىن - ثرد 


* يرث يب هناء على الترتيب. لمتعاملات العناصر القطرية ,,3: ررهء ررة]. أوجد ()4 عندما 


3 12 
1 4 5]خ-م 
25-7 
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411 13 12 
8 هنا 1+4+2-7د رمم 1د | | عه 4 د | عه :6 د أو 1 وي هس ديرق + يرك + برق 
وكداك 1 
35-44 
2 127 


6 - 24-70-20 - 105 + 4 + 8 - -زه4ما 


إذن 66-,ف- 76 ترد ليق . 


المسائل 12.16-10.16 تتعلق بالمصفوقات التالية: 
2 2-3 
لق )عه 2 


6 أوجد حدودية ()1 تكون 4 جذراً لها 


4 


نعرف, من مبرهنة كايّلي ‏ هاملتون» أن كل مصفوفة هي جذر لحدوديتها العميزة ولذلك. لتكن ()1 الحدودية المميزة 
لة: 


-_ 
32-5 
1 
ابن مده 
مسي 
5 
0 
امسلل 


ا 


لد +2 > إوي 32 إحله ماد مار 


6 أوجد حدودية ()8 تكون 8 صغفراً لها. 
88 لتكن ()ع الحدودية المميزة ل 8: 


3م 2 | _- داه- فاع ليع 
6 أوجد حدودية ()8 تكون © جذراً لها. 
3 ينا 
5 (قدة- 6ن سمه |1- 3س 0 | -ك-/ا- هه 
جم 00-2 


6 اوجد الحدودية المميزة (/)4 لمصفوفة مثلثية 


م (( لي الباسضنل 
0 


الي ا 4 0 0 


© إذن؛ تكون | - //| عه (4)ك جداء العناصر القطرية 


)زمره * عزن ه - ) - ()ه , 
6 بين أن مصفرفة 4 ومنقولتها 87 يكون لهما نفس الحدودية المميزة. 


انجدء من عملية إيجاد المنقولة. إن 5ث8 -1:-8(7 -1). بما آن مصفوفة ومنقولتها لهما نفس المحددة. إذن 
“م - 1: ع 7زم - 1)) > لح - 1:. وبذلك. يكون ل 4 ى 87 نفس الحدودية المميزة. 


6 انفترض أن 2 'ن) - #ار حيث ,4 وي مصفوفتان مربعتان. بيّن أن الحدودية المميزة ل 81 تساوي جداء الحدوديتين 
: 


المميزتين ل ,ثة د يرث 
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17.16 


1216 


12,16 


2016 


الفصل 16 3 391 
هس الم سر 


ا 0 0 


0 - 41 . ولكن محددة مصفوفة مركبة تساوي جداء محددات العصفوفات الجزتية القطرية. 


8 ارم 


- 11 
ويذلك, اه - ماله ستاك | رودي م 8-1 -4)] . كما هو مطلوب. 


عمم النتيجة في المسالة 15.16. 
إن الحدودية المميزة )ىك للمصفوفة المركبة المثلثية 


تساوي جداء الحدوديات المميزة للمصفوفات الجزثية القطرية ,8 أي أن )ره ٠٠١‏ ()رر4() ررك - (ارية . 
المسائل 19.16-17.16 تتعلق بالمصفوفات التالية: 


ف #2 3-2 1 9 7 205 0 1- 8 و5 
6 208 فم 4 4-6 لإوق 7 5 3 للسر 
28 35 8 6 5- 00860046 4 5 3 وأ» 
4 00860 060 3 65-32 7 86 0 0 


أوجد الحدودية المميزة )4 ل 8, 
أل بما أن 1 مظتية, إذن (4-)(3 -/)(2-))(1-) -()ة . 
أوجد الحدودية المميزة )4 ل 5. 


1# لاحظ أن 5 مصفوفة مركبة مثلثية وأن المصفوفتان الجز 
وبذلك» (28 + ,و- 3(),2 +,6- 2) > 0©)رر4() رذ > ()د 


تان القطريتان: (و و) - ره و( 5) يم . 


أوجد الحدودية المميزة ()4 ل 7. 


#4 لاحظ أن 5 مصفوفة مركبة مثلثيسة بمصفوفات جزئية قطري اك )6 


وبسذلك.(7-/33(0 +بق - )(5-) - ()ة . 


اثبت مبرهنة كايلي ‏ هاملتون 1.16 
له (تك ة -2 إختياريسة. ولتكسن ()4 سدوديتهسا المميسسزة. أي 
وه+ كرمج نط “ررم “د زم ريز >0)ه . لتكن الآن 8 المصفوفة القرينة الكلاسيكية للمصفوفة 8 -0. إن 
عناصر 800 هي متعاملات المصفوفة 8 -[* وبالتالي. فهي حدودية في 1 من درجة لا تتجاوز 5 
وق ع8 ححص تل“ رهد زه ٠‏ حيث ,8 مصفوفات مربعة -8 فوق 16 ومستقلة عن ). تأسيساً على الخاصية الأساسية 
للمصفوفة القرنية [مبرهنة 11.8]. نجد أن 


ن 4 مصفوفة مسريع 


للك 


ناه دنباء )قرم - ز) 
“رمه + 7# حلى8 + رق مانس أ ق_رظ)(م -ن) 


أى أيه جنوج 1 3د 


بحذف الأقواس ومساواة معاملات القوى المتقابلة ل نحصل على 


موقع الفريد في الفيزياء 


2 13 القيم الذاتية والمتجهات الذاتية» التقطير 


نضرب المعادلات المصفوفية أعلاه في “ه, -*“8..... ,1 على الترتيب» فنجد أن 


تجمع المعادلات المصفوفية أعلاه: آية + و4 +“ "م _رو+خم- 0. بتعبير آخر. 0-(4)4, أي أن 8 صفدٌ 
لحدوديتها المميزة 
مبرهنة 2.16: يكون للمصفوفات المتشابهة نقس الحدودية المميزة. 


6 أتثبت مبرهنة 2.16 


8 لنفترض أن 4 و 8 مصفوفتان متشابيتان, (ي 5-88 - 8 حيث 8 مصفوفة عكوسة. باستخدام 0]! 8 - 11 
يكون لدينسا إظ|زم -1)(|'-ماك إطزم - وما-مز > إعما-م- مامز د زصماكم - 01 ع |8 - 15]. بمسا أن 
المحددات اعداد سلّمية وتبديلية. وبما أن ١ح‏ |8||!-8|, فإننا نتحصل في النهاية على |ه -1)| - |1 -1|. أي أن 
و8 لهما الحدودية المميزة نفسها. 


6 لنفترض أن /1ج/2.:1 مؤثر خطي على فضاء متجهي منته البعد 7. عرّف الحدودية المميزة ()4 ل آ. 


08 التكن 4 التمتيل المصفوفي للمؤثر .آ بالنسبة لقاعدة ما في 7. إذن معرّف (/)4 بأنها الحدودية المميزة ل 8. 


6 بما أنه قد يكون لتطبيق خطي 1ج/1.:1 تمثيلات مصفوفية عديدة, فهل من الممكن أن يكون للتطبيق .1 أكثر من حدودية 
مميزة واحدة؟ 
الا؛ فكل التمثيلات المصفوفية لا مصفوفات متشابهة, ويكون للمصفوفات المتشابهة نفس الحدودية المميزة (وفقاً 
المبرهنة 2.16). بتعبير آخر, الحدودية المميزة (4)4 للتطبيق ا وحيدة. 
6 ليكن 80ج-80:ط معرّفاً بواسطة (2- 422 + نر22,5 - نز3 + 28) - (ترل»).آ. أوجد الحدودية المميزة )4 لسل. 
8 نوجد تمثيلاً مصفوفياً ل ا. نستخدم القاعدة المعتادة ل 27 فنحصل على 
2 2003 
0 5 0)]-[ل] 
1- 12909 
وبذلك» 
2-2 


0 | -()ة 
1- 


- 66 + 5-2 


141 
6 ليكن ٠١‏ الفضاء المتجهي لدوال, بقاعدة '(6 :8,005 518) - 8 وليكن 8 المؤثر الاشتقاقي على . أوجد الحدودية المميزة 
0)ه لط 


8 نوجد أولاً المصفوفة ه التي تمثل (1 في القاعدة 8: 
(© دمع)1 + (0 صله)0 ع ه ومع - (6 متواط 
(0 جمء)0 + (6 هذة)1 - ع م ونع - > (8 ووع)2 


إنن (0 )عمد[رم] . + |1- /|-رم-ي»يمن . ينتج عن ذلك أن 2+1 - ()1 هي الحدودية المميزة 
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20616 


2316 


23,16 


22.6 


سوف نستخدم في هذا القسم التعريفات التالية. ويكون لكل تعريف شكلانء آحدهما من أجل المصفوفات والثاني من أجل 
المؤثرات الخطية 
تعريفات (1): لتكن 4 مصفوفة مربعة -0 فوق حقل 2. نقول عن سلّمى 2.676 أنه قيمة ذاتية ل 4, إذا كان يوجد متجه 
(عمودي) غير صفري "1 © 7 بحيث أن 207 > 489 ويسمى كل متجه. يحقق هذه العلاقة, متجها ذاتياً ل 4 مقرناً بالقيمة 
الذاتية 3 . أما المجموعة _. لكل المتجهات الذاتية العقرنة ب.3» فهي فضاء جزئي في "12 يسمى «الفضاء الذاتي» ل.2. 
تستخدم كثيراً المصطلحات القيمة المميزة والمتجه المميز [أو القيمة الفعلية والمتجه الفعلي] بدلاً من مصطلحي القيمة 
الذاتية والمتجه الذاتي. 
تعريفات (ب): ليكن اج :7 مؤثراً خطياً على فضاء متجهي 7 فوق حقل . نقول عن سلمى >1 © .3 أنه «قيمة ذاتية» 
ل إذا كان يوجد متجه 17 © ٠‏ يحقق 207 (100. كل متجه يحقق هذه العلاقة يسمى عندئذ «متجهاً ذاتيء ل 7 مقرناً 
با. وتسمى المجموعة ,1 لكل فتل هذه المتجهات, وهي قُضاء جزئي في /1, ب «الفضاء / _1 


نستخدم فيما يلي المبرهنة 3.16, التي سوف تبرهن في المسألة 37.16 

مبرهئة 3.16: إن المتجهات الذاتية غير الصفرية المقرنة بقيم ذاتية مختلفة تكوّن مجموعة مستقلة خطياً. 

ليكن /1جب-/4:17 التطبيق المحايد على أي فضاء متجهي غير صفري لا. بيّن أن 2.1 قيمة ذاتية ل ]. ما هو الفضاء 

الذاتي ,85 ل 1 > .52 

8 لدينا 17 > (100, من أجل كل 7 ©0. هذه ال| - 2 قيمة ذاتية ل 1, كما أن 8,7 لآن كل متجه في 37 

هى متجه ذاتي مقرن ب 1. 

ليكن 8# جاه التطبيق الخطي الذي يدير كل متجه ٠‏ © بزاوية *90- 7/2 > 0. بيّن هندسياً أن .! ليس له قيم 

ذاتية: وبالتالي ليس له متجهات ذاتية 

َه لاحظ أنه لا يوجد متجه غير صفري يكون مضاعفاً لنفسه, وهو الشرط التعريفي لقيمة ذاتية. وبذلك؛ لا يكون ل .ا قيم 

ذاتية, وبالتالي لا يملك متجهات ذاتية 

لتكن 3 4) -4 ١‏ بن أن () 2.3(7) > ,+ متجه ذاتي له مقرنٌ بالقيمة الذاتية 4ع 2 ل-8؛ (ب) 1,!(7) > يا متجه 
ديا دف 


ذاتي ل 4 مقرن بالقيمة الذاتية 
م «4- (ز)ه - (ور) > (7()5 4)دهم 


) 


وبذلك. يكون ." متجها ذاتياً ل 8 مقرناً ب 1- > ي3. 


ليكن /ا الفضاء المتجهي للدوال الإشتقاقية على ل. وليكن /1ه/ :82 المؤثر الاشتقاقي. 


بيّن أن الدوال”»* , . . . ,5م 0م حيث ي3....ررة سلّميات غير صفرية مختلفة, هي متجهات ذاتية ل 8. بأي قيمة ذاتية بز 


تقرن “”6؟ بدن أن هذه الدوال مستقلة خطياً 
لقا لدينا “يمرم > (2)65 ؛ وبالتالي. يكون “”6 متجهاً ذاتياً مقرناً بالقيمة الذاتية ,2 - ,2. نعرف. من مبرهنة 3.16 أن 
هذه الدوال مستقلة خطياً. لانها متجهات ذاتية غير صفرية مقرنة بقيم ذاتية مختلفة. 
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30,16 


3116 


316 


33,16 


3016 


لتكن .2 قيمة ذاتية لمؤثر خطي /اجل/ا :7 . وليكن ,8 الفضاء الذاتي ل.2؛ أي مجموعة كل العتجهات الذاتية ل 7 المقرنة 
س2 بِيّن أن ,8 فضاء جزني في 29 أي بِيّنَ أن: 


(0 إذا ررظعاى إنن رقع علق من أجل اي سلّمى 7 © عل 


(ب) إذا رع نه إذن ايتاك هد 


8# () بما أن ركع 0 إذن ‏ 3 - (10. وبائتالي. ‏ (ية - (دلط- («الهاء (100. وبذلك ‏ إرظ © ل 

(ب) بما أن .رك © لا,لا يكون لدينا ندع 10 رعيرع (10. إذن (7 + ديز ع يزخ برذ ع (10 + زب)تع زوع م 

وبذلك ر8 © 1+ بد 

مبرهنة 4,16: ليكن لاجلا :7 مؤثر خطياً على فضاء متجهي فوق >. إذن: تكون 7 226 قيمة ذاتية ل 7 إذا وفقط إذا 
كان المؤثر 23-7 شاذاً. ويكون نواة 31-7 هي الفضاء الذاتي ل.2. 

أثبت مبرهنة 4.16 والتي تقدم تمييزاً مهما للقيم الذاتية يستخدم كثيراً كتعريف لها. 

0 يكسون السلّمسي 3 قيمة ذاتيسة ل 7 إذ! وفقط إذا كان يوجد متجه غير صفري “ بحيث أن انز >< (100 

لى 0ت 70 - 000060 أى 0-(01-7(0, أي يكون 21-7 شاذاً. لدينا أيضاً أن ١‏ يكون في الفضاء الذاتي ل.3 

إذا وفقط إذا تحققت العلاقة أعلاه. وبالتالي» يكون ؛ في نواة 71-7 


مبرهنة 5.16: يمكن أن يمثل مؤثر خطي /ب/1 :7 بواسطة مصفوفة قطرية 8 إذا وفقط إذا كان ل ١‏ قاعدة متكونة من 
متجهات ذاتية ل '1. وفي هذه الحالة, تكون العناصر القطرية ل 8 القيم الذاتية المقابلة. 


أثبت مبرهنة 5.16 


1 يمكن تمثيل '7 بواسطة المصفوفة القطرية 


إذا وفقط إذا كانت توجد قاعدة (ى07 


أي أن تكون المتجهات ٠‏ متجهات ذاتية ل 7 مقرنة ب القيم الذاتية 57 


مبرهنة 6.16: تكون مصفوفة 4 مربعة -2 مشابهة لمصفرفة قطرية 8 إذا وفقط إذا كان ل- 8 عدد 0 من المتجهات الذاتية 
المستقلة خطياً. في هذه الحالة, تكون العناصر القطرية ل 8 هي القيم الذاتية المقابلة, وتكون 5-1418 - 8 
حيث 8 المصفوفة التي اعمدتها المتجهات الذاتية. 


الجزء الأول من المبرهنة إعادة صياغة للمبرهنة 5.16 من أجل المصفوفات. نحتاج فقط إلى أن نبين أن أعمدة 8 هي المتجهات 
. الآن. يمكن النظر إلى 8 على أنها مصفوفة تطبيق خطي 5 على "16 نسبة للقاعدة المعتادة (,6) ل "56, والنظر إلى 8 
على أنها مصفوفة "1 بالنسبة للقاعدة (7) للمتجهات الذاتية. و © على أنها مصفوفة تغيير القاعدة من (©) إلى (7) . ولكن 
هي المصفوفة التي أعمدتها المتجهات ,/. لأن (/©) هي القاعدة المعتادة. وهذا يكمل إثبات المبرهنة. 


.حقق مبرهنة 6.16 من أجل المصفوفة 3 )جه في المسالة 28.16 
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ن المسالة 28.16, أن 4 تمتلك متجهين ذانيين مستقلين خطياً (يّ) و (!_) . نضع ‏ (1_ 3)-م 
٠ 57'‏ إذن: تكون له مشابهة للمصفوفة القطرية 


5 2 3 
ف 06 206 0( [)عمامدم 
وكما هو متوقع» يكون العنصران القطريان 4 و 1- في المصفوفة القطرية 8 هما القيمتين الذاتيتين المقابلتين للمتجهين 
الذاتيين. 
مبرهنة 7.16: لتكن 8 مصفوفة مربعة -8 فوق حقل ك. يكون العدد السلّمي 5 2.6 قيمة ذاتية ل 8 إذا وفقط إذا كان .1 
جذراً للحدودية المميزة وه دم 7 3 


6 أثبت مبرهنة 7.16, والتي تستخدم كخوارزمية للتقطير في قسم 3.16 
8 الآنء يكون .2 قيمة ذاتية ل 8 إذا وفقط إذا كانت المصفوفة 31-48 شاذة. علماً بان 31-8 تكون شاذة إذا 
وفقط إذا كان 0 (8 - 1()ا06. ولكن 0-(8 -04031 إذا وفقط إذا كان .2 جذراً ل (4)0 . وبذلك, تكرن المبرهنة قد 
أثبتت 
انتيجة 8.16: 00 أن الحدودية المميزة (/)4 . لمصفوفة 8 مربعة -م, جداء لعدد 5 مسن العوامل المختلفة؛ لتكن 
ليه ٠ ١))-‏ ليه - )زيم -)) -()4. إذن؛ تكون 4 مشابهة لمصفوفة قطرية تكون ال ,8 عناصرها القطرية, 
2616 ا 
8 نعرف, من مبرهنة 7.16, أن ال ,8 هي القيم الذائية ل 8. لتكن ,7 المتجهات الذاتية المقابلة. من مبرهنة 3.16 نجد ان 
المتجهات ,؛ مستقلة خطياً وتشكل بالتالي قاعدة ل "16 إذن» تكون 8 قابلة للتقطير (بواسطة مبرهنة 6.16). 


6 أثبت مبرهنة 16 


لتكن , 


0١‏ متجهات ذاتية غير صفرية, لمؤثر /1+-17 :27 مقرنة بقيم ذاتية مختلفة ‏ م(س2. 


.إذن؛ تكون ,«....., مستقلة خطياً. 
ا يكون البرهان بالإستقراء على 0. إذا !> 8 إذن يكون ,ا مستقلاً خطيأ لآن 0 * 0. لتكن 1< 0, ولنفترض أن 
0ت اليه م رثاي # رلاية )غ4( 


حيش اليه أعداد سَلَمي ة. نطبق 7 على العسلاقة أعسلاه. فتحصسل بسبسب الخطيسة على 
> (700 > لاكقية +...+ زيلكره + (700ة. ولكن ,"3 > (707 فرضياً؛ وبالتالي 


لواقية ...ل ولوقية + بلاثبة 2( 

لدينا من جهة أخرى؛ وبضرب (!) في 23 أن 
0“ ركليقية مط ولاياقية + رلاوالبة إلى 
الآن؛ تطسرج (3) مسن (2): 0ت ورلالية > ردي0)ر_ية .لط ولاليية > وقارة + ,اليه - 3,)3. ونجد. بالاستقراكف أن 


0:9 مستقلة خطيا؛ وبالتاليء يكون كل واحد من المعاملات أعلاه 0. بما أن ال ب3 مختلفة؛ إذن 0 *ي( - إ3: 
من آجل 88 1. إذنء 20 ررية ,3 نعوض بهذا في .)١(‏ تحصل على 0 ,"3 ربالتالي 0 > ي0. وهكذا 


تكون ال ,لا مستقلة خطياً 


23816 لتكن .( قيمة ذانية لمؤثر خطي 17-1 :7 . عرّف «التكرار الجبري» و «التكرار الهندسي» ل.1. 
ل يعرّف التكرار الجبري ل 4 بأنه نكرار .3 كجذر للحدودية المميزة ل 7؛ آما التكرار الهندسي فيعرّف بأنه بد فضائها 
الذاتي. 
مبرهنة 9.16: لتكن 4 قيمة ذاتية لمؤثر خطي /1+-/7:1 . إذنء التكرار الهندسي ل.3 لا يتجاوز تكرارها الجبري. 


6 أثبت مبرهنة 9.16 
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8 لنفترض أن التكرار الهندسي ل( يكون ؟. إذن. يكون ل( عدد + من المتجهات الذاتية المستقلة خطياً 
نوسع المجموعة (0) إلى قاعدة ل 290 (إلارت, ...,37) ٠‏ يكون لدينا 


حيت "ليه ده او "ليم > 8 
بما أن 04 مصفوفة مركبة مثلثية. فإن الحدودية المميزة ل ,231 وهي 41-20 لا بد أن تقسم الحدودية المميزة ل-30 

وبالتالي '5. وبذلك. يكون التكرار الجبري ل.02 من أجل المؤثر '7 مساي على الأقل ل , كما هى مطلوب. 

6 بيّن أن 0 يكون قيمة ذاتية ل 1 إذا وفقط إذا كان 7 شاناً. 
1 لدينا أن 0 قيمة ذاتية ل 7 إذا وفقط إذا كان يوجد متجه غير صفري ١‏ بحيث أن 0 07 - (7)00, أي أن 7 تطبيق 
شان 

6 لتكن 4 و 8 مصفوفتين مربعتين -«. بِيّن آن 88 و88 يكون لهما نفس القيم الذاتية 
88 بما"أن جداء المصفوفات غير الشاذة يكون مصفوفة غير شاذة. فإن القضايا التالية تكون متكافئة: (1) يكون 0 قيمة ذاتية 
ل قل (ن) قلذة شاذة؛ (11) م (أى 8) شاذة: )1٠0(‏ 84 شاذة؛ (؟) 0 قيمة زاتية ل 84. 


لنفترض الآن أن .2 قيمة غير صفرية ل 88. إذن؛ يوجد متجه غير صفري “ بحيث أن 07( 480. نضع ‏ 80 ع بور 
بما أن #80لق و0“ إذن #0الارؤ ع وقخ ع #اه,ء وبذلك #0 . ولكن لا متجه ذاتي ل 88 مقرن بالقيمة الذاتية 
(ءلان س«خ ع «قح - 834 - +848 ع «احظ. وبالتالي. تكون .32 قيمة ذاتية ل 88. بالمثل, أي قيمة ذاتية ل 88 هي أيضأ 
قيمة ذاتية ل 88. وبذلك. يكون ل 48 و 88 نفس القيم الذاتية. 


6 حساب القيم الذاتية والمتجهات الذاتية, تقطير المصفوقات 
نحسب في هذا القسم القيم الذاتية والمتجهات الذاتية من أجل مصفوفة مربعة معطاة 8, ونحدّد وجود أو عدم وجود 
مصفوفة غير شائة © بحيث تكون 5-189 مصفوفة قطرية. تحديداًء سوف نطبق الخوارزمية التالية على المصفوفة 8. 
خوارزمية التقطير: 
خطوة 3. نوجد الحدودية المميزة (/)8 ل 4. 
خطوة 2. نحسب جذور (/)4 لنحصل على القيم الذاتية ل.4. 
خطوة 3. نكرر () ى (ب) من أجل كل قيمة ذاتية 2 ل 4: 
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() نكوّن 4-31 - ير بطرح .1 من عناصر 8 الفطرية؛ آى نكوّن 4 - 34 88 بالنعويض ب.1-3 في 
م- 1 
(ب) توجد قاعدة للقضاء الحلّي للمنظومة المتجانسة 0 - 14 [متجهات هذه القامدة هي منجهات ذاتية لم 
مستقلة خطبا. مفرنة ب.3]. 

خطوة 4: ننظر في التجميع الى اسرراى9) 52 لكل المنجهات الذاتبة التي تحصلنا عليها في خطوة 3 
(1) إذا 5 8, تكون 4 قابلة للتقطبر. 
(ب) إذا 8-0, نكوّن المصفرفة 8 الني أعمدنها المتجهات الذاتية ,7 

2 


>5 إدصمدم دم 


4 


حيث ,3 القيمة الذاتية المقابلة للمنجه ,»د 
المسائل 46.16:42.16 تتعلق بتطبيق خوارزمبة التقطبر على 9 :)ده 
6 أوجد الحدودية المميزة (/)4 ل 8. 
© نكرّن المصفوفة المميزة 8 -1 لم 

4 1-مم_ 0١/1 4١‏ 
و كاك 2-5 

الحدودية المميزة (/)4 ل 8 تكون حدودينها 
(0+1)(ك-) دو-يو-ة 


أي ”| > اه - | - ويد 


أو بشكل بديل. 4 - 3+ ١ع‏ (م)ن و5--4-3-8. وبذلك, 5-مه-# -()ق , 
6 اوجد قيم 8 الذاتية. 

ل إن الجذرين 5 ,3 و 1- > ي3 للحدودية المميزة ()4 هما القيمتان الذاتيان ل 8 
6 اوجد المتجه ,؛ ل 4 المقرن بالقبمة الذاتبة 5 < ,2 


لقا نعوض ب 1-5 في المصفوفة 8 1) لنحصل على المصفوفة (74 )42 تشكل المتجهات الذاتية المقرنة 
ب 5 > ,3 حل المنظومة المتجانسة 24-60 أي أن 


0 _ 4/5 4 مع بره بره 0 
2000-0 0 سد الو :0 11 
للمنظومة حل مسنقل واحد؛ مثلا لاه 1-خ. وبذلكء يكون (1.1) > ,» متجها ذاتياً يُرَلَكُ الفضاء الذاني ل 5 > ,3. 


6 أوجد متجهاً ذاتياً ؛ ل 8 مقرناً بالقيمة الذاتية  -1١‏ > ي3. 


-1 في 8 - ا لتحصل على (4- -)- والتي تقود إلى المنظومة المتجانسة 


000-00 5 كد ودريدي2] ا مسرهم 


8 نعوض ب-1” 


للمنظومة حلّ مسئقل واحد؛ مثلاً, 5-2 1- دلا. وبذلك, يكون (1-.2) - يا متجهاً ذاتياً يولد الفضاء الذاتي 
الاك ديز 
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46,6 


4716 


46 


49,16 


50.16 
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أوجد مصفوفة عكوسة 8 بحيث تكون ‏ 57188 قطرية. 


8 التكن 8 المصفوفة التي عموديها المتجهين الذاتيين أعلاه: 1 ا 


التي مدخليها القطريين القيمتين الذاتبين المقابلتين: 

0 5 2 40010 1عزة 5]يميم-صس 

ل 6 3 0/0- |)-مم د 
[ملاحظة: هناء 8 هي مصفوفة الانتقال من القاعدة المعتادة ل 22 إلى القاعدة (,ا.,149. وبالتالي. تكون 8 التمثيل 
المصفوفي للمؤثر 8 في هذه القاعدة الجديدة]. 


عم . إذن: تكون م51 > 8 المصفوفة القطرية 


أوجد كل القيم الذاتية ومجموعة عظمى المتجهات ذاتية مستقلة ذاتياً للمصفوفة )2 ()-8. 


1# نوجد الحدودية المميزة (2 -/)(5 + )) 10 -- :3 + */ > (4)4 . ثم القيمتين الذاتيتين 5 


و#عية: 
00 نطرح 5- > بم (أى نضيف 5) من عنصري قطر 8 لتحصل على (3 ؟)دد والتي تقابل المنظومة المتجانسة: 


مان ل اس ل لمكن 


هناء (2-,1) > ,ا حل غير- صفري للمنظومة. وبالتالي. يكون ١‏ متجهاً ذاتياً ل 8 مقرناً ب 5 


01 تطرح 2*ي3 من عنصري قطر 8 لتحصل على (2 !7 ) - 44 والتي تقابل المنظومة المتجائسة 0 رقدوى 
هنا (3,1) > ايم حل غير صفري للمنظومة. وبالتالي يكون ,7 متجهاً ذاتياً مقرناً ب 2 > ي3. 

هنا ((3,1) > ي+ الحصل غير الصفري للمنظومة وبالتالي ي" متجه ذاتي ينتمي إلى 2-ي3. المجموعة 

((3,1) > ي:,(2-,1) > ,40 هي المجموعة القصوى للمتجهات الذاتية المستقلة للمصفوفة 8. 

هل المصفوفة 8 اعلاه قابلة ‏ للتقطير؟ إذا كان الجواب نعم, أوجد ١‏ بحيث أن م8-م ‏ قطرية. 

18 بما أن المتجهين الذاتيين (2-,1) > و (3,1) -,؟ يشكلان قاعدة ل 82 فإن 8 تكون قابلة للتقطير. لتكن 5 

المصفوفة التي عموديها ٠,‏ وي" أي (7 ف ) -م إنن (4 8)«مهاام 


أوجد كل القيم الذاتية ومجموعة قصوى من متجهات ذاتية مستقلة ذاتية للمصفوفة (!” ؟) -© . 


1 نوجد *(4-)-16+/2-8-()4. وبذلك. تكون 2-4 القيمة الذاتية الوحيدة. نطرح 24 من قطر ©, 
فنحصل على (4- !) >4 التي تقابل المنظومة المتجانسة 0 ل+ » هناء (1.1)-" حلّ غير- صفري للمنظومة, 
وبالتالي يكون ؛ متجهاً ذاتياً ل © مقرناً ب 4-.2. بما أنه لا توجد قيمة ذاتية أخرى. فإن ((1.1) ؟9) هي المجموعة 
القصوى للمتجهات الذاتية المستقلة خطياً. 

هل المصفوفة © أعلاه قابلة للتقطير؟ إذا نعم, أوجد ‏ بحيث أن 707 قطرية. 

8 © ليست قابلة للتقطير. لأن عدد ! متجهات الذاتية المستقلة خطياً لا يساعد بعد 82 - /ا. وبذلك, لا توجد مصفوفة 8 
مثل هذه. 

أوجد كل القيم الذاتية ومجموعة قصوى من المتجهات الذاتية المستقلة خطياً للمصفوفة (9_ )م 

© الديناء هناء (4+)(7-) -28-,3- 2 >|8 - | ()ك . وبذلك, القيمتان الذاتيتان ل8 هما 7 ,3 
و4 د يق 


-2 


0 نطرج 3,7 من قطر 8, فنحصل على (؟_ 9 )هد التي تقابل المنظومة 
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53.16 


5416 


55.16 


16آ0"'ذظ5 
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0خ بو6 + :2 
0- بإودعة أو 0«برقدع 


هنا (3,1) > ,7 هو المتجه الذاتي ل 7 > /3. 
() تطرح 4- >دية [أى نضيف 4] من قطر 9 فتحصل على ( 
هناء (3-,2) 7 حل وبالتالي يكون متجهاً ذاتياً ل4 - > ني3. وبذلك. تكون ‏ ((3-,2) > “,3ت 40 
المجموعة القصوى من متجهين ذاتيين مستقلين ذاتياً ل 0. 
المسائل 55.16-52.16 تتعلق بالمصفوفة 7ه 1 3 


أوجد كل القيم الذاتية والمتجهات الذاتية المقابلة لها ل 4 بافتراض أن / مصفوفة حقيقية. 
لقا هناء 2+1 دام دناد رين . بما أنه ليس ل 1 + 2) حلول في 8, فإن 8 لا تمتلك أي قيم ذاتية وبالتالي ليس 
لها متجهات ذاتية 
هل 8 قابلة للتقطير؟ إذا كان الجواب نعم أوجد ‏ بحيث أن 77188 تكون قطرية. 
8 بالنظر إليها على أنها مصفوفة » لا يكون ل 8 متجهات ذاتية؛ وبالتالي لا تكون 8 قابلة ‏ للتقطير. 
أوجد كل القيم الذاتية والمتجهات الذاتية المقرنة بها ل 8, بافتراض أن 4 مصفوفة عقدية. 
18 هنا ايضاً 2+1 - إىم - | ()ة. الآن 2-1 ىر 1--دي3 قيمتان ذاتيتان ل-4. 
() فضع 1-1 في 1-8]) فنحصل على المنظومة المتجانسة 
0 احلا 11م فو 0خير + 00-1 00 5 
)0002ل ي) 5 ملرس 41 ار مسسرعمرم 
يكون للمنظومة حلّ مستقل وأحد فقط. هو 1 
الفضاء الذاتي الات ن3. 
-؛ في 41-8 فنحصل على المنظومة المتجانسة: 


)0002لا 25ة2) ا دام أق مسبر+ عزوم 


يكون للمنظومة حلّ مستقل واحد فقط؛ وهو 1+1 -لاء 8-1 وبذلك. يكون (1 + 1,1) > يا متجهاً ذاتياً ل480 
يلد الفضاء الذاتي ل 1- > 3 . 


-1>لا. وبذلك. يكون (1.1-1) > 7 متجياً ذاتياً يلد 


01 تعوض بات 


هل 4 قابلة للتقطير؟ إذا كان الجواب نعم؛ أوجد 7 بحيث تكون 8-188 قطرية. 


0 8 بكونها مصفوفة عقدية, تكون قابلة - للتقطير. لتكن ” المصفوفة التي عموديها ,7 و ي, أ زر 1 
إنه ل )دممدم. 


ملاحظة: تشير المسائل 55.16-52.16 إلى أن موضوع القيم والمتجهات الذاتية وقابلية ‏ التقطير لمصفوفة 4 يعتمد على الحقل 
تحت الدراسة؛ لآن جذور الحدودية المميزة (4)4 تعتمد على الحقل . 
33 8 41م 
المسائل 60.16-56.16 تتعلق بالمصفوفة 3 5_- ]عم : 
4 6- 6 
أوجد الحدودية المميزة (8)0 ل ه. 


اف 3 1 
0 6د يمد | قل 5+ 3- ]على - ]ع (يد 
4ه 6 6- 
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56,16 


52,16 


626016 


616 


أو بشكل بديل» 122-16 -ت, د [م | -عزررق + يرق جر ف) + 7(ه)ها - 6 ع ()ة . [هناء .4 متعامل ,2 في المصفوفة 
م 
أوجد القيم الذاتية ل 4. 
8 بافتراض أن (4)0 لها جذور منطقة؛ فإنها يجب أن تكون ضمن 21 , 22 , 24 , 416 . نجرب فتحصل على 
211+0-2- 
16 +4 + 
6 +8 -1-2 

وبذلك. يكون 2 - -] جذراً ل 0ط ؛ وبالتالي ‏ (4- )27 +ه) - (2 +ع)(4 -,)(2 + م > (ة -2- 6)ز2 +) - هاش + 
ينتج عن ذلك أن 2- - ,3 و4 ي3 هما القيمتان الذاتيتان ل8. 
أوجد قاعدة للفضاء الذاتي ل 2 - > 3. 
08 نعوضى ب22- 1 في 41-8 فنحصل على المنظومة المتجانسة 

0 بد/]ة- 3 3- 0 - برق + برق- 

()-(1)0- 3 6 أو 2-0ق-بر3+ع3- أى ‏ 0د يبردم 

اك 7ه 6 مه 0ع ع6 - بر6 + :61- 
يكون للمنظومة حلآن مستقلان. وهما 1 -», 1-نن, 2-0 و1عين 0-ل, 2-1 وبذلك. يكون (1,1.00) ا 
ى (1-,1,0) - ٠7‏ متجهين ذاتبين مستقلين يولّدان الفضاء الذاتي ل2 - - ,2؛ أي أن نا ى 7 يشكلان قاعدة للفضاء الذاتي 
ل 2- > ب3. يعني هذا أن كل متجه ذاتي آخر مقرن ب 2- > ,2 يكون تركيبة خطية في لاى . 
ما هى التكرار الجبري والتكرار الهندسي للقيمة الذاتية ‏ 2- > /23؟ 
8 بما أن 2+) تظهر مرتين في الحدودية المميزة (2()6-4+) -(:)4 ٠‏ فإن التكرار الجبري ل ,2 يكون 2. 
التكرار الهندسي ل ,3 يكون إثنين أيضاً لان 2 - ,رت لك , حيث ,4 الفضاء الذاتي ل ,2. [قارن بالمسالة 64.16]. 


أوجد قاعدة من أجل الفضاء الذاتي ل 4 ” ي3- 
88 نعوض ب 4 ]) في 41-8 فنحصل على المنظومة المتجانسة: 


0 الدراة- 32003 ع 3 - بر3 + +3 206 
10-0 9 6 أى ‏ 0-ج3-برو+م3- أن اسايق 
مأ /عا/ه مام 0ع ا برم+عم- 5 


يكون للمنظومة متغير حر واحد. وبالتالي فإن أي حلّ خاص غير صفريء مثلا دن 1دسن, 2-ت# يُولَد الفضاء 


الحلّي. وبذلك. يكون (1,1.2) - ٠‏ متجهاً ذاتياً ل 8 يولّد الفضاء الذاتي ل 4 ع ي22» ويشكل قاعدة له. 


هل ل قابلة للتقطير؟ إذا كان الجواب نعم؛ أوجد 5 بحيث تكون 57187 قطرية. 


08 بما أن 8 ليا ثلاثة متجهات ذاتية مستقلة خطياً فإن 4 تكون قابلة للتقطير. لتكن 7 المصفوفة التي أعمدتها المتجهات 


الذاتية المستقلة: 
1 4245 60 200- 
7 0 م إذن 0 2- إ-ميدم 
4 0086 


وكما هى متوقع؛ فإن عناصر 77148 القطرية هي القيم الذاتية ل 8 المقابلة لأعمدة 8 


1- 1 
المسائل 66.16-62.16 تتعلق بالمصفوفة ك3 5 
/2- 6 
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62316 


6416 


6») 


62616 


62216 


22,6 


622,16 
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أوجد الحدودية المميزة )4 والقيم الذاتية ل 8 


101- 43*ر 
1 6-1-6 -| 1 كد-م 7 ]عاه-فزءليده 
2+ 06م 


نجدء من المسالة 57.16, أن (4-*(2 +6)- )2 . وبذلك. تكون ‏ 2- > ,3 او 4 > ,3 القيمتين الذاتيتين ل 8 


أوجد قاعدة من أجل الفضاء الذاتي ل2 - > 3 
ل نعوض ب 2- 1 في 41-78 فنحصل على المنظومة المتجانسة 

0 1 32-4 0< رامع 5 58 

6)«زم |1 ج77 أن 2 أى 2-0 

أ /عاله 6 6 20 برزم- بم 
يكون للمنظومة حلّ مستقل واحد فقط. وهو 1-*, 1 ل,ء 2-0. وبذلك, يشكل (1,1.0) - نا قاعدة للفضاء الذاتي 
ده 
ما هو التكرار الجبري والتكرار الهندسي ل2- > ,3. 


التكرار الجبري ل .23 يكون إثنين لأن 2 +4 تظهر مرتين في الحدودية المميزة (4-))2(2 +ع ) - زن)ة ولكن 
التكرار الهندسي ل .23 يساوي واحداً لأن 1 > برع «تذكء حيث ,رت الفضاء الذاتي ل ,3 . [قارن بالمسألة 59.16]. 


أوجد قاعدة من أجل الفضاء الذاتي ل 4 > ي3(. 
ها نعوض ب 4 ع في 1108 فنحصل على المنظومة المتجانسة: 


0 1 1- 7 2-0 ير لع 5 - 
01-0 1- / أو مسج عبر سعة| ل 220*ر 1 
6 /عالم 6 م 62-0 + بر6 - ميم 


ويكون للمنظومة حلٌّ مستقل واحد فقط, وهى 0-»,. 1 لل. 2-1 وبذلك. يشكل (/,0,1) - ٠‏ قاعدة لفضاء 
24 الذاتي, 

هل 8 قابلة للتقطير؟ إذا كان الجواب نعم أوجد 8 بحيث أن 8”!88 تكون قطرية. 

8 بما 8 تمتلك متجهين ذاتيين مستقلين كحد أقصىء فإنها لا تكون مشابهة لمصفوفة قطرية؛ أي أن 18 ليست قابلة للتقطير. 
هل المصفوفتان 8 و 13 أعلاه متشابهتان 

بما أنه يمكن تقطير 8, ولا يمكن ذلك في حالة 8: فإنهما ليستا متشابهتين؛ رغم أن لهما نفس الحدودية المميزة. 

لك اك( )4 ليت قبي عير. 

0 إن الحدودية المميزة له هي *(6-1)- )4 ؛ وبذلك؛ فإن 1 هي قيمتها الذاتية الوحيدة. نبحث عن قاعدة للفضاء 
الذاتي للقيمة الذاتية [. نعوض ب 1 -؛) في 11-8 فنحصل على المنظومة المتجانسة. 


لتكن [3 2) - 4 . هل 8 قابلة للتقطير» إذا كان الجواب نعم. أوجد 8 بحيث أن 8-1١88‏ تكون قطرية. 


89 هناء (4-)(1-) -4 +م5- -إ4|+ئ(4)ك - 400 . وبالتالي. تكون ا ,1 و4-.3 قيمتين 
ذاتيتين ل 4. نحسب المتجهات الذاتية المقابلة: 
12 


 )‏ فطيرح 1 2 من قطر 8 قتحصل على 3 )عاد التي تقابل المنظومة المتجانسة 29-0 + »«. هناء 


(2,21) حرم حل غير صفري للمنظومة وبالتالي يكون متجهاً ذاتي ل 2 مقرناً ب ! > 2. 
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2 3< القيم الذانية والمتجهات الذاتية, التقطير 
2 2- 
( تطرج 4 2 ية سن قطر 4 قتمصل على (و- 3 )-10 التي تقابل المنظومة المتجانسة 0- - ». هناء 
(,1) - يحل غير صفري وبذلك يكون متجهاً ذاتياً ل مقرناً ل 4 > ي3- 
لتكن © المصفوقة التي عموديها ,لاى ي. أي )8 :)دم .إنن 55 )-ممهم 


2 


6 النفترض, في المسألة 69.16 أثنا وضعناً 2 


3 ) -م (بمبادلة العمودين). هل تظل < تحول 8 إلى الشكل القطري» 


18 نعم, ولكن لدينا الآن 9 )يهم بتعبير آخر, إن ترتيب القيم الذاتية في 87188 يقابل ترتيب المتجهات 


الذاتية في 8. 
716 لتكن (7 8-3 هل 8 قابلة للتقطير؟ إذا كان الجواب نعم. أوجد 8 بحيث تكون 8188 قطرية. 


© اهناء (2+)(2-5)-10-:3- 2د إظ|ا+يزهق)كى - د زية . وبذلك, تكون 2,5 و2-“ي2 قيمتين 
ذاتيتين ل 8: 
4 3- 


0 تطرح 5 ,3 من قطر 8 فتحصل على (وُ_ 0 


) -ية التي تقابل المنظومة المتجانسة 20 بر4- «3. هناء 
(4,3) > ,0 حل غير صفري. 

41 نطرح 3-2 [أى نضيف 2] من قطر 8 فتحصل على ( د 4)-86 التي تقال المنظومة 0- 9+ والتي 
لها حلّ غير صفري (1-,1) > يا 

بما أن ل 8 متجهين ذاتيين مستقلين. فإنها تكون قابلة - للتقطير. نضع (!- )2م انز؟_ ) «مهدم 


- 401 
المسائل 76.16-72.16 تتعلق بالمصفرفة | 5 6-5 
د ٠‏ 8 


6 أوجد الحدودية المميزة 844 ل ©. 


1 لل 4م 
7 45-,و39 + 2-117 | 2 ك-/ | لك - لا - ود 
د سد مد 


أيء بشكل بديلء 45 - بوة - 112 - ث د إن|- بلي +يى +رح) + #,(0)ن - " > ()ة . [هنا ,0 هى متعامل ,© في 
©. أنظر المسألة 9.16]. 
6 أوجد القيم الذاتية ل ©. 
بافتراض أن 4)0 تمتلك جذراً منطقاً. فإنه يجب أن يكون ضمن 21 , 23 , 25 , 29 , 245 . نجرّبء فنحصل 
هلان 
1-11+39-45 |3 
3 


24 + 5 
1- 8+15+0 


وبذلك» يكون 3 ) جذراً ل )4 ؛ ويكون لدينا (3(26-5 -)) - (15 +/8- 3()6 -)) > ()4 . ينتج عن ذلك أن 3 > ,3 
و 5 يم هما القيمتان الذاتيتان ل ©. 

6 أوجد المجموعة القصوى للمتجهات الذاتية المستقلة خطياً ل ©. 
8# نحسب المتجهات الذاتية المستقلة لكل قيمة ذاتية ل ©: 


60 نطرح 37-3 من قطر © فتحصل على المصفوفة 
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الفصل 186 153 403 


27 13 
5 2 2)- اق 
1-1 1 


والتي تقابل المنظومة المتجانسة 52 هناء (1,0-,1) > ناد او ([,1,0)ع بو حلآن مستقلان 
(41 لطر 235 من قطن © فتحصل على 


1 14 1- 
20 سم 
3 1 1 


والتي تقابل المنظومة المتجانسة 


2-0 سبرجيت 
0ددع 21 
2-0 عه 2 
أو 0-3 5 
32-0 بروع در 


حيث 2 وجده 


حر. هناء يكون (1,2,1) > 8 حلاً. وبذلك, تكون ((1,2,1) > #ار(ا,1,0) > بر(1,0-,1) - نا) ‏ مجموعة 
قصوى لمتجهات ذاتية مستقلة خطياً ل ©. 


6 هل يمكنك معرفة أن ناء 7, لا مستقلة خطياً؟ 


8 إخترنا نا ى “ لكي يكونا حلّين مستقلين للمنظومة المتجافسة 0 
ى ١‏ لأنها مقرنة بقيمة ذاتية مختلفة ل © 


- + ».| من جهة أخرى. 7 مستقلة ذاتياً عن دا 


6 هل © قابلة للتقطير؟ إذا كان الجواب نعم أوجد © بحيث تكون 8-108 قطرية 
8 0 قابلة للتقطير لأ لها ثلاثة متجهات ذاتية مستقلة خطياً. لتكن 7 المصفوفة التي أعمدتها لا ”, « على الترتيب؛ أني 


11 هر 


المسائل 81.16-77.16 تتعلق بالمؤثر الخطي “8 ”7:8 المعرّف بواسطة (يزك + 2,29 - بزرلا+ 28) > (نرلا,)7 


دمن-م 


6 أوجد الحدودية المميزة (/)4 ل" 
نبحث أولاً عن تمثيل مصفوفي ل 7, وليكن بالنسبة للقاعدة المعتادة ل 80: 
8 2 5 
3 1 اسم 
2 060 
وبذلك تكون الحدودية المميزة (4)1 ل 
0 ب اجا 


1 8-4 8 
اع هت 0 


7+162-2- على «لادل)ة 


6 أوجد القيم الذاتية ل 1 


8 بافتراض أن ل()4 جذراً منطقاً. فإنه يجب أن يكون ضمن 22.11 23 , 24 , 26 .212 . نجرب, فتحصل على 


وبذلك. يكون 4-2 جذراً ل ()ى ؛ وتكون (2(0-3-)) -(6+)5- 2()4 -4) -()1 ٠‏ ينتج عن ذلك أن 22 بز 
و 3 > 32 هما القيمتان الذاتيتان ل 7 
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2216 


2016 


52116 


2216 


822,16 


يتن 


5216 


أوجد قاعدة لفضاء 2 - 3 الذاتي. 


8 نعوض ب2-) في 11-4 فنحصل على المنظومة المتجانسة 


0 ع/أ0 1- 0م اير 

060-]لظا |11 1 0ع عابر 

0 د اله 
ويكون للمنظومة حل مستقل وأحد فقط. هوه 2-1 0>-ل, 2-0. وبذلك. يشكل (1,9,0!)خ- نا قاعدة من أجل فضاء 
2ع بغ أ 


أوجد قاعدة من أجل الفضاء الذاتي ل 3 > ي3. 
8 نعوض ب 3>-) في 41-4 فنحصل على المنظومة المتجانسة 
0م سا0 1-1 0- ابردم ار جو تن 
-110 2 0] آي 0-دمجيره2 أى ‏ 0ع وجبر2 ا 
56 /1/12- 2- ٠ه‏ 2-0 د بره 
يكون للمنظومة حل مستقل واحد فقط. هو 1-*, ]> لا. 2--2. وبذلك. يشكل (2-,1,1) 7 قاعدة للفضاء الذاتي 
ل3ديذ3. 
هل 7 قابلة للتقطير. أي هل يمكن تمثيل 7 بواسطة مصفوفة قطرية بالنسبة لقاعدة ما في 87؟ 
88 7 ليست قابلة للتقطير. لأن لها فقط متجهين ذاتيين مستقلين خطياً ولكن 87-3 «أل. 
0 0 3 
المسائل 84.16-82.16 تتعلق بالمصفوفة | 2 م 
2-- 1 0 


أوجد الحدودية المميزة ل 4. 

60 0 2-8 
5 ادي 0 
لمن لين 9 


ل (6+1)رة-)ه 


بافتراض أن 8 مصفوفة فوق الحقل الحقيقي 1: هل تكون قابلة للتقطير؟ 
8 الا يكون ل 8 بكونها مصفوفة حقيقية, إلا قيمة ذاتية واحدة 23 .2 بتكرار جبري 1. وبذلك؛ يكون ل 3 * ,.2 
متجه ذاتي مستقل واحد فقطء وبالتالي لا تكون 8 قابلة للتقطير فوق الحقل الحقيقي 5 
بافتراض أن 8 مصفوفة فوق الحقل العقدي ©. هل تكون 4 قابلة للتقطير؟ 
8 الآن. له تمتلك ثلاث قيم ذاتية مختلفة 3, 4 1-, وتقابلها ثلاثة متجهات ذاتية مستقلة خطياً. وبذلك. توجد مصفوفة 
عكوسة ‏ فوق الحقل العقدي ©. بحيث أن 

8 # 89 

0 0 ملام 


فس 600 
أي أن 4 قابلة للتقطير. 


تبين المسألة 52.16 أنه ليس للمصفوفة الحقيقية ( 21 إ)-ه قيم ذاتية ولا متجهات ذاتية حقيقية. أثبت أن كل مصفوفة 31 


حقيقية 33 تمتلك على الأقل قيمة ذاتية واحدة ومتجها ذاتياً واحداً. عَمّمِ 

2# إن الحدودية المميزة (4)4 ل88 ذات درجة 2,3 ونحن نعرف أن لكل حدودية حقيقية من الدرجة 3 جذر حقيقي؛ لأن 
الجذور العقدية تأتي في أزواج مترافقة. وبذلك, يكون ل 84 قيمة ذاتية .0 والتي يكون لهاء تعريفاً متجه ذاتي. بالمثل. كل 
ة). وبالتالي متجه ذاتي. 


مصفوفة حقيقية ذات مرتبة فردية يجب أن يكون لها قيمة ذاتية ( 
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6 هل توجد نتيجة مشابهة للمصفوفات العقدية؟» 


من النظرية الرئيسية للجبر [كل حدودية في © لها جذر]» الحدودية المميزة (/)4 يجب أن يكون لها جذر. [أنظر المبرهنة 
016 


6 الحدودية الأصغرية 

تعريف: لتكن 48 مصفوفة مربعة -8 فوق حقلٍ !, ولنرمز ب (3)8 إلى تجميع كل الحدوديات ()1 التي تحقق 0 > (68. 
[لاحظ أن (108 أب جموعة خالية لأن الحدودية المميزة (4),رك ل 8 تنتمي لهذا التجميع]. لتكن (50 الحدودية واحدية 
المعامل الر. ركيسي وذات الدرجة الادنى في (1)8. إذن؛ تسمى (501 «الحدودية الأصغرية, ل 8 

سوف نستخدم في هذا القسم المبرهنات التالية, والتي سوف تتم البرهنة عليها لاحقاً: 
مبرهنة 11.16 إن الحدودية الأصغرية (700 ل 8 تقسم كل حدودية تكون 48 جذراً لها. وعلى الخصوصء فإن (1001 تقسم 

الحدودية المميزة (/)ة ل 84. 

مبرهنة 12,16: يكون للحدوديتين المميزة والأصغرية لمصفوفة 8 نفس العوامل غير الخزولة. 

إن هذه العبرهنة لا تقول بأن )4 > (800 ؛ ولكنها تقول فقط أن أي عامل غير خزول في إحداهما لا بد أن يقسم الاخرى. 
وعلى الخصوص, وبما أن أي عامل خطي يكون غير خزول. فإنه يكون ل 800 و (/)2 نفس العوامل الخطية: وبالتالي؛ يكون 
لهما نفس الجذور. 
مبرهنة 13.16: إن سلمياً .2 يكون قيمة ذاتية ل 8 إذا وفقط إذا كان ]2 جذراً للحدودية الاصغرية ل 8 
مبرهنة 14.16: لتكن المصفوفة المركبة القطرية: 


4 
0 


إذن: الحدودية الأصغرية 00 ل تكون المضاعف المشترك الاصغر للحدوديات الاصغرية لل ,8 


2 2ت .4 
المسألتان 88.16-87.16 تتعلقان بالمصفوفة 0 وت )- 4 
22 3 


56 أوجد الحدردية المميزة (/)4 ل-8, 


,-4 


ل 2-1 -) د هدرو و3 )له - اماد ريد 
3- 


أوء بشكل بديل, ‏ ”(1 -2()4 -) -ة ديو+ دمع زما د عزررم خريك “*ررش) + رمعب ثت د رين ٠‏ (هناء يهة هق 
متعامل ,8 في 5. أنظر المسألة 9.16). 
6 أوجد الحدودية الأصغرية (0 ل 2 


ق الحدودية الاصغرية 8000 يجب أن تقسم )4 . ايضأء كل عامل غير خزول في (40 , أي 12 4-21 يجبا أن 
يكون عاملاً في (00. إذن» يجب أن تكسون () واحدة من الحدوديتيسن التاليتين: (2(6-1- 4 - 40 او 
2( > )(2 - م ع رع نجرب ())؟, فنجد أن 


8 40 2 2- 2103 2 2 
0 0 00 4د 0 28 0-6 --2()4 -م)ء: رهم )ل 
0 98 0 2 2 13 2 :2 
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296 


50,16 


521.16 


52216 


5316 


54.16 


525.6 


وبذلك. تكون 36+2- 2 > (1 - (2 - »6 > ()م - 100 الحدودية الاصغرية لله 


2 2- 3 
المسالتان 90.16-89.16 تتعلقان بالمصفوفة 3 4ت 00 
5 2-3 


أوجد الحدودية المميزة (4)4 ل 4. 


0 20-1 -ع) دج ليو + تيو - <ا8 د اديه 


أوجد الحدودية الأصغرية (00: ل 8. 


1# الحدودية الأصغرية (28:0 تكون واحدة من الحدوديتين التاليتين: 


نختبر ()1: فنجد أن 


(1-)2 -) - 0)» لى 226-12 -» - راع 


2 2 2-/ 2 2- 2/2 1-2 
مك 4 006 5- 010 6- 0-4 - شاالة - ه)- رهار 
هي :2 هأ /ه ه ه«الة 2-3 


وبذلك 1)0 * (000. ينتج عن ذلك أن 2()6-1(2 -) - ()ج > 5000 هي الحدودية الأصغرية ل 8. [لسنا في حاجة 


لحساب (8)18؛ ونحن نعرف: من مبرهنة كايّلي ‏ هاملتون, أن 0 > (8)8]. 
المسائل 93.16-91.16 تتعلق بالمصفوفات التالية [حيث 0 * 3]: 


0 © م 
2 سن | 


1# الحدودية المميزة ل تكون *(ه -4)- ()ك . نجد أن 120( - 4؟ 
ودية الممير .تكو 


هدمهه 
ه وده 
وه هد 


أوجد الحدودية الأصغرية (50 ل 4. 
وبالتالي» “(2-/) - ()ق )م . 
أوجد الحدودية الأصغرية (0) ل 8, 


18 الحدودية المميزة ل 8 تكون '(( -/) -()4 . [لاحظ أن (700 تكون واحدة من الحدوديات .21-7 44-205 أى 
“زر- 4]. نجد آن #0 *زلة - 8" وبذلك. *(2-)) -()ة - اس . 

أوجد الحدودية الأصغرية (00: ل ©. 

8 الحدردية المميزة ل © تكون *(2-) 400 . نجد أن #0 *(11 - ©): وبالتالي, '(6-2) ح (ي)ك -0)» . 
عمّم النتيجة في المسائل 93.16-91.16. 


018 التكن المصفوفة 24 المربعة -2 حيث عناصرها القطرية تساوي .2؛ وعناصرها على القطر الثانوي العلوي تساوي 8 حيث 
0 


هد 


إذن» تكون "(( - )) - (50 الحدوديتين المميزة 


06م 5 
لتكن [ير 0 حيث 4 و 8 مصفوفتين مربعتين. بِيّنْ أن الحدودية الأصغرية (100 ل 74 تساوي المضاعف المشترك 
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الفصل 16 © 407 


الأصقر للحدوديتين (80 و (0/ له و 8 على الترتيب. [إن مبرهنة 14.16, التي تعمم هذه النتيجة, تتبع مباشرة من هذه 
النتيجة وذلك بواسطة الإستقراء] 


لغ بما أن (00: الحدودية الأصغرية ل 84 إذن 0- 9 (ي"”) - روم وبالتالي 0 - (8)م وى 0- (8)م بما أن 


)8 الحدودية الأصغرية ل 8 فإن ()ع تقسم 000 وبالمئل 000 تقسم (00. وبذلك, تكون 5)0 مضاعفاً ل 0)ع و 800 

ا د 7 060 80 م 0 

لتكن الآن(1)0 مضاعفاً آخرل ()8 و 0)؛ إذن. كان سر )مر ولكن 307 الحدودية الأصغرية 
ل04؛ ويالتالي؛ )0 تقسم (101. إذن» تكون 5000 المضاعف المشترك الأصغر ل (1) و (80 


5616 أوجد الحدودية الأصغرية ()2 المصفوفة. 


3 

0 
ههه هه 5 
وده هه هه 
ه ودشروا وه 
هه دسا ههه 
© مها ههه 
مهو وا ماده 
دهه هادي 


4 
" لتسك| الى * إ«مماحت (ر 6)حه (وَ ١2-05‏ (3 ()ده. دم 
م0 
وبذلك, تكون (0 المضاءف المشترك الأصغر للحدوديات الاصغرية ل ه, 8, ©, 8. نستخدم المسألة 94.16 فنجد أن 
الحدوديات الأصغرية ل 8. © 2 تكون 2(2 -), 6-5 على الشرقيب. وتكون الحدودية المديزة ف ف 
2- 


م ل لي الك ست 00 


وهي كذلك الحدودية الاصغرية ل 8, لأن عامليهما مختلفان. وبذلك. تكون (7001 المضاعف المشترك الأصغر ل 2(2 -6, ل, 
1-5 (200-5 -). ينتج عن ذلك أن (2(26-5 -غ2) - ()م. 
المسائل 100.16-97.16 تتعلق بالمصفوفات النالية 


0 25-00 310060 0 0600م 
6 0206 6 03606 0 01260 
0 2 + 06 وإجم 30 ]دم 0 66 مإعه 
اح ا 0606031 6 060060898 
0 3 0069060 006066062 


9-6 أوجد الحدودية المميزة (/)4 ل ى. 
8 الاحظ أن 8 مصفوفة مركبة قطرية؛ بمصفوفات جزئية قطرية. 
4-5 2 4 
(2 )جيه 3 و)حيم ‏ ©#حيم 
إذن» تكون ()4 جداء الحدوديات المميزة )رك ؛ )يك : ()ج4 ل يرث يرث يرث؛ على الترتيب. بما أن ,8 و _4 مثلثتيان, فإن 
*(0-2)- مارة و(2-) -0)رة . ابضاً (2(6-7-)) د4ز ديف 2 -()ية . وبذلك 
(7-)(2- ؛) -()4 . [7000-5عع04 كما هو منرقع] 
98-6 أوجد الحدودبة الأصفرية 800 ل-8. 
الاحظ أن الحدودبات الآأصغرية (),8: (ا)ر (00. للمصفوفات الجزئية القطرية ,8: ي8 ,ذ» على الترتيب» مساوية 
للحدوديات الممبزة؛ أي أن *(2 - )) ع ()رص. (2(0-7 -)) - رايس 1-7 ()ي5. ولكن (00: تساوي المضاعف 
المشترك الأصغر ل (83)0, (1)ي5: (00)ي5. إذن ‏ (2(20-7 - ) > )م 
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8 لا القيم الذاتية والمتجهات الذاتية, التقطير 


2.6آ52 


100,16 


10116 


102,16 


103,16 


أوجد الحدودية المميزة ()4 والحدودية الاصغرية () ل 8 


8 مصفوفة مركبة قطرية بمصفوفتين جزثيتين قطريتين 
'80 4 2 
1 
7 ا 0 3 


نجد, من المسالة 94.16 أن الحدودية المميزة والأصغرية ل ,8 تكون 3(2 - )) > ()1. والحدودية المميزة والأصغرية ل 8 

تكون ث3 - )> 0)ع. ربذلك. 4-3(5) -()ع0)/- ()ة . ولكن 3(7- ) - (()ع,0)5)0عج > (00. (وهى حجم أكبر 

مصفوفة جزئية) 

أوجد الحدودية المميزة (4)0 والحدودية الاصغرية (00 ل ©. [لاحظ أن © مصفوفة سلّمية؛ أي أن 31 > ©] 

بما أن © مثلئية, إذن “(2 -4) > ()6 . لديناء من جهة أخرى أن .4-1 - ()ه لآن 1-0( - 6. 

لتكن 4 أي مصفوفة مربعة. لنفترض أن 10,40 و (0,0: حدوديتين واحدتي المعاملين الرئيسيين» بدرجتين أصغريتين» وتكون 4 

جذراً لهما. بيّن أن )ير > 78,09 

18 لتكن ,هدوم - ,«دوعك -5. ولنفترض أن )رمد 5,)0. إذن. يكون الفرق 0)ر» - 5,000 > 100 حدردية, 

تكون ه جذراً لهاء وبحيث أن 8 >1 068. نقسم ؟ على معامئها الرئيسي. فنحصل على حدودية واحدية المعامل الرئيسي , 

تكون 4 جذراً لها. وبحيث أن « > عمل - “1 ه6ل. يناقض هذا أصغرية ,«دى ر0. وبذلك. 500 > (0. 

أثبت مبرهنة 11.6. 

1 انفترض أن (1!0 حدودية تحقق 0> (0)8. نعرف, بواسطة خوارزمية القسمة, أنه توجد حدوديتان (9)0 ى ()1 تحققان 
0). + 0)0()م - ()4, بحيث أن 0ع 0)د أو (720جع0 > (0)0ع06. نعوض ب ثْ -) في هذه المعادلة. ونستخدم 
0-(8) و5)4(>0, فنحصل على 0>-(8.. إذا 0* (0), إذن, تكون (): حدودية, درجتها أقل من درجة 4000 

وتكون 4م شنفيا لها. يناقضش هذا تعريف الحدودية الأصغرية. وبذلك. 0 > ()5؛ وبالتاليء ()وه)م ع ()1. أي أن اام 

تقسم 1)0. 

لتكن ()5 الحدودية الأصغرية لمصفوفة 4 مربعة -5 بِيّن أن الحدودية المميزة ل1/ تقسم "(5)0). 


لنفترض أن © + ار_0+..+ '“كارن + ©“ - (00. ولننظر في المصفوفات التالية: 


ع8 
ف +4 د ,8 
اي + من + ثم ديق 


إذن 
ايضاً 
زوجي ١+‏ + خا + له) ارم 
(4)س - ا 
قاع 
تشع جر _رهه ج جرهة رج 8“ ,ع ()ه 
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الفصل 16 0 409 


إذن ( رهش ١+‏ + ههه ا عرظها م حل هاج س8“ جر “)ع ()8 ٠زم‏ - ل) 
ممه - (_رظ4 - ,)ا + ٠١‏ + ( رهف - ي8)ة + ليق - ,8) 7-1 + م8" 

اع + ققريع جل ب إتكيح + [اأسنويع + 01 

)م ع 


المحددة الطرفية تعطينا “(()2) ع اآن)سا > اضاظا اله - 1 . بما أن |1800 حدودية؛ إذن. 81 -1]|) تقسم 
*(5)0)؛ أي أن الحدودية المميزة ل 4 تقسم "(5)0). 


6 أثبت مبرهنة 12.16 


8 لنفترض أن (1)1 حدودية غير خزولة. إذا )1 تقسم (00 إذن ()؟ تقسم (4)ى , لأن 210 تقسم (7)ك . من جهة أخرى, 
إذا )1 تقسم ()اه ٠‏ فإن ()1 تقسم "((0)1), وذلك بواسطة المسالة السابقة. ولكن ())؟ غير خزولة, وبالتالي (1)0 تقسم )10 
أيضاً. وبذلك, يكون ل 00 ى ()ك نفس العوامل غير الخزولة. 


56 ليكن 1 مؤثراً خطياً على فضاء متجهي ‏ منته البعد. بيّنَ أن 7 يكون عكوساً إذا وفقط إذا كان الحد الثابت في الحدردية 
الأصغرية (المميزة) ل 7 مختلفاً عن الصفر. 
8 لنفترض أن الحدودية الاصغرية (المميزة) ل 1 هي ىه + غره....+ “ايف مك 40 إن كل واحدة من القضايا 
التالية مكافئة للتي تليهاء بسبب نتائج سابقة: () 17 عكوسة؛ (7)31 غير شاذة؛ (111) 0 ليس قيمة ذاتية ل 1؛ (019 0 ليس جذراً 
ل 5)0؛ (0) الحد الثابت م8 ليس ططفراً. وبذلك. يتم إثبات النتيجة. 

6 لنفترض أن > /0107. وليكن /اج/1 :3 مؤثراً عكوساً. بيّن أن 77 يساوي حدودية في 7 لا تتجاوز درجتها 0. 
8 لتكن (820 الحدودية المميزة ل 7. إذن.ىم +عرع + ...+ 70/ر_رم+ 7ع ():جء حيث 8 > + بما أن 7 عكوسة؛ إذن 
0 يه ويكون لدينا 0 - يم + “رم + +..١‏ 7777,. .ره + “7 -(0)3 ٠‏ وبالتالي 


3-1 (ار جح ترا الك ل - ا ل ا 
5 : 


107016 ليكن 7 توسيعاً لحقل 4. ولتكن 48 مصفوفة مربعة :8 فوق ك5. لاحظ أنه يمكن أيضاً إعتبار 4 كمصفوفة ‏ فوق 5. من الواضح 
أن للم - )| > له -101. أي أنه يكون ل 4 و لل نفس الحدودية المميزة. بِيّن أنه يكون ل 4 ىه نفس الحدودية 
الاصغرية أيضاً. 

8 لتكن (80 و (804 الحدوديتين المميزتين ل 8 و 8, على الترتيب الآن؛ تقسم (10')1 كل حدودية فوق 7 تكون 8 صفرأ 
لها. بما أن 8 صفر ل (500, وبما أنه يمكن النظر إلى (180 كحدودية فوق ", فإن (0'0 تقسم (700. سرف نبين أن (10)0 
تقسم (8')0. 
بما أن (2000 حدودية فوق 1 (وهو توسيع ل 12), فإنه يمكننا كتابة ‏ ,1006 +...+ ي36)ي؟ + + رطق),؟ > )0 حيث 
)) حدوديات فوق , وحيث ,0....., تنتمي إلى 5 وتكون مستقلة خطياً فوق ك5. لدينا 
0 > ,قرف )+ +٠٠١‏ يطلشار + ,طرف )رم - زم)'م ع2 
ليكن ”,م المدخل [ذ في (8)؟. إن المعادلة المصفوفية أعلاه تقتضي أن 0 - طاثرأم + ٠.١‏ + 6ع + ,6(/إه ٠‏ من اجل كل 
ذوج (11) بما أن ال ,ا مستقلة خطياً فوق , وبما أن ال 6 ع )م , فإن كل 0 7م . إذن: 
40-0 ....,0- 40)ير ,0 (4 )ير بما أن ى صفر للحدوديات ())؟ فوق 16 . وبما أن 000 هي الحدودية الاصغرية 
ال 8 بصفتهما مصفوفة فوق #5. فإن (200 تقسم كل واحدة من ال 5)00. ينتج عن ذلك. ومن (1): أن (500 يجب أن تقسم 
800 أيضاً ولكن كل حدوديتين واحدتي العاملين الرئيسيين.وتقسم كل واحدة منهما الأخرى,يجب أن تكونا متساويتين وبذلك, 
()'0 > (0)0, كما هو مطلوب. 
108.16 تكن (لا.4 قا 


كيرا بعد ل 0 4ن 


وناجب» + رنابو6 > (ون)1 
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0 3 القيم الذاتية والمتجهات الذاتية, التقطير 
ديّن أن 7*20. وبذلك, تكون حدودية 17 الأصغرية في الشكن “اع 8:00 حيث 8 > 1 
© يكفي أن نبين أن 
00-0 لك 
من أجل ...1 > [ لأنه ينتج عنستد أن 0س (0)/-»7 > (زرن)11)-*3 عدرره)*7 . من أجل 1,...2 2 في وأن 1*0 
لآن لاس قاعدة. 
نثبت (1) بالاستقراء على [. الحالة 1 2[ صحيحة قرهيد وتتيّع الخطوة الاستقرائية [من أجل م...2 > ل من 


(برشريه ع دج رصريه)' 11 > (زرم3)! 11 - (رن/7 
اا ا ل 


7 


6 خواص أخرى للقيم والمتجهات الذاتية 

6 لنفترض أن ,3 قيمة مطلقة لمؤثر عكوس '7. بين ان 2.7١‏ اقيمة ذاتية ل 1-1 
8 بما أن 1 عكوس, فهى غير شاذ أيضاً؛ وبالتالي 0 *.2. يوجد, من تعريف القيم الذاتية, متجه غير صفري “ يحقق 
برو ع (100. نطبق 7 على الطرفين. فنحصل على (0)'-21 ع (برة)0 1ع + وبالتالي» اتج ع (45-10 أي أن 207 
قيمة ذاتية ل 7-1 

110.16 لنفترض أن ” متجه ذاتي غير صفري لتطبيقين خطيين 5 و '7. أثبت أن ؛ متجه ذاتي ل 7 + 8. 
8# لنفتس سرض أن (20 > (8300 و ()ية > 7000 إذن. "لية + ,3) ع ؟ي3 + ابرع 100 + 500 ع (0( + 8. 
وبذلك, يكون ١‏ متجهاً ذاتياً ل 7 + 5 مقرناً بالقيمة الذاتية ي2+ ,3 


6 لنفترض أن ؛ متجه ذاتي غير صفري ل 1. بِيّن أن متجه ذاتي ل من اجل أي 16 © 6. 
1# ليكن /نز ع ()1. إذنء :20 > (ز)! ك (100 ع (1(0). وبذلك يكون 7 متجهاً زاتياً ل 7 مقرناً بالقيمة 
الذاتية ,0ا. 
6 لنفتوض أن .3 قيمة ذاتية لمؤثر خطي 7 (أ) بيّن أن 32 قيمة ذاتية ل*1. (ب) بعمومية أكبر, بيّن أن “.3 قيمة ذاتية ل "1 
من أجل 1< ه. 
فا بما أن .2 قيمة ذاتية ل 7, فإنه يوجد متجه ذاتي غير صفري 7 بحيث أن 309 > (50. 
(1) لدينا ‏ »2 > (بيزيز > ((1)0يز > (ن()1 > ((1)10' ع (1200. وبذلك. تكون 32 قيمة ذاتية ل 12 
(ب) لنفترض أن 5<1, وأن النتيجة صالحة من أجل .5-١‏ إذن» 
بوه رين قر ع زز]) تيز د زا -“ي()1 كد (ز) !"701 > (73)0. وبذلك تكون "3 قيمة ذاتية ل *5. 
6 لنفتوض أن .3 قيمة ذاتية لمؤثر خطي ل 7. بِيّن أن (1)0 قيمة ذاتية ل (1): من أجل أي حدودية (10. 


© يوجد متجه غير صفري بحيث أن 30 > (709. لنفترض أن يه+ 84+...+ ثيه > (),. إذن» 
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11416 


115.16 


11616 


016آ11 


116,16 


الفصل 16 6 411 


(طائمه + زساله + +٠١‏ (م)"1مه - (سازلره + كلع + ١.‏ + *1يم) - (7()0ار 
(0)زمه خهيه + +٠١‏ كذيم)ع سه + سرع + +٠٠١‏ كزيع - 
)م 
وبذلك. تكون (0)؟ قيمة ذاتية ل (1)5. 
لتكن ة مصفوفة مربعة -5 بحيث أن 0- *ه, من أجل بعض ‏ 2< 8. بيّن أن 0-"ق. 
8 هناء لم جذر ل “> ()4. بما أن الحدودية الأصغرية 0) ل اث يجب أن تقسم (1)؟: يكون لدينا ‏ > (00, من أجل 
1 > *. ومع ذلك فإن درجة (0)1 لا يمكن أن تتجاوز درجة الحدودية المميزة ()4 ل-.4 والتي درجتها «. وبالتالي: تكون .4 
جذراً ل > 000 من أجل 8 > :. وبذلك. تكون 4 جذراً ل "). 


ليكن /1ه/1: مؤثر إسقاط. أي أن 8 > *8. بيْن أن 8 قابلة للتقطير ويمكن تمثيله بمصفوفة قطرية (0 ,1) - م 

8 بما أن 52-8 فإن مؤثر الإسقاط 5 يكون جذراً (4-1) ع )- 2 > ()1. الحدودية الاصغرية (0)0 ل 5 تقسم 
(50. وبذلك يكون ل (700 جذران مختلفان. وتكون © قابلة للتقطير. القيمتان الذاتيتان يجب أن تكونا 0 أو !, أو 0 و 1 معاً. 
وبذلك؛ يكون للمصفوفة القطرية 4 الممثلة ل 8 العدد 1 و/ أو العدد 0 على القطر. بوضع المتجهات الذاتية للقيمة الذاتية 1 أولاً, 
سوف يكون ل 4 الشكل المطلوب. 

لتكن حدودية إختيارية واحدية المعامل الرئيسي ,ه +؛,ع + ٠.١‏ + !””ير_رى + “ع (4)ل . عرّف المصفوفة المصاحبة هم ل (10. 


8 8 مصفوفة مربعة :7 تكون مداخلها التي على القطر الثانوي السفلي !, وسَوَالب المعامل على عمودها الأخير, أما بقية 
المداخل فتكون صفرية: 


مد 0 0و0 
0-6 160 
8- 0 2601م 
بمه- 2601 0 0 


إن الحدوديتين الاصغرية ()71 والمميزة (/)4 تساويان كلاهما الحدودية 6)0. 


أوجد مصفوفة 48 تكون حدوديتها الأصغرية 6+8 + 5)2- اث 


1ه- 0000 
ل لتكن 8 المصفوفة المصاحية. لي | 6- 0 م 
5 1 6 


أوجد مصفوفة 8 تكون حدوديتها الاصغرية 4 +76 + 2/2 ثرو مر 
8 لتكن 8 المصفوفة المصاحبة؛ أي 


لجس 0 0 

7 0086( 
: م زر ماءهة 
5 1 08 0 
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17 الفصل‎ ١ 
الأشكال القانونية‎ 


ليكن '3 مؤثراً خطياً على فضاء متجهي منته البعد. وكما رأينا في القصل السابق, قد لا يكون ل 1 تمثيل مصفوفي قطري. 
ومع ذلك, فإنه يظل ممكناً «تبسيط» التمثيل المصفوفي بعدد من الطرق. وهذا هو الموضع الرئيسي لهذا الفصل. وسوف 
نحصل, يوجه خاص, على «مبرهنة التحليل الأولى», وعلى الشكل «المثلتيء, وشكل «جوردان», والشكل «المنطق». 


7 الفضاءات الجزئية اللأمتغيرة 


117 


37 


24217 


5.17 


42 


عرّف فضاءً جزثياً لا متغيراً لمؤثر خطي. 

8 ليكن /1+"| :3 خطياً. نقول عن فضاء جزثي 17 ل / بأنّه «لا متغير» تحت 7, أو «لا متغير -7,, إذا كان '7' يطبق 00 
على نفسه, أي إذا كان 77 © ٠١‏ يقتضي 77 © (700. وفي هذه الحالة, تعرّف '1 (بعد تقييدها على 17) مؤثراً خطياً على 1, 
أي أن 7 تدخل مؤثراً خطياً /إزه]| :2 معرّفاً بواسطة ()7 <(7)0 . من أجل كل 378 © 8. 

المسائل 5.17-2.17 تتعلق بالتطبيق الخطي 8 +ب*7:8 الذي يدير كل متجه حول محور -2 بزاوية 0 (كما موضح 
بالشكل 1-17)/ أي أن 8,2 دمء برع 6 هلة ,0 هن بو - ه دمه ع0 ع (رلل.)1. 


شكل 1-17 


ليكن 77 المستوى -لا» في 83. هل // لا متغير تحت '1؟ 
15 كل متجه (0,ث,ة) -< 8 في المستوى -ا* (أي 17) يبقى تحت التطبيق '1 في 77 كما يوضح ذلك الشكل 1-17. وبذلك» 
يكون /17 لا متغيراً تحت '1. تقييد 7 على 7 يدير كل متجه في 77 حول نقطة الأاصل 0. 


ليكن ١7"‏ المستوى “.لا في *8. هل '/11 لا متغير تحت '1؟ 

88 إن متجهاً غير صفري (,0,8) > 0 في “10 لا يبقى في "18 تحت 1 (إلا إذا 8- ” إى مضاعفاً ل 7 ). وبذلك, “إلا 
لا يكون لا متغيراً -5. 

ليكن لا محور -2 في 87. هل يكون 1 لا متغيراً تحت '7؟ 

8 يكون لدينا نا ع (3)0, من أجل أي (0,0,2) > نا في لا. وبذلك, يكون 11 لا متغيراً تحت '7. في الحقيقة. يكون تقييد 
”7 على لا هو التطبيق المحايد على [1. 

ليكن '/آ محور -* في 83. هل '[ا لا متغير تحت 41 

8 إن متجهاً غير صفري (0)2,0,0 في ''] لا يبقى في 'آ تحت 7 (إلا إذا 8> 0# أو مضاعفاً ل 7 ). وبذلك؛ لا 
يكون '/1 لا متغيراً تحت '3: 
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717 


5.17 


57 


1017 


1117 


1217 


1317 


1417 


الفصل 17 © 413 


ما هي العلاقة (إن وجدت) بين المتجهات الذاتية لعؤثر خطي 7 وفضاءاته الجزتية؟ 
ل آلا كان ” متجهاً ذاتياً غير صفري ل 17, غإن (9) 28م فضاء جزثي لا متغدر أحادي ‏ اليعد كه وبالعكسء إذا كان 
الا فضاء جزثئي لا متغير احادي البعد ل 5, فإن أي متجه غير صفري في للا يكون متجهاً ذاتياً ل 7 
المسائل 10.17-7.17 تتعلق بأي مؤثر خطي الاج :2 . 
بيّنَ أن (0) لا متغير تحت 7. 
لدينا (0) 06 > (5100 وبالتالي يكون (0) لا متغيراً تحت 7 
بيّن أن 7 لا متغير تحت '7. 
1# لدينا 7 ©(230 من أجل كل ل © 7 إذنء يكون / لا متغيراً تحت 17. 


بيّن أن نوأة '7 لا متغيرة تحت '1. 


8 ليكن 7غ © ل . إذن. 16:7 0 (100 لآن نواة 7 فضاء جزثي في /1. وبذلك. تكون 1867 لا متغيرة تحت 
7 


8 بما أن 7 700 من أجل كل © “, فهي بالتاكيد صحيحة إذا 5031| © *. وبالتالي. تكرن صورة 7 لا 


5 
2 


2 


أوجد كل الفضاءات الجزئية اللأمتغير: ل( 3 


- )4 باعتبارها مؤثراً على 82. 
هط لديناء اولاً. أن 82 ى (0) فضاءان لا متغيران تحت 8. الآن, إذا كان ل 4 أي فضاءات جزثئية لا متغيرة أخرى, فهي 


يجب أن تكون احادية البعد. ولكن الحدودية المميزة ل 4 تكون 


1+ مع إلى دناء ز)ث 


| 5 :32 
2+ 1- 
ذاتية (في 8)؛ وبذلك لا يكون لها متجهات ذاتية. وبما أن الفضاءات الجزثية اللامتغيرة أحادية . البعد 

تتعلق بمتجهات ذاتية؛ فإن 842 و (0) هما الفضاءان الجزثيان اللامتغيران الوحيدان تحت 8. 


لنفترض أن (/8ا) تجميع لفضاءات جزئية لا متغيرة -5 في فضاء متجهي ل. بيّن أن التقاطع: ,3 0 > 738 يكون أيضاً لا 
متغيراً -7. 


0 ليكن 617©: إذن ,© 0, من أجل كل أ. بما أن ,79 لا متغير -5/ فإن ,/ © ()7 من اجل كل 1 إذن 
,/لار6 > 3 © 700 وبذلك يكون 7 لا متغيراً -1. 


مبرهنة 1.17: ليكن 1/17 :1 خطياً. وليكن )1 أي حدودية. إذن؛ تكون نواة (1)1 لا متغيرة تحت 1 
أثبت مبرهنة 1.17. 


9 لنفترض أن (6+15 © «. آي أن 0 (107(00. يلزمضا أن نبين أن (700 تنتمي ايضاً إلسى نواة (4)05: أي أن 
0- 1500100 بما أن 0لا 44006 فيكون لدينا (70> 077. وبذلك. 0 > (1)0 - 5(9)]] ع (00, كنا 
هى مطلوب. 


حيث 4 


95 50006 5 5 20 4 
مبرهنة 2-17 لنفترض أن 13 فضاء جزئي لا متغير ل/1+-/7:17. إذن, يكون ل 7 تمثيل مصفرفي مركب 2 00 
تمثيل مصفوفي ل 15, تقييد 7 على للا 


أثبت مبرهنة 13.17 
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4 28 الأشكال القانونية 
8 نختار قاعدة (ل«ر...ى, نا ل للآ, وتوسعها إلى قاعدة ‏ ( اسرا#رس 49 ال 17 إذن 


لدج رسدريه د ( )2 > لم2 
:+ ,سرريه > (ي«)1 - (2)0 


00+ اررظ > ( 
+٠‏ اررق ج ( 
2 


ولكن مصفوفة 7 في هذه القاعدة هي منقولة مصفوفة المعاملات في منظومة المعادلات اعلاه. ولذلك؛ يكون لها الشكل 


9 ) حيث 4 منقولة مصفوفة المعاملات للمنظومة الجزثية الواضحة نجد, بنفس الحجة, أن 4 مصفوفة 7 بالنسبة للقاعدة 


6 
كين 

المسالتان 16.17-15.17 تتعلقان بالتقييد 4 لمؤثر خطي 7 على فضاء جزئي لا متغير /0؛ أي أن (700 < (7]0 من 
أجل كل / © 8. 


15.17 أثبت أن: ()(7)/ - (7()0), ؛ من أجل أي حدودية(0). 
إذا 400-60 أ إذا ()؛ ثابتة؛ أي درجتها 1. فإنه من الواضح أن النتيجة تكون صحيحة. انفتسرض أن 
1 < و -4ع06, وأن النتيجسة تتحقسق من أجل حدوديات درجاتها أقل من «. لنفتسرض أن 
يعمج + “رمه + "ره > (4لثر. إذن 


((ليه علج كيه + "[يه) - (س)()ر 
(سا(ايه جد + 17-1 ر_يه) + ((10)( 6,17 
(سازليه جه 7"71,ردييه) + ((0)7)0 37م 
00 


7 اأثبت أن: الحدردية الاصغرية ل 7 تقسم الحدودية الأصغرية ل 1 
© التكن (0 الحدودية الأصغرية ل 7. إذن؛ ومن المسالة 15.17, يكون لدينا 0 > (0)0 - (م)(1):, - (2)1()0 من 
أجل كل /, © ؛ أي أن “4 صفر للحدودية (). وبالتالي؛ فإن الحدودية الأصغرية ل 7 تقسم ()0. 

7 بين أن كل فضاء جزئي ل لا يكون لا متغيراً تحت 1 و 0, أي المؤثرين المحايد والصفري. 
8 النفترض أن /7 فضاء جزئي في لا, وأن 180 «. إذن, 618 > («)1 و0( 0 (00. وبذلك. يكون ١9‏ لا 
متغيراً تحث 1 و 0. 


:2 
24> 5 
© هناء, 3+16/-(4)0 هي الحدودية المميزة ل 8. لا توجد قيم ذاتية (في 82), وبالتالي لا توجد متجهات ذاتية. 
ويذلك, لا توجد فضاءات جزشية لا متغيرة أحادية ‏ البعد. ينتج عن ذلك أن (0) و 82 هما الفضاءات الجزئيان اللامتغيران -7 


7 حذد الفضاء الجزثية اللأمتغيرة ( ) -4, باعتبارها مؤثراً خياً على *8. 


الوحيدان. 
97 حردّد الفضاءات الجزئية اللامتغيرة للمصفوفة ‏ أعلاه منظوراً إليها بأنها مؤثر خطي على 2©. 

بمساآأن (/4 -))(/4 +ع) - 16 + 2- ()كى . فإنه توجد قيمتان ذاتيتان 41 2 و41 - 5 يق2. بوضع 

4-0 - ابل نحصل على حل غير صفري (2,1-21) < ,7 وبوضع 20 ,لاله - أب تحصل على حل غير صفري 

(2,1-21) > ,لام وبوضع 0- ,1-4(90ي3) نحصل على حل غير صفري ((2,1+2) - ,7 وبذلك, فإن الفضاءات الجزثية 

اللأمتفيرة الوحيدة هي: (0) , ©©, (2,1-21)صدمه ع ,للاء (30)2,1+21م5 


المسائل 23.17-20.17 تتعلق بفضاء جزكي /8 يكون لا متغيراً تحت /جلا بق و الإجال 2 
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الفصل 1# © 418 


7 بيّن أن 7لا متغير تحت 15+ 8 


ليكن 17 © *. إذن. 9( © 5000 وى 9© (500. بما أن / فضاء جزثي, فإن ‏ /28 (700 + 5000 لذلك. فإن 
(70+ 500 > (7008 + 5) ينتمي إلى /1. إذن» يكرن / لا متغيراً تحت 1+ 5 
23-17 بين أن /7 لا متغير تحت 5*1. 
8 ليكن 39ج « إذن, الاك زب وبالتالي /ل © (()50 > (5*2)5). إذن, يكون /لآ لا متغيراً تحت وبر 
7 بين أن ١/‏ لا متغير تحت 7 من أجل كل - )1 © ]. 
© ليكن لاع إذن /لا© (708. بما أن 78 فضاء جذئي إذن 7 © (1600 وبذلك 100 - (61(00) ينتمي 
إلى #آ. إذن: يكون /لا لا متغيراً تحت 17 
7 بيّن أن /7/ لا متغير تحت (5)5. من أجل أي حدودية 100 
ل نجدء من المسألة 21.17 أن 7 لا متغير تحت *5, ونجد بالاستقراء أي 7 لا متغير تحت *7/ من أجل أي 0 
ونجد, من المسألة 22.17. أن 7 لا متغير تحت *3,7 من اجل أي سلمى يه أيضاً يكون /7 لا متغيراً تحت 1. حيث 1 التطبيق 


المحايد (وذلك بسبب المسالة 17.17). أخيراً. ومن المسآلة 20.17, يكون /// لا متغيراً تحت آي + 8,5 +...+ "3,7 بتعبير 
آخر. يكون 7 لا متغيراً تحت (1)1 من أجل أي حدودية ()1 


7 المجاميع المباشرة, المساقط 
7 عرّف المجموع المباشر لفضاءات جزئية والمساقط المقابلة لها. 
قا يصطلح على أن فضاء متجهياً /ا «مجموع مباشر» لفضاءاته الجزتية ‏ ,/3ا..... 377 وتكتبه ‏ ,/10 ©...© ,1390© ,لات بار 
إذا كان في الإمكان كتابة كل متجه 37 ©" في الشكل الوحيد الا ++ رلا + ,لات لا حيث ,619 ,0.9 في مثل هذه 
الحالة, يكون مسقط ا على فضاءه الجزني /8 هى التطبيق /1<-/8:18 المعرّف بواسطة ,” - (8)00. [إن المسقط 1 
معرّف جيداً لأن المجموع من أجل ؛ وحيد. وهناك تطبيق إسقاط من أجل كل فضاء جزئي ,/9]. 
المسائل 28.17-25.17 تتعلق بالفضاءات الجزئية التالية ل 77 لا> المستوى -لإ*, /10- المستوى -2لا, 22 محور -2, 
(8 م نل)) ديا 


7 هل 8ا© لع ثه؟ 


ا لاج لدتعم لأن كل متجه في 27 مجموعٌ لمتجه في لا ومتجه في 17. ومع ذلك, فإن 87 لا يكون المجموع المباشر 
ل لآ و 11 بسبب عدم وحدانية مثل هذا المجموع! مثلاً, (1,3-,0) + 1,3,0) د (ارل,0) + (0,ل,1) > رترت |). 


7 هل 62 ناد تم 
8 يمكسن كتابة أي متجه 87 6 (ورطرة) كمجموع لعتجه في لا ومتجه فسي 2 وذلك بطريقسة واححدة فقط: 
(,0,0) > (0,طبة) ع (عرطرة). وبذلك. يكون 2 © [] - 83 

7 أعطينا 1 © [1 > 80 اوجد المسقطين رم و إل ل 77 على 1 و ماء على الترتيب. 


18 من أجل أي متجه 17 © (©.9.0). يكون التمثيل الوحيد كما يلي: ©,6,ة) + (0,ع - طرع - 4) > (ك,طا.ة). وبذلك, يكون 
نر و ,8 معزفين بواسطة (6,0- ليع - 2) د أبطه)ي8 و (معيت) > ,طيف8. 


مبرهنة 13.17 لنفترض أن ,/.....,17 فضاءات جزئية ل لا. وآن الى ...سن *) > ,8 قاعدة ل,/1 مسن أجل 
*. > 1. ولتكن 8 إتحاد كل متجهات هذه القراعد: 
() إذا كانت 8 قاعدة ل لا, إذن ‏ 8 ©...© ,37-13 
41 إذا ,13 ©...© ,/لاح لا. إذن تكرن 8 قاعدة ل /1 
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7 أعطينا .2 © 87-18 أوجد المسقطين م8 ى 52 في 1# وآ على الترتيب. 
8 التمثيل الوحيد هي لقيقية) + (شعية-,ط,0) - (#رطية), وبالتائي (هدعيةه-0) - (عرطية) 8 
و لهيهية) > (عرطبقظ. 

7 أثبت (0) في مبرهنة 3.17 


18 ليكن 17 02. بما آن 2 قاعدة من أجل 7؛ إذن 


بعر جيعد د حت يوامرك ل ال ل ا 


حيسث 1ك إل بمسسا أن لد ...ب رر] قإعسدة لإللاء إن بيرط + رار 8- إلى ويذليك يكون 
معيةه ل ع اورطع ١‏ رب ثقارمي ط+ ...+ يسرم ددن. بما أن 8 قاعدة ل 27 فإن ‏ يط ره من أجل كل ١‏ وكل أر 
وبالتالي /لع ,#؛ آي أن المجموع من أجل ؛ وجيد. ينتج عن ذلك أن 7 هى المجموع المباشر لل ,ا. 


حيث ,ال © بمب" م + ٠٠١‏ + ,ازيم عد ,بد . تبين بعد ذلك أن مجموعاً مث هذا يكون وحيداً لتفترض أن إسر + +٠٠١‏ + لماع با 


7 اثبت (11) في مبرهنة 3.17. 
8 ليكن ا ©8. بماأن / مجصوع مباشر لل ,لآ, فيكون لدينا ...+ بباح ١‏ حيث 13 © ,8. وبما أن 
0 قاعدة ل,الآ. فإن كل ٠,‏ يكون تركيبة خطية لل بن وبذلك يكون 7 تركيبة خطية لعناصر 8. وبذلك, فإن 8 
تولّد /. نبين الآن أن 8 مستقلة خطياً. لنفترض أن 0 حي "نيية + باللبية لبس بير البيية + ررااررة. الاحظ أن 
© التبيية + ابره يكون لدينا آيضاً 0+...+0+0 حيث ا 0. بما أن مثل هذا المجموع من أجل 0 


اما لما اسان 
وحيد. فإن 0 حت رركانيية +...+ بطري من أجل *.....1 -1. استقلال القواعد (ن*) يقتضي أن كل اله تكون 0. وبذلكء 


تكون 8 مستقلة خطياً. وتكون بذلك قاعدة ل /. 


7 ليكن ...© ,لاح /8, وليكن /1+/1 :4 تطبيق الإسقاط المعرّف بواسطة ١#,‏ - (800, حيث ‏ الاا» ,9ح ار 
3 © ,8 بين أن 8 خطي. 
8# انفتسسرض انسه من أجل 67لا اع فيل #يلحافية مسبت دكن + بن)ك باع 0 
ل ا لا مجاميعا وحيسدة مقابلة ل ن+لاى 60. وب الت السسي» 
(م8 + (مطس جك رح )8 او (ظناك يباك (8)60. إذن, يكون 8 خطيا. 
17 بيّن أن 8 - *8 من أجل تطبيق الإسقاط 8 أعلاه. 
© الدينااولاً أن 0ل ++ 0 بيس لعي 0 حي هو المجصوع الوحيد المقابل ل © ,00 وبالتالسي 
0ت ال اين (ر)ع)ظ - (820. من أجل أي 7 © ». وبذلك. 18 - 52 كما هى مطلوب. 
مبرهنة 7 لنفترض أن 1/17 :85 خطيٌ وأن 8 ح شظ إذن: 
() نع زد) من أجل أي 5 1ع نا. 
تامهم سلح لا 
(11) يكون 28 مسقط /ا على 8 12 
ملاحظة: انطلاقاً من هذه المبرهنة والمسألتين 31.17 و 32.17, يكون التطبيق الخطي لإجيا :20 إسقاطاً إذا وفقط إذا 
1 - 72. وغالباً ما يستخدم هذا التوصيف للإسقاط بمثابة تعريف له. 


اح ل )3 


7 أثبت () في مبرهنة 4.17. 
إذا 158 ناء إذن يوجد ع + يحقق انح (8)0: وبالتالي. :ع  8)(‏ (8*)0 - (8)850 - (8)0, كما هق 


مطلوب. 
7 أثبت (11) في مبرهنة 4.17. 
الب ن /ا©0. يمكنشنا 1 في الشك لل 800 ناج (0) ح ب. الآن, وبمسا أن 


0د رمع - راك رق ماك (زم80 - (()8 - يق تمك (0-5)0. ينتج عن ذلك أن 028 + قصل ح لا 
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الفصل 17 لا 417 


نفترض الآن أن 8 801 10 نجدء من (4) في مبرهنة 4.17, أن #ع (90) لان 9 0[© 8« لديناء من جهة 
آخرى. 0- (8 الان اظاععاعس إذن 0عدو و6 دع 8616.؟. هذان الشرطان يحققان أنّْ لا هو المجموع 
المباشر لصورة ونواة 8. 

7 أكبت (111) في مبرهنة 4.17 
ليكن »”©1٠0‏ ولنفترض أن #+ه > ١‏ حيث ‏ لي0©1 وى #8 الاحظ أن الا- (500 من () في مبرهنة 
7 و0(« لآن طعا وبالتالي نع 0ع باع (بو)8 + (8)4 - زوه وخا ع (ل)ظ أي 3 1 مسقط ا على 
صورته 

7 ليكن /1ج-1:م تطبيق إسقاط؛ أي أن 1- 82. بيّن أن 8 - 1 تطبيق إسقاط. 
808 -1ع (8 + 28 - 1) > (82 + 28 - 1) ع 152 - 1). وبذلك. يكون 8 - 1 إسقاطاً. 


7 تحليل مجموع - مباشر لا متغير 

7 عرّف تحليل مجموع ‏ مباشر لا متغير, لفضاء متجهي, بالنسبة لمؤثر خطي. 
8 ليكن /اجاا :2 خطياً. ولنفترض أن 7 يكون المجموع المباشر للفضاءات الجزثية (غير الصفرية) اللأمتغير 
0 اي 15 0 أ. إذن. نقول عن الفضاءات الجزئية ,الا.....,/17 أنها 
تختزل 7 أى أنها تشكل «تحليل مجموع ‏ مباشر لا متغيراً -1, ل /9. بالإضافة إلى ذلك. إذا كان ,7 تقييد 7 على 11 فإننا 
نقول أن 1 قابلة للتحليل إلى المؤثرات ,1 أي أن 7 المجموع المباشر ل ,1, ونكتب ‏ ,7 ©...© ,7 - 58 


7 ليكن “8+:7:8 المؤثر الخطي الذي يدير كل متجه حول محور -2 بزاوية 0[كما هى موضع في الشكل 7!-1]؛ أي أن 
(,8 دمع با 0 صلم ,6 مله بر-0 ومع ») > (#,,»)؟. بِيّن أن للا (المستوى -ا*) و لآ (محور -2) يشكلان تحليل مجموع 
مباشر لا متغيراً 50 ل 80. 
لق لاحظ أن 7/61 -87. لأن الطريقة الوحيدة, التي يمكن بها كتابة 2 © (عرطية) > ل كمجموع لمتجه في ا 
ومتجه في لأ هي كما يلي: (.0,0) + (2,0,0) - (عرة). كما أن 1و (ا لا متخيران تحت 1. وبذلك؛ يشكل 17 و [] تحليز 
مجموع ‏ مباشر لا متغيراً 1 ل 87. 
تتضمن المبرهنات الثلاث التالية [والتي ستتم البرهنة عليها في المسائل 39.17,. 44.17 45.17] المحتوى الرئيسي لهذا 
القسم. 
مبرهئة 5.17: 


رض أن 1/1 :3 خطيء وأن / المجموع المباشر للفضاءات الجزئية اللأمتفيرة 70 ,/9ا..... ,10 إذا 
كانت ,6 التمثيل المصفوفي لتقييد 7 على ,/ا: فإن ' يمكن تمثيلها بواسطة المصفوفة المركبة القطرية 


مال 6086 


مبرهنة 6.17 [مبرهنة التحليل الأولى]: ليكن /1ج/7:1 مؤثراً خطياً بحدودية أصغرية ‏ *0) ...0000/07 ك زا 
حيث ال ,1 حدوديات واحدية المعامل الرئيسي مختلفة وغير خزولة. إذن, يكون 7 المجموع المباشر 
للفضاءات الجزئية اللامتغيرة -7 إلا.....,018 رحيث ,لا نواة *(6)5. كما أن 6)04 هي الحدودية 
الاصغرية لتقييد 7 على ,8ا. 

مبرهنة 17.17 يكون لمؤثر خطي /1ج-37:17 تمثيل مصفوفي قطري إذا وفقط إذا كانت حدوديته الاصغرية 800 جداء 
لحدوديات خطية مختلفة. 

مبرهنة 58.17 [شكل بديل لمبرهنة 7.17]: تكون مصفوفة 8 مشابهة لمصفوفة قطرية إذا وفقط إذا كانت حدوديتها 
الاصغرية جداءً لحدوديات خطية مختلفة. 

ملاحظة: إن مبرهنة 8.17 تمييز مفيد للمؤثرات القابلة للتقطير؛ أنظر مثلاً المسائة 46.17. 
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7 لنفترضى أن /1ج-3:1 خطي» وأن 77-1086018 تحليل مجموع ‏ مباشر لا متغير -7 ل ل. أثبت مبرهنة 5.17 في حالة أن 
2 > تتسنة وى 3ع بلا سال 
© النفترض أن (رلاءرن4 او (,ل#ادي"., 4# قاعدتان ل نآ ى 1#, على الترتيب. إذا كان ,7 ى ,7 يرمزان لتقييدي '1 على 
نا ى 1 على الترتيب» إذن 
وطورط + ي#تيرظ + ,#تروظ > (:209 1 يبرو + بريه > (,ف) 1 
ط + يسعميظ + ,ريط - (يم)رة 
طاح طبظ + ,عدريظ > ( 7,00 


أحميل] 0-3-5 جرسيه > (يه) 1 
١33‏ 

وبالتالي؛ يكون 

روف ايوق نيرق 


2 اك 


تمثيلين مصفوفين ل ,1 و ,7 على الترتيب. نجد. من مبرهنة 3.17, أن (رلادر"ى ,الى لا) ‏ قاعدة ل لا. بما أن 


(نا) ,1 > 100 و (0)ي7 > (808 فإن التمثيل العصفوفي ل 7 في هذه القاعدة يكون المصفوفة المركبة القطرية 2 1 


ملاحظة: إن إثبات المبرهنة 5.17 يماثل تماماً البرهان السابق. لذلك فسوف يحذف. 


7 لنفترض أن /1ه/7:1 خطيء وأن ,87 ,7-1 بالنسبة لتحليل مجموع ‏ مباشر لا متغير -7: /0©178 - /. ولتكن 
()ردء )يمه 00ر5 الحدرديات الأصغرية ل., ,5. 1 على الترتيب. بِيّن أن ()0 هي المضاعف المشترك الاصفر 
اك () بهاو )يات 
88 نعرفء من المسالة 16.17. أن لاد نكن تقسمان (). لنفترض الآن أن ()6 مضاعف لك (0,)1 او )10 معاً؛ 
إذن 0 (1)5,(00 وى 0ع (10ني1)7 ليكن 8©7؛ إذن. #«ا +لاع-؟؛ حيث (آا©ن ولا ”. الآن, 
0 > 0 + 0 > «(لي1)؟ + دا 1)؟ > «(1)1 + 1)1(0 > 101(7. أي أن '7 صفرٌ ل (]. وبالتالي. فإن (00: تقسم ()5. وبذلك. 
تكون ()10 المضاعف المشترك الأصغر ل (0) ,10 و (1)ي1ك. 


7 لتكن. في المسالة السابقة. (/)24, (),ك ٠‏ و ():4 ترمز على الترتيب إلى الحدوديات المميزة ل7/ ,25 ي7. بين أن 
(ايذررة - يذ . 


1 نعرف, من مبرهنة 5.17, أن ل7 تمثيلاً مصفوفياً (9 ©) -44. حيث ه و 8 تمثيلان مصفوفيان ل ,7 و ,7 
. 06 27 
الترتيب. إذن 
0 دقر 
)يشل هه زه - نزام ماك | كن 4 “| دالة اع قد 
كما فى مطلوب. 


ميرهنة 9.17: لنفترض أن /[ج/37:1 خطيّء وأن 200800 > (10 حدوديات بحيث أن 0 (4)1. وأن 8)0 و 0)0 
أوليكان نسبياً إذن. يكون ١!‏ المجموع المباشر للفضاءين الجزثيين اللأمتغيرين -5: لآ ى ١‏ حيث 
7 يه 


7 أثبت مبرهنة 9.17. 


18 لاحظ ولا أن نآ و / لا متغيران -7 (بواسطة مبرهنة 1.17). بما أن ()ع و ()8 أوليان تسبيآء فإنه توجد حدوديتان 71)0 
ى ()5 بحيث أن 1 - (00)0): + (0(8)0. وبالتالي» من أجل المؤثر 2/7 يكون لدينا 


1 > (0(5)1): + 70175017 لك 


ليكن 17 ©,؛ إذن نحصل. من (4)1 على 501(5)1(9+ 705(8)1(7- «. ولكن الحدّ الأول في هذا المجموع ينتمي إلى 
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عط بعك - للا لأن 0 +5(0). - +(8(1)8) > 8(6)1(7)ه(1): > +(5)19(901. وبالمثل, ينتمي الحدّ الثاني إلى [1. 
وبالتالي» يكون /ا مجموعاً ل نآو /8ا. 
لإثبات أن 617 0 - لا يجب علينا تبيان أن مجموعاً «+ باع 8 حيث (1 6 نا و18 © , يتمدد بشكل وحيد 
بواسطسة ١‏ . نطبق المؤثر ()7(8): على + 8-0 ونستخدم 20 8)1(9, فتحصسل على 
«0)ه(1): - «(1)ج(1) + 01(0و(1): - +(0(80. أيضاً بتطبيق (1) على ا وحده وإستخدام 0- 001(8 تحصل 
على «(5(20): ع (1()1): + 1()1(9): > «. تعطينا الصيفتان أعلاه مع 5(8)1(9)) - «, وبذلك يتحدد « بشكل 
وحيد بواسطة «. بالمثل يتحدد دا وبشكل وحيد بواسطة *. وبالتالي. 18 © 1 > 37 كما هو مطلوب. 
مبرهنة 10.17: لنفترض» في مبرهنة 9.17: آن ()1 الحدودية الأصغرية ل 7 (وأن ()8 ى 5000 واحديتا المعاملين الرئيسيين) 


إذن: تكون (8)0 و )0 الحدوديتين الأصغريتين ل ,7 و ,7 على الترتيب [حيث ,7 تقييد 7 على [1: و ث1 
تقييد 1 على '9ا]. , 


7 أثبت مبرهنة 10,17 
ا لتكن 3,00 و 0.40 الحدوديتين الأصغريتين ل,7 و ,7/ على الترتيب. لاحظ أن 0 > (,8)0 و0 (,5)ط لان 
نمع ع ع ل الى لطع ك ألا إذن. 
0" تقسم (80 0 و (0)ر« تقسم ()0 )0 


نجد. من المسألة 40.17 أن (1)0 هي السضاعف المشترك الأصغر ل 0)رىه ى ©)يم. ولكن 0)ر5 ى 0)يم: أوليتان قسببياء لآن 

(8)0 ى (80 أوليتان نسبياً ينتج عن ذلك أن (0)ر0,0(0 > (50. لدينا أيضاً أن 0)ط()ع > (). هاتان المعادلتان معأ مع 

(1). وحقيقة أن كل الحدوديات واحدية المعاملات الرئيسي؛ تقتضي أن (5,0 > 0)م و ()ي« > 4800 وهو المطلوب. 

7 أثبت مبرهنة التحليل الأولى (مبرهنة 6.17). 

8 يكون الإثبات بالاستقراء على :. الحالة 1 >7 بديهية. لنفترض أنه قد تم إتبات المبرهنة من أجل 7-1. يمكنناء 

بواسطة مبرهنة 9.17, كتابة لا في شكل المجموع المباشر للفضاءين الجزثيين اللأمتغيرين -5 ,027 ,/9. حيث ,ا نواة 
"1,77 ورلا نواة *(5,)5(7...7. نعرفء من مبرهنة 10.17, أن الحدوديتين الاصغريتين لتقييدي 7 على ,للا ى لا هماء 

على الترتيب 1 85 “0ر1 


لنرمز لتقييد '7 على ,/ا ب ,1. نجد. بالفرضية الاستقرائية, أن ,لا هو المجموع المباشر للفضاءات الجزئية ‏ ,/0ا..... رلا 
حيث ,للا نواة “ررك وحيث "(1)) الحدودية الاصغرية من أجل تقييد ,"ا على ,7١ا.‏ ولكن نواة بوقيكن من أجل 
4 تكون بالضرورة محتراه في ,لا لأن *0)؟ تقسم “0)؟... ااي وبذلك؛ تكون نواة "(17/)1 هي نفسها 
نواة *(,01, وهي ,9. أيضاًء يكون تقييد 7 على ,11 هى نفسه تقييد ,7 على ,20 (من أجل .....2 > أ)؛ وبالتالي؛ تكون 
100 الحدودية الأصغرية من أجل تقييد ' على ,/18. وبذلك. يكون ,17 ©...© ,1780© ,/13 - 37 التحليل المطلوب ل'1. 


7 أثبت مبرهنة 7.17 
0 لنفترض أن (500 جداة لحدوديات خطية مختلفة؛ لتكن. (,3- 06...لي3 - 3,()6 - :) > 50000 حيث ال 3 سلميات 
مختلفة. نجد. من مبرهنة التحليل الآولى أن 7 المجموع المباشر لفضاءات جزئية ‏ ,/3ا....,,/18 حيث (ار( - 87)7؟ - ١|‏ 
وبذلك. إذا 610 إذن 0- 2/1000 -7) أى «ار( > (50. بتعبير آخرء يكون كل متجه في ,7 متجهاً ذاتياً مقرناً 
بالقيمة الذاتية ب2. نعرف. من مبرهنة 4.10 أن إتحاد قواعد ,للا....,/38 يكون قاعدة ل /1. تتكون هذه القاعدة من متجهات 
ذاتية. وبذلك تكون 7 قابلة للتقطير. 


بالعكس؛ لنفترض أن 7 قابلة للتقطير. أي أن ل 7 قاعدة متكونة من متجهات ذاتية ل7. لتكن ي2.,.....3 القيم الذاتية 
المختلفة ل 7. إذنء المؤثر (3ي(- 1(...)7ي3 - 21005 - 7) - (507 يطبق كل متجه في القاعدة على 0. ينتج عن ذلك أن 
000 جداءٌ لحدويات خطية مختلفة. 
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7 لنفترض أن 1 4 مصفوفة مربعة تحقق 47-1 حدّد ما إذا كانت 4 (أى لم تكن) مشابهة لمصفوفة قطرية؛ إذا كانت 
4 مصفوفة (6 فوق الحقل الحقيقي 2. (1) الحقل العقدي ©. 
8 ابما أن 21 تثه, فإن ك تكون صفراً للحدودية (1 +6+ 1()2 -) - 1- 2)- ()5. الحدودية الأصغرية (8)0 لا 
يمكن أن تكون 2-1 لآن [* ث. إذن,ء 12+6+1- ()م أو 3-1 (50. بما أن الحدوديتين ليسشا جداءين 
لحدوديات خطية فوق 2 فإن 4 لا تكون قابلة للتقطير فوق 8. من جهة أخرى؛ كل واحدة من الحدوديتين جداء تحدوديات 
خطية مختلفة فوق ©. وبالتالي» تكون 4 قابلة - للتقطير فوق ©. 


7 مؤثرات ومصفوفات معدومة القوى 
7 عرّف مؤثراً معدوم القوى. ومصفوفة معدومة القوى. 


ا يصطلح على آن مؤثراً خطياً /8+/1 :37 يكون «معدوم القوى» إذا 0 -*7 من أجل عدد صحيح موجب ما 0؛ ونطلق 
على اسم «دليل/*1006 إنعدام القوى,ء ل 7 إذا 0-“7 ولكن #0“ *1. بالمثل, نقول عن مصفوفة مربعة 4 أنها 
«معدومة القوى» إذا 0 "2,8 من أجل عدد صحيح موجب ما 8 وأن «دليلهاء ‏ إذا 0 “8 ولكن 0ض كم. 

المسائل 51.17-48.17 تتعلق بمصفوفة مربعة -8 معدومة القوى 8, ذات دليل 6. 


7 ما هي الحدودية الأصغرية 000 ل 8؟ 
#ذ بماآن 0 كم و0غد' “2,48 يكون لدينا “) > ()5. 
7 أوجد القيم الذاتية ل 4. 
بماآن “1 > 7000 الحدودية الأصغرية ل 4. فإن 0 فقط يكون قيمة ذاتية ل 4. 
7 بيّن أن 08> 26 أي أن دليل 8 لا يتجاون مرتبتها. 
8 بما أن درجة الحدودية المميزة )4 ل 4 تكون 8ه إذن « > (/)ش هعل > (0)وءل - 4 . وبذلك, « > كل 
7 بيّن أن هك شاذة. 
ا بما أن 0 “ش, يكون لدينا أن “4 شاذة. تذكر أن جداء مصفوفات غير شاذة يكون مصفوفة غير شاذة؛ وبالتالي, 
يجب أن تكون ث شاذة. 


المسائل 55.17-52.17 تتعلق بالمصفوفات التالية: 


211- 2 1003 
|5 1 55 | 3 1-م 
211- 2- 1203 


7 هل ف معدمة القوى؟ إذا كان الجواب نعم, ما هو دليلها» 
0011 1- 
8 تحسب ا 0 0565 0-هم 
وبذلك. تكون 4 معدومة القوى ودليلها 3. 
7 هل 18 معدومة القوى؟ إذا كان الجواب نعم. ما هو دليلها؟ 
4+ 6 2 8- 12 40 
8# اتحسب 4- 82-2006 3 12 4إ]ءعته 
4- 20065 8- 12 40 
وبذلك» لا تكون 8 معدومة القوى. [لسنا في حاجة لاختيار قوى أعلى من مرتبة 8]. 
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7 هل © معدومة القوى؟ إذ! كان الجواب نعم, ما هو دليلها؟ 
© نحسب 02-0©. إذن, تكون © معدومة القوى بدليل 2. 
7 عرّف مصفوفة معدومة القوى أساسية 74 ذات دليل عر 


ل أ( هي مصفوفة مربعة -6. تكون مداخلها على القطر الثانوي العلوي مساوية ل 1 وبقية مداخلها صفرية؛ أي 


[ملاحظة: سوف نثبت, في المسألة 67.17. حقيقة أن ١0‏ معدومة القوى بدليل /]. 
7 أكتب المصفوفات معدومة ‏ القوى الأساسية من المرتبات 1, 2 3, 4. 

8 المصفوفات هي 
0 
0 
1 


0 01 
60 هيم 00 


ه53 
شرو واه 


0 
0 
0 
0 


ه 


لاحظ أن المصفوفة معدومة القوى الاساسية من المرتبة 1 هي المصفوفة الصفرية 11. 
3 المحتوى الرئيسي لهذا القسم هو المبرهنة الاساسية التالية حول المؤثرات معدومة ‏ القوى [والتي سوف نبرهنها في 
المسألة 70.17]. 
مبرهئة 11.17: ليكن /هما :7 مؤثراً معدوم القوى بدليل 6. إذن؛ يكون ل 7 تمثيل مصفوفي مركب قطري في الشكل 
لذ 
علا ع ار 
ف 


بحيث أن كل مدخل قطري ,0( يكون مصفوفة جزئية أساسية معدومة القوى أيضاً: 
() توجد على الاقل مصفوفة جزثية واحدة ا مرتبتها , وتكون مرتبات كل ال /7 الآخريات أقل من # أو 
تساويها 
(1) يتحدد عدد ال !2 لكل مرتبة ممكنة, وبشكل وحيد؛ بواسطة 7. 
(011) أن العدد 80 للمصفوفات الجزئية 1 يساوي صفرية 7 
مبرهنة 12.17 [شكل بديل للمبرهنة 11.17]: كل مصفوفة معدومة القوى 8 مشابهة لمصفوفة معدومة القوى 04 في 
الشكل أعلاه. 
ملاحظة: تسمى المصفوفة 01 أعلاه «مصفوفة معدومة القوى قانونية». وتسمى 0 «الشكل القانوني» ل 3 ول 4. يفترض أن 
مثل هاتين المصفوفتين القانونيتين 0( متساويتان إذا كان لهما نفس المجموعة من المصفوفات الجزئية القطرية. [قد 
تختلف مرتبات المصفوفات الجزثية]. 


7 صف كل المصفوفات معدومة ‏ القوى القانونية من المرتبة 3. 


لا هذه المصفوفات ذات الآدلة 1 2 3, وهي كما يلي: 


000 58 ا‎ ١ 
0 0 1[:3 ليل‎ 00 : 0 0! 
0660 0 8 0 يد بل‎ 
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22 © الاشكال القانونية 


2]117 


2217 


وك 


217 


6027 


22.17 


.2 وغير متشابهتين. من المرتبة 4 والدليل‎ ٠ 


ابِيّن أن هناك مصفوفتين معدومتي ‏ القوى قأنو. 


8 المصفرفتان هما 


8ه 


0 1 
8960 


14 
0 


0 
ل 060 
أوجد الشكل معدوم ‏ القوى القانوني للمصفوفة 8 في المسالة 52.17. 
8 بما آن دليل له هى 3, فإن شكلها القانوني كما يلي: 


6 1 0' 
(0 01 
0 0 0 


أوجد الشكل معدوم ‏ القوى القانوني للمصفوفة 8 في المسالة 53.17 

8 8 ليست معدومة القوى؛ وبالتالي فهي غير متشابهة مع أن مصفوفة معدومة ‏ القوى قانونية 
أوجد الشكل معدوم ‏ القوى القانوني للمصفوفة © في المسالة 54.17 

18 بما أن دليل © هو 2. فإن شكلها القانوني يكون كما يلي: 


انم 


95193 
00111 
لتكن |0 0 0 0 4-0 .هل 4 معدومة القوى؟ إذا كان الجواب نعم, ما هو دليلهاة 
0660660 
60 006060 
- 3031 
0060© 
ل 52 0 6606 0إ]-تم 
006 0060 
0 0 0 06060 


و 0+-*ث. إذن. 8 معدومة القوى بدليل 3. 

أوجد الشكل القانوني ١4‏ للمصفوفة 4 أعلاه. 

قلا بما أن 8 معدومة القوى بدئيل 3 فإن 14 تحتوي على مصفوفة جزئية قطرية مرتبتها 3, ولا تحتوي على مصفوفات من 
مرتبات اعلى. هناك إمكانيتان من أجل المصفوفات الجزثية القطرية الأخرى: مصفوفة جزئية 2212 أى مصفوفتان جزتيتان 
1“ا!. بما أن رتبة 2 ث؛ فإن صفرية 2-3- 5 ثق. لذلك. فإن 14 يجب أن تحتوي على ثلاث مصفوفات جزثئية 
على القطر الرئيسي. إذن. تتضمن 14 مصفوفة جزثية واحدة مرتبتها 3. ومصفوفتان من المرتبة 1!؛ أي 


6 

توطثة 7 ليكن /1ه/ا :7 خطياً. لنفترض» من اجل ‏ © م أن 0ع ()*1 و80( *1. إذن 
(0) المجموعة (()70(,...,5*”1,) - 5 مستقلة خطياً 
61 القضاء الجزتي /9, المولّد يواسطة 5, يكون لا متغيراً -7. 
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(48 التقييد 2 ال 2 على 7 يكون معدوم ‏ القوى بدليلٍ 6 
0 نسبة للقاعدة (0 ,(7]0 , . . . ,(7*”1)0) ل لا فإن مصفوفة 7 تكون المصفوفة القانونية )7 المربعة 
3 


وبذلك. تكون المصغوفة !7 المربعة -! معدومة القوى بدليل 1. 
657 أثبت (0 في توطتة 13.17. 
8 لنفترض أن 
ورا ك“ل_يه ج١٠‏ + (زه)”ايه + (ن)1,ه + يه إلكق 
بتطبيق 1-*]” على (1) واستخدام 0- (7*00, نحصل على 0 - ()!-*اآمء بما أن 1(0-*7, إذن 04-0. نطبق 
الآن * *7 على (1) ونستخدام 0< (7*0 و 2-0 نجد أن 0-(5*'00, وبالتالي. 0 > ره. ثم نطبق -*5 على 


(1) ونستخدم 0ع ()*1 و 48,20 نحصل على 0( *8,7؛ إذن 2,0. نواصل هذا الأسلوب, ننجد أن 
كل ال 8 تكون أصفاراً؛ وبذلك. تكون 5 مستقلة. 


7 أثبت (1) في توطتة 13.17. 
© ليكن لاع ؟ إذن, ”كل يط جم (130يط + (6,70+ 6ع 7 نحصسل, باستخدام 20 ()*5, على 
ات ك0 +...+ (37200رط + (00)]ط > (100. وبذلك, يكون للا لا متغيراً .7 
7 اثبت (11) في توطقة 13.17. 
1# لدينا 0 ("35 فرضاً إذن, 0 
مُولَدِ ل 1 يعطينا 0 ؛ وبالتالي ٠‏ 0- 
سس ليه 


ه)'**7 - (زهن)"7*)7 . من أجل 1- ك,...,0 >3 أي أن تطبيق *# على كل 
ويكون 7 معدوم ‏ القوى بدليل 6 على الأكثر . لديناء من جهة أخرى ١‏ أن 
؛ وبذلك؛ يكون '7 معدوم ‏ القوى بدئيل يساوي ع ثماماً. 


7 ائبت (00 في توطئة 13.17. 


18# لديناء من أجل القاعدة (2 ,(1)0 , . . . ,(ن)2-*7 ,زن)'-*7) ل للا, 


0 (ه)*7 > ززن)1-*1)1 
7 - (زه)*-*707 
7 ((ه)ة 107 


((107)0 
)100 0 
وبذلك. فإن مصفوفة 4# في هذه القاعدة تكون /2. 
7 ليكن الاجم :37 خطياً وليكن “جلاع نا او '**7 هك - /لا. بيّن أن (0 الاح لا (1) ناك روم 
8# () نفترض أن 74 2ع ع لاع ند إذنء 37:08 وبسذللك 20 (7)0 ع رلس]! د رننا* "7 إنن 
د ست" ولكن هذا صحيع من أجل كل لاع د؛ وبالتالي» 197 © [1. 


(1) بالمثل, إذا ‏ (**13ع] - لاعس إذن ‏ 0ح ربو 3*3 وبذلك,. 6ع (7')0 ع ((«0م*7 ع (لل)'**7, ويكون لدينا 
نا 108 
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4 © الأشكال القانونية 


7 7 © 8 النفترض أن (87ا دوي لمر لا لاجمو رطا قواعد ل ل, :2 على 
الترتيب. بين أن ((109....ر( 708, إلا 8 محتواة في لا وأنها مستقلة خطياً. 


7 ليكن لإجلا :2 خطياً. وليكن تير د عن للن روعي د لز 74جعظ - 2 نعرف, من المسالة السابقة: أن 
38 ويلام نو لامرلاو عور قاو ل لامي لاويقامتر 


4 نعرفء من المسآلة السابقة. أن لا (7)2 وبالتالي لاح 5. نفترض الآن أن 5 مترابطة خطياً. يوجد إذن علاقة 
0ع ره عع بلاط + لايع خط رتاية. حيث يكون معامل واحد على الأقل مختفاً عن الصفر. فيضا ريما أن 

لك مستقلة. فإن واحداً على الأقل من ال 8 يجب أن يكون غير صفري. ينع عن ذلك أن 

12 رم ع كا © ناه -.. ع رديه - د لسلرط ج...ع (رسطارط وبالتائي» 0 - (ل 8ر5 +. م ربو اسار وهكذا, 
0ع برط + ...+ ,)1*0 ومن ثم الخ يمع د لاع بوط + ...+ ارط بما أن (راررنا) تود ل؛ إذن: نحصل على 

علاقة بين ال,ل, ,, 8 حيث يكون واحد من المعاملات: أي واحد من ال ي6, مختلفاً عن الصفر. هذا يناقض حقيقة أن 
(«الاررنا) مستقلة. وبالتالي» يجب أن تكون 5 مستقلة آيضاً 


7 أثبت مبرهنة 7 ليكن /اجلا :2 مؤثراً معدوم القوى دليله 6. إذن. يكون ل 7 تمثيل مصفوفي مركب قطري ذى مداخل 
قطرية في الشكل 


توجد على الأقل !! واحدة مرتبتها 6, وتكون بقية ال /! بمرتبات لا تتجاوز . ويتحدد عدد ال 71 من كل مرتبة ممكنة, وبشكل 

وحيد, بواسطة 7. كما أن العدد الكلّي لل 80 من كل المرتياث؛ يساوي صفرية 7. 

# لنفترض أن 2 > ل 0ذأك. ولتكن 61 - ,ا, مم ح رالا “1077 135 نضعم ‏ اللا لوال تبات من 

أجل ..م! - 1 بما أن 7 ذى دليل كر إذن لاحي« ولاغة_ي«. وبذلك #8عدي» > (5. نعرف, من المسالة 

010 أن الس لاع رالا لاا لذلك, وبالاستقراء, يمكنناء إختيار قاعدة (,,...,,لا) للا بحيث تكون 
ا( لابسى رلا قاعدة لإلاء 


نختار الآن قاعدة جديدة ل /1 يكون ل 7 من أجلها الشكل المرغوب. سوف يكون ملائماً عنونة أعضاء هذه القاعدة الجديدة 
بواسطة زوج من الأدلة. تبدا بوضع يرن > (1 ب بي18 -0 م008 ٠:1‏ مهو يملا > (0)2,16 روريم >  0)1:,4(‏ فوضع 
دريام - ينجو)د1- (1 - ,رديت - ”)ار . . . و( ,)لك (1 - 6 ,2)ن ,6 ,0)1طة - (1 - 4 ,1)ن. نجد من المسألة السابقة أن 


رك عوسي سيقن ,ب و(1 ا م1)ثارىي بيك ....مر)-رى مجموعة جزثية في ,18 مستقلة خطية. نوسع ,5 إلى 
قاعدة ل .13 بإضافة عناصر جديدة (إذا دعت الضرورة) نرمز لهأ 

ب (1- 4 رودي - يسان , . .. ,(1 - 4 ,2+ رياه - وهاه ,(1 - ع ,1ج ريو - رسن ٠‏ تضع بعد ذلك 

1ح عا يديا حوبي د (2 ح عا ميق )نج .ا ,1د 6 ,2002 د (2 - 4 ,2)ن و (ل- 4 ,01 -(2 - ,)م . 
لدينا, أيضاً مسن المسألة السابقة. ((2- 4 ريدم - )ل .. . ,(2- 1 ,1ط 
في مستقلة خطياً. والتي نوسعها إلى قاعدة ل ي_,/لا بإضافة العناصر 

20 س4 ,2+ ريق - ر_يوسم)ن ,(2- 1,4 + وي” --,_يروو)ن . نواصل بهذا الأسلرب حتى 
ل ١‏ والتي نرتبهاء للسهولة المرجعية؛ كما يلي: 


ايبول ٠.‏ برلة) ع رك مجموعة جزئية 


(2- 6 روي يية1)نا , 


نحصل على قاعدة 


ارسي قاط ل 
(1د رويد 0 0 00 


ب( بلا 
6-1 ,لان 


(2 موه حبمم)نه 3 
ا ا 000 1 54 


لليم)ه ب بيصم يمان .0 و(1ميه 309 
إن الصفر الأخير يشكل قاعدة ل ,للاء والصفين الأخيرين يشكلان قاعدة من أجل ,للا؛ إلخ. ولكن ما يهمنا هناء هى أن 7 يطبق 
كل متجه إلى المتجه الذي يقع تحته مباشرة في الجدول 1 أى إلى 0 إذا كان العتجه في الصف الأخير. أي أن 
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الفصل 17 0 425 
من آجل 1<ز (1حز ياه 


5000 0 ]> زر ,فاط 
من الواضح الآن 


'7 سوف يكون على الشكل المرغوب إذا رُثّبت ال (13)؟ مُعَجَمياً فيبدا ب (1,1)؟ وتُصّعِد العمود الأول إلى 
01,10 ثم نقفز مباشرة إلى (2,1) وتُضّْعِد العمود الثاني إلى أقصى حد ممكن. الخ. 
بالإضافة إلى ذلك, سوف يكون لدينا تماماً 


مداخل قطرية مرتبتها 8 0502 
مداخل قطرية مرتيتها 18-1 


سا7 دع 


”2 > لر رمح ياه - ويام رسية8) 


رمحم - يسية 
مداخل قطرية مرتبتها 1 وح ع2 
وهى ما يمكن قراءته مباشرة من الجدول. لدينا على الخصوص» وبما أن الأعداد ,,....,10 محددة بشكل وحيد بواسطة “ل 
أن دد المسداخل القطسريسة من ككل مسرتبة محصددة بشكل وحيد بسواسطة 5. أخيراً. تبين المتطسابقة 

ايلات 218)+ ل هلاني« 2) لخ لاحي ري2098) + لياط - ي0) > ,0 أن الصفرية ,51 ل 7 تساوي العدد الكلي 
للمداخل القطرية ل 7. 


7 لنفترض أن 8 معدومة القوى بدليل . بيّن أن 5ى ى مع. 0*"“©. معدومتا القوى بدليل 1 
8# لدينا 60-"م إذا وفقط إذا 097-07-0) -87(5). وبذلك, تكون ”8 أيضاً معدومة القوى بدليل . ايضاً, 
معثمى إذا وفقط إذا 0 > “ه“ه > *(048). إذنء تكون 24 معدومة القوى بدليل 1. 

7217 


لنفترض أن مصفوفتين معدومتي القوى 8 و 8 تبديليتان, أي أن 84 - 88. بين أن 8 معدومة القوى. 
8 النفترض أن 0- ”م ى0ع"8, ولتكن 85> 5م إذن. 6020م > "8" - "(88). وبذلك. تكرن 88 معدومة 
القرى. 
7 لنفترض أن مصفوفتين معدومتي القوى 8 و 8 تبديليتان. بيّن أن 4+8 معدومة القوى. 


لا لنفترض 0-”8 و85-0. بما أن 4 و 8 تبديليتان. إذن 


ام مونم(" ) اكد ل خره جم 


إذا »دا إذن 48-0. إذا «>اء إذن 1<6-م+س. ,بالتالي 0--**”8. وبذلك. يكون كل حد في مفكوك 
"*"(8+8) مسار ل 0. ينتج عن ذلك أن 0-"*"(8+8). وتكون (44+8) معدومة القرى. 
7 لنفترض أن 4 معدومة القوى بدلبل . بيّن أن "هء 


1< 0, معدومة القوى بدليل لا يتجاون ع 


© ابماآن 0ك*م, يكون لدينا 0 - "0 > "(85) > “(85). وبذلك. تكون "8 معدومة القوى بدليل أقل من © أى يساويه. 
751 


لنفترض أن 8 و 8 متشابهتان. بيّن أن 8 معدومة القوى بدليل » إذا وفقط إذا كانت 8 معدومة ألقوى بدليل 1 
8 لنفترض أن ظما-< - قي إذا 0>'ىى إذن 5-0م00-مس عتما د “زصماةم) - :8 بالمئل, إذا 0ع اق 
فإن 0عد'ق, إذنء تكون 8 معدومة القوى إذا وفقط إذا كانت 8 معدومة القوى. ويكون لهما في هذه الحالة نفس الدليل. 


7 شكل جوردان القانوني 


7 عرّف قالباً لجوردان ل مرتبته . مقرتاً بالقيمة الذاتية ‏ 3 


موقع الفريد في الفيزياء 


١ 6‏ الأشكال القانونية 


27117 


217 


271 


201 


21017 


22117 


88 إن 3 هي المصفوفة المريعة -6, التي عناصرها القطرية تكون 2. وعناصر على القطر الثانوي العلوي تكون 1 وبقية 
عناصرها أصفاراً أي 


2 


اكتب قوالب جوردان من المرتبات 1, 2, 3, 4 المقرنة بالقيمة الذاقية 7 -.3. 
1# المصفوفات كما يلي: 


71 60 0 710 

0716 071 00 نك‎ 
00 71 0١0 7 5 
060 60 7 


بين كيف يمكن كتابة قالب لجوردان كمجموع لمصفوفة سلمية ومصفوفة جزئية معدومة القوى قانونية /8. 
18 الدينا 86 + 3-01 كما يلي: 


ما هي الحدودية المميزة )4 والحدودية الاصغرية 5100 ل 4؟ 
ما هي القيم الذاتية ل 4؟ 
18 الحدوديتان المميّزة )4 والأصغرية (00: تساويان كلاهما *(6-7: أي أن '(7 -)- ()” - ()ك . وبذلك, 
تكون 22-7 القيمة الذاتية الوحيدة. 
أوجد قاعدة من أجل الفضناء الذاتي للقيمة الذاتية 7:.(. 
نعوض ب 7 -) في المعادلة المصفوفية 8-0 - 1غ فنحصل على المنظومة المتجانسة: 
0م يرام 12280- 0 0- ل 
8 0 8ه 8 : 0- 0 
0 1- 0 0 0 ف 20 35 
0 015 0 0 06 0-0 
هناك متغير حنّ واحد *: وبالتالي» يشكل (1.0,0,0) >< 7 قاعدة من أجل الفضاء الذاتي ل 7 <.2. 
ما هو التكرار الجبري والتكرار الهندسي للقيمة الذاتية 42-7 
8# بماآن 7(4-») > ()ة , فإن التكرار الجبري يكون 4. أما التكرار الهندسي فيكون !, لان الفضاء الذاتي ل 7-,( 
أحادي ‏ البعد. 


عرف مصفوفة لجوردان 34 


موقع الفريد في الفيزياء 


القصل 17 لا 427 


| تكون 81 مصفوفة لجوردان إذا كانت .84 مصفوفة مركبة تكون قوالبها (مصؤوفاتها الجزثية) القطرية, ولتكن 
قوالب لجوردان. 


7 عزف مصفوفات جوردان المتكافتة. 
8 تكون مصفوفة جوردان ,24 مكافئة لمصفوفة جوردان ,04 إذا كان يمكننا الحصول على ,74 من ,386 عن طريق إعادة 
ترتيب القوالب القطرية. 
ملاحظة: نحن لا نميز عادة بين مصفوفات جوردان المتكافتة. وعلى الخصوص» فإن إصطلاح «شكل جوردان الوحيد» يعني 
أنه وحيدٌ مع أخذ التكافؤ في الاعتبار. 


المسائل 87.17-84.17 ننعلق بمصفوفة جوردان التالية: 


7 أوجد كل مصفوفات جوردان المكافتة ل 01 
8 هناك طريقتان فقط لترتيب القوالب على القطر. كما يلي: 


7 أوجد الحدودية المميزة (/)ى والقيم الذاتية ل 34 
اه اهناء “زق- ))”(3 + /) عد()ة الآس 3 يأتي من حقيقة أن هناك ثلاثة أعداد (3-) على القطر اما الاس 4 فياتي من 
حقيقة أن هناك خمسة أعداد 5 على القطر. وعلى الخصوص, لدينا القيم الذاتية ‏ 3- > بق ان5> ي3. 

7 أاوجد الحدودية الأصغرية ()0 ل 31. 
اهنات 2(ك- غ302 +ع زا الأس 3 يأتي من حقيقة أن 3 هي مرتبة أكبر قالب (مجموعة جزثية) مقرن 


ب 3- > ٠3,‏ ويآتي الآس 2 من حقيقة أن 2 هي مرتبة أكبر مجموعة جزئية (قالب) مقرنة ب 5 > ي3. [بشكل بديل؛ تكون 
()7 المضاعف المشترك الاصغر للحدوديات الاصغرية للقوالب (المصفوفات الجزثية). 


7 اوجد مجموعة قصوى 5 لمتجهات ذاتية ل 44 تكون مستقلة خطيا 


8 كل قالب يسهم بمتجه ذاتي في 5. ثلاثة صن مثل هذه المتجهسات الذاتيية هسي (1,0,.0,0,0,0,0) - ,لم 
(9,0,0,1,0,0,0) تر 1,00 0 )- ,0 وهي تقابل القوالب الأول والثاني والثالث. ويكون المدخل 1 في كل متجه 
موضع المدخل الأول في القالب المقابل. 


المسائل 96.17-88.17 تتعلق بمصفوفتي جوردان التاليتين: 
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8 1[]ا الأشكال القانونية 


2117 


2517 


52017 


52117 


52217 


52217 


217 


7آ]ة52 


أوجد الحدودية العميزة (4)7 والقيم الذاتية ل 8. 


هناء ©(2-)4-4(50)-4)0 , لآن هناك خمسة اعداد (4) وثلاثة أعداد (2) على القطر. وبذلك, تكون 4- ,32 


ى2 يغ القيمتين الذاتيتين ل 4. 


آوجد الحدودية العميزة (4)4 والقيم الذاتية ل 8. 


هناء 2(3-ع)0-4(5)-()4 , لأنه توجد خمسة أربعات وثلاثة أعداد (2) على القطر. إذن» تكون 


ى 2 # 2 القيمتين الذاتيتين ل 8. 


هل 4 و 18 مصفوفتان متكافتتان لجوردان؟ 


18 على الرغم من أن 4 و 8 يملكان نفس الحدودية المميزة ونفس القيم الذاتية, إلا أنهما ليستا متكافتتين لآن القوالب 


القطرية مختلفة. 


أوجد الحدودية الأصغرية 700 ل 4. 


8 هناء 2(2 -4(30- )) > (780 لآن 3 هي مرتبة أكبر قالب في 4 مقرن ب 4 > 223 23 مرتبة أكبر قالب في 4 


مقرن ب.2 » ي3. 


أوجد البعد ,4 للفضاء الذاتي ,8 ل4- ب في 8. [بتعبير آخرء أوجد التكرار الهندسي ل4 >2 في 8]. أوجد أيضاً 


قاعدة للفضاء الذاتي ‏ 8. 


8 هنا 2 > ,4 لأنه يوجد. قالبان مقرنان ب 4 > 3 أيضاً (1,0,0,0,0,0,0,0) * رنة .ى (0,0,0 ,1,0 ,0,0 ,0) + ونا 


ن قاعدة من أجل ر8. 


أوجد البعد يك للفضاء الذاتي ر8 ل2 > ي3 في . أوجد أيضاً قاعدة للفضاء الذاتي ر5. 


88 يوجد قالبان (مصفوفتان جزثئيتان) في 8 مقرنان ب 2 - ,3 ؛ بالتالي» 2 > يل أيضاً (1,0,0 ,0,0,0 ,0 ,0) يبر 


ى (0,0.,0,0,0,0,0,1) يمد يشكلان قاعدة ل ي8. 


ملاحظة: إن المدخل ١‏ في كل واحد من المتجهين الذاتيين أعلاه هو موضع المدخل الأول في القالب المقابل. 


أوجد الحدودية الأصغرية (5)0 ل 8. 


8 الاحظ أن 2 مرتبة أكبر قالب في 8 مقرن ب-4- ,22 و3 مرتبة أكبر قالب في 8 مقرن ب2 > ي3؛ وبالتالي؛ 


قر تزه سم د قيس 


أوجد البعد ,4 للفضاء الذاتي ,2 المقرن بل-4 2 في 8. [لاحظ أن ,ك التكرار الهندسي ل 4 > ب3]. أوجد أيضاً قاعدة 


لأفضاء الذاتي 2 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 17 11 429 


توجد ثلاثة قوالب في 8 مقرنة ب-4> ب2؛ وبالنالي. 3- ,4 آيضاً تشكل (1,0,0,0,0,0,0,0) > إل 
(0,0,1,0,0,0,0,0) ح ينه (0,0,0,6,1,0,0,0) > رد قاعدة لايك 


7 أوجد البعد رك للفضاء الذاني ر8 ل 2 > ي2 في 8, وأوجد قاعدة ل ي8. 


بوجد قالب واحد فقط في 8 مقرن ب-2 يك أيضاً يشكل (0,0,0,0,0,1,0,0) 2 © قامدة ل ر8. 


إذن» 


7 أوجد كل مصفوفات جوردان (غير المتكافئة) ذأت الحدودية المميزة “(2-7) - ())ك 


507 


25]7 


88 هناك خمس مصفوفات مثل هذه. هي: 


بما أن 4684004 , فإن كل المصفوفات مرتبتها 4. أيضاً العدد 7 وحده بظهر على القطر, لان 7 -.1 القيمة الذاتية 
الوجيدة. 


أوجد الحدودية الاصغرية لكل واحدة منه المصفوفات في المسألة 97.17 


َه لتكن (7,0 الحدودية الاصغرية ل بخ. إذن. “(7 - ) < (0)م حبث # مرتبة أكبر مصفوفة جزئية (فالب). وبذلك, 
“7 ) د لاس “سمه ويس 78 دم ديم > وايرس جداد ويم 


أوجد التكرار الهندسي للقبمة الذاتية 2-7 في كل واحدة من المصفوفات في مسالة 97.17 


8 ليكن ,0 التكرار الهندسي ل- 2-7 في ,8. إذن» ,4 بساوي عد القوالب في ,ى (المقرنة ب 7-.37). إذن ١‏ > 4 
2 ولع يله 23 يله 4ع يق 


0 


مبرهنة 14.17: ليكن /اه/4:18 مؤثراً خطياً تكون حدوديتاه المميزة والاصغرية: ‏ ",د - 0000"( -)) -()ة 
ى“(رة -):-7)0>)1-2,(00 على الترتيب؛ حيث ال ,3 سلميات مخلفة. إذن؛ يكون ل 7 تمثيل 
مصفوفي لجوردان وحيد 84 [ِيُسَمَى شكل جوردان القانوني ل '1]. بالإضافة إلى ذلك فإن القوالب ول في 3, 
المقرنة بالقيمة الذاتبة ب3, تنصف بالخواص التالية: 
(1) يوجد ,ول واحد على الأقل مرنبنه ,5؛ أما ال ,ل الباقية فمرتباتها لا تتجاوز ,00. 
(1) مجموع مرتبات ال ,3 يساوي ,0. 
1ن عدد ال ,1 يساوي التكرار الهندسي ل 3 
(17) عدد ال ,ول من كل مرنبة ممكنة يتحدد. بشكل وحيد؛ بواسطة 7. 

مبرهنة 15.17 [شكل بديل للمبرهنة 1417]: لتكن 8 مصفوفة نكون حدوديتها المميزة (/) جداء لعوامل خطية. إذن. 
تكون 8 مشابهة لمصفوفة لجوردان وحيدة 14 تنمتع بالخواص أعلاه. [المصفوفة 234 تسمى «شكل جوردان 
القانوني» ل4ة] 


7 اثبت مبرهنة 14.17؛ والتي تمثل المحتوى الرئيسي لهذا القسم. 


8 نعرف. من مبرهنة النحلبل الاولى؛ أن 7 قابلة للتحلبل إلى مؤثراض ,3,.....7: أي أن ,7©...© ,8-7 حيث 
"2 -0 الحدودية الأصغرية ل ,1. بذلك وبشكل خاص. يكون لدينا ‏ 0 > "2197 - ,0.01 > "310 -  .01,‏ ضع 
اب - ,5ع ,لا. إذن 34+ ,3-31 من أجل . أي أن ,7 يكون مجموع المؤثر السلمي 3,1 

ومؤثر معدوم الغوى ,/, واللذين دليلهما ,© لان "0,0 :-) هما الحدودية الأصغربة ل 5: 
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الآن, وبواسطة مبرهنة 11.17 حول المؤثرات معدومة القوى. يمكننا إختيار قاعدة بحيث تكون ,ل في شكل قانوني. وثُمثل 
+ ,]2 > ,0.3 في هذه القاعدة بواسطة مصفوفة مركبة قطرية ,34 تكون مداخلها القطرية المصفوفات ,ة. ويكون المجموع 
المباشر [ للمصفوفات ,21 في شكل جوردان القانوني: ويكون بسيب مبرهنة 5.17 تمثيلاً مصفوفياً ل 7. 


آخيراً يجب أن نبين أن القوالب ,3 تحقق الخواص المذكورة. تنتج الخاصية () من حقيقة أن ,8 ذات دليل ,8. وتكون 
الخاصية (61 صحيحة لآن 7 و ل لهما نفس الحدودية المميزة. وتكون الخاصية (111) صحيحة لآن صفرية 1ب( - ,1 > ,78 
تساوي التكرار الهندسي للقيمة الذاتية ب1. آما الخاصية (9) فتتبع من حقيقة أن ال ,5, ويالتالي ال ,78 تتحدد بشكل وحيد 
بواسطة 7. 


7 لنفتسرض أن الحسدوديتي ن المميزة والأصفرية لعؤثر 7 هما على الترتيب ' *(2(:0-3-)) -()ك 
ى3(2 -+)2(2-.4) - ())م. أوجد كل أشكال جوردان القانونية الممكنة. 
© بماأن 3(5-))*(2 -))-(0)ك ٠‏ فإنه يجب أن يكون هناك أربعة أعداد (2) وثلاثة أعداد (3) على القطر. أيضاً؛ بما أن 
٠. 0( - )»- 2(20)-3(*‏ فيجب أن يوجد قالب مرتبته (2) (ولا توجد قوالب أكبر) مقرنة بالقيمة الذاتية (2)؛ ويوجد قالب 
. مرتبته (2) (يكون الأكبر) مقرن بالقيمة الذاتية (3). هناك إمكانيتان: هما 
3 


تنشا المصفوفة الأولى إذا كان ل 7 متجهان ذاتيان مستقلان مقرنان بقيمتها الذاتية 2؛ أما المصفوفة الثانية فتنشأ عندما يكون 
ل ”7 ثلاثة متجهات ذاتية مستقلة مقرنة ب 2. 
7 أاوجد كل اشكال جوردان القانونية الممكنة من أجل تطبيق خطي لامالا :7 تكون حدوديته المميزة ‏ “(7-)) )2 
وحدوديته الأصغرية *(7 -))ح ()71 . 
3# بما أن “(7 --)) >  4)(‏ درجتها 5, فيجب أن تكون مرتبة المصفوفة 5 ويكون لها خمسة أعداد (7) على القطر. أيضاً 
وبما أن *(7-)) -(70 , فلا بد من وجود قالب مرتبته 2 (وهو الأعلى). هناك إمكانيتان. هما 
77 


تنشا الاولى عندما تكون 2.7 ذات تكرار هندسي 3؛ وتنشا الثانية عندما يكون التكرار الهندسي 4. 


رض أن الاجاثما :7 ذى حدودية مميزة *(1-ع)*(8 +2) > )ل وحدودية أصغرية *(1-)'(8 -)) ع ()7 . أوجد 
شكل جوردان القانوني 34 ل 7” 

12 بما أن 7 ())ك هه . فإن عرتبة 5 تكون 7. بما أن “(1-/)*(8 +)) - ()لى . فإنه يكون ل 11 أربعة أعداد (8-) 
وثلاثة أعداد ١‏ على القطر أيضاً؛ بما أن *(1-/)'(8 -4) -(720, فلا بد من وجود قالب مرتبته 3 مقرن ب (3-) وقالب 
مرتبته 2 مقرن ب !. توجد إمكانية واحدة فقط وهي: 


10017 
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7 حدّد كل أشكال جوردان القانونية الممكنة من أجل مؤثر خطي /1ج17 :7 ذي حدودية مميزة *(5-غ)'(2 -) -4)0 . 


8 بما آن آس 1-2 في ()4 هو 3, فإن 2 يجب أن يظهر ثلاث مرات على القطر الرئيسي؛ ولذلك, لا بد من ظهور 5 
مرتين. إذنء الأشكال القانونية لجوردان الممكنة هي كما يلي: 


المسائل 110.17-105.17 تتعلق بالمصفوفات ,8,,8......8. اعلاه. أيضاً. ترمز 00 للحدودية الاصغرية ل ,8. وترمن ,13 
و 15 على الترتيب للفضاءين الذاتيين للقيمتين الذاتيتين 2 ى 5 في ,8. 
7 أوجد (21,01 وقاعديتين من أجل ,5 و ,1 في المصفوفة ,8 
8 هنا. 0-2("0-5(5) - (0,0. أيضاًء بشكل (1,0,0,0,0) - نا قاعدة من أجل ,8, وبشكل (0,0,0,1,0) 0 
قاعدة من أجل 5 
7 اوجد (51,01, وبعدي ر8 ى ي. في المصفوفة ر18 
نظ هناء. 2(26-5(2 -) > ()يط. آيضاً 2 - (ي8) سلكه الى 


> ني) أل 


7 أرجد (),0/ وقاعدتين من أجل ,55 و ,5: في المصفوفة ي8. 
كا لدينا 5(2 -200 -4) > ()يه. أيضار تشكل (1,0,0,0,0) > بن (0,1,0,0,0) > ين (0,0,1,0,0) > رن قاعدة 
ل ,18 ويشكل (0,0,0,1,0) - ١‏ قاعدة من أجل ,8. 


7 اوجد (0,0: وقاعدتين ل ,8: ,58 في المصفوفة ,8. 
2 هنال (2(70-5 - ) - (50,00. أيضاً بشكل (1,0,0,0,0) >0 قاعدة من أجل ي8؛ ويشكل (0,0,0,1,0) > ,ا 
و (0,0,0,0,1) - ي قاعدة من أجل ,8 

7 اوجد (78,0 وبعدي و8 ى ,5, في المصفوفة ي8. 
هنا (5- 2/20 > (لياه ان 2 > لي س«نة ان 2ح ري") مله 

7 أوجد (1)ي17, وبعدي م15 ى 5. في المصفوفة ,8. 
0 هنا (5- 2206 - 4 > ويس كذلك. 23 ليق)ساك ى 2ح )من 

11117 لنفترض أن 8 مصفوفة مربعة -5 ذات حدودية أصغرية 2(7- > (60. حدّد كل اشكال جوردان القانونية الممكنة 08 
الالل. 


88 يجب أن يكون ل71 قالب واحد لجوردان مرتبته 2, آما بقية القوالب فيجب أن تكون مرتباتها 2 أى 1. وبذلك. فهناك 
إمكانيتان فقط 
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لاحظ أن كل المداخل القطرية يجب إن تكون 2, لآن 2 القيمة الذاتية الوحيدة. تنش المصفوفة الأولى عندما يكون لك ثلاثة 
متجهات ذاتية مستقلة, وتنشآ الثانية عندما يكون ل 4 أربعة متجهات ذاتية مستقلة. 

7 لتكن 8 مصفوفة (مربعة) حقيقية. هل تكون مشابهة لمصفرفة لجوردان؟ إذا كان الجواب لا, أعط مثالاً معاكساً. 
8 الا تكون 4 مشابهة لمصفوفة لجوردان إلا إذا كانت الحدودية المميزة ()4 ل 8 جداء لعوامل خطية. وهذا قد لا يكون صحيحاً 
آحياناً. مثلاء إن الحدودية المميزة (74 اعم هي 1+ -(0)ك . وبالتاني. فإن هذه المصفوفة 8 لا تكون مشابهة 
لمصفوفة لجوردان. 

57 لتكن 8 مصفوفة (مربعة) عقدية. هل 8 مشابهة لمصفوفة لجوردان؟ إذا كان الجواب لا أعط مثالاً معاكساً. 


188 لتكن ()ك الحدودية المميزة ل 8. نعرف: من المبرهنة الأساسية للجبر, أن (4)4 تتحلل إلى حدوديات خطية فوق الحقل 
العقدي ©. وبذلك؛ تكون كل مصفوفة عقدية 8 مشابهة لمصفوفة لجوردان. 


7 فضاءات خوارج القسمة والأشكال المثلثية 


7 ليكن 77 فضاءً جزئياً في فضاء متجهي 7. عزف المجموعات المصاحبة ل ل9ا. 
من أجل أي متجه لا © ؛, نكتب 17+38 من أجل مجصوعة المجصاميع +7 حيث 68 8 أي أن 
(/18 © بوببو + ) > 18 + .| هذه المجموعات تسمى «المجموعات المصاحبة» ل 17 في . ويعرّف بعد 7+1 بأنه بُْد 
1 

7 ليكن /7 الفضاء الجزئي في 2 المعزف بواسطة (6حه:(طرة)) > 18. صف المجموعات المصاحبة ل 28 


1 إن 7 هى المستقيم في 22 الذي تعطيه المعادلة 0> ل- ». يمكن النظر إلى 359+ »“ على أنها إنسماب للمستقيم 
نتحصل عليه بإضافة المتجه » إلى كل نقطة في 19, كما موضح في الشكل 2-17. لاحظ آن 7+1 هى أيضاً مستقيم, 
ويكون موازياً ل /ل. وبذلك؛ فإن المجموعات المصاحبة ل 77 في 82 تكون جميع المستقيمات الموازية ل /9ا. 


7م 


حي 6 شكل 2:17 


37 ليكن 17 الفضاء الحلّى للمعادلة المتجانسة 42-0 + 39 + 2. ضف المجموعات المصاحبة ل /13 في *1, 


8 يكون /13 مستويٌ يمر بنقطة الأصل (0,0,0) > 0. وتكون المجموعات المصاحبة ل /17 مستويات موازية ل /1. [أنظر 
شكل 3-17]. وبشكل مكافىء, تكون المجموعات المصاحية ل 1 المجموعات الحلّية للمعادلات 1ع 42 + (3 +26 حيث 
468 وتكون المجموعة المصاحبة 18+ حيث ©طرة)-», المجسوعة الحلّية للمصادلة الخطية 
ع4 + 35 + و2 ع يد + بر + 2 أو 0- (- )4 + (6- 3096 + (و- 206 
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شكل 3-17 


7 ليكن [000,2 - لا, الفضاء المتجهي للدوال المستمرة على الفترة 2 >؛ > 0. لتكن 7 المجموعة الجزئية في 7 المتكونة 
من كل الدوال (80 التي تحقق 0 - (1)). بيّن أن /ا فضاء جزئي في 0 
18 الدينا 20 (0)1؛ وبالتالي تنتمي الدالّة الصفرية 0 إلى /لآ. لنفترض أن /لا © 58. إذن 0 (0)/ و20 ()ع. 
وبذلك. 0-0 +0- () + (1) - (1)(ع + )) و0- 0غ - (1) - (001»). مسن أجل أي سلّمي 1 ©6. إذن, 
3 © ع +1 او 1١‏ ©61. ينتج عن ذلك أن 17 فضاء جزئي في 7 

7 صف هندسياً المجموعات المصاحبة ل /0ا في ل. 
8 تتكون 17 من كل الدوال المستمرة المارة بالنقطة (8)1.0 في المستوى 82 (كما موضح في الشكل 4-17 (1)). تتكون 
أي مجموعة مصاحبة ل 17 من كل الدوال المستمرة التي تمر عبر نقطة (,81 من أجل عدد سلمي ما ١‏ [كما موضح في 
الشكل 4-17 (ب)]. 


0 (00:0م 


() عناصر للا (ب) عناصر مجموعة مصاحبة ل /لا 
شكل 4-17 
مبرهئة 16.17 ليكن /18 فضاءً جزثياً في فضاء متجهي ٠‏ فرق حقلٍ 6. إذن, تشكل المجموعات المصاحبة ل ٠8‏ في / فضاءً 
متجهياً فوق >5. بالعمليتين التاليتين للجمع والضرب السلمي: 
)للا زاج بع ولطج ب + واج ب 
01 18+ نطاع 37+ معطا حيث 6 غ6 
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ملاحظة: إنَّ الفضاء المتجهي أعلاه, المتكون من كل المجموعات المصاحبة ل للا في لا, «قضاء خوارج القسمةء ل لا 
أن ي في لا, يسمى خوارج 
بواسطة /لا. ويرمز له ل /9//98 


ميرهنة 17.17: لنفترض أن 73 فضاء جزكي لا متغير تحت مؤثر خطي #اجلا:2 . إذن. يدخل 7 مؤثراً خطياً 7 على 
17// معرّفاً بواسطة 88 + (م)7 - (170 + 760 . بالاضافة إلى ذلك. إذا كان 7 صفراً لأي حدودية؛ فإن 7 
يكون كذلك أيضاً. إذن؛ تقسم الحدودية الأصغرية ل 7 الحدودية الأصغرية ل 5. 


7 ليكن 7 فضاءً ا لفضاء متجهى 8. بيّن أن القضايا التالية متكافتة: (1) لا + ١‏ © لد (1) /لاك هه (زئن لاع با ,, 


8 لنفترض أن 78+ 7 نا. إذن؛ يوجد 1 © م8 بحيث أن ني« + 7 > لا. إذن 78©,<لا-نا. وبالعكس, نفترض 


أن /لاعلا-لء إذن و«د-0 حيث 0اعم*. وبالتالي, 8[ + 7 ,8« + لاع ل. وبذلك. تكون () و (11) متكافئتين 


لدينا أيضاً ان /18 © - نا إذا وفقط إذا 9 © ن 
وى (111) متكافثتين. 


ع ن»- ن)-, إذا وفقط إذا 3 + لا © ». وبذلك؛ تكون (11) 


7 أثبت أن: المجموعات المصاحبة ل /لا في 7 تجزىء 7 مجموعات منفصلة ثنائياً. أي أن () أي أن كل مجموعتين مصا. 
ا + ا اى 8 +7 إما أن تكونا متطابقتين أو منفصلتين؛ و (11) أن كل 7 © ٠١‏ ينتمي إلى مجموعة مصاحبة؛ في ١‏ 
لا + +ع ؛. أيضاً, 887+ مع لا +ه إذا وفقط إذا 7211 -س, وبذلك 388+ 7ح 18+ (# +0) مسن أجل أي 
ااه 


8 ليكن 31 © 7. بما أن 3768© 0, يكون لدينا 18+ 7 © 0+ 7 0, وهذا يثبت (01). 


نفترض الآن أن المجسوعتين المصاحبتين 17+ نا و 7+1 غير منفصلتين؛ مثلاً. المتجه * ينتمي إلى 17 + نا 
ى اام في آنٍ معاً إذن, للا »انا وا ©7-*. ويكنمل برهان () إذا بيّنا ان /لا1+ 7ت /لا + ن. ليكسن 
+ لا أي عنصر في المجموعة المصاحبة 10+ ن. بماآن #«-ن و0 * وبلا تنتمسي إلى ا. فإن 
إلا مس+ (- ») + (:- )> م- لي + ل). وبذلك, 8+1 ©" + !ا وبالتالي. تكون المجموعة المصاحبة 
/لا + نا محتواة في المجموعة 8 + 7. بالمثل» تكون 14+ 7 محتواة في الا + نا وبذلك 777+ باس للا ناء 
القضية الأخيرة تتبع من حقيقة أن ا + لاح + نا إذا وفقط إذا /18 + 7 © ناء, وهذا يكون بالمسالة السابقة مكافئاً 
ل /لا © أعانء 


7 بين أن العمليتين في مبرهنة 16.17 معرفتان جيداً؛ أي بيّن أنه إذا /لا + 'ناع للا+ن وللا+ برك 8+ إذن 
رن لاج زارط “مك لاج زاج نع وى (نن الاج “بطع لأاا+ لاط من أجل أي 16 © ع 
0 () يما أن + ابت لجن وللا+ مد لاجر قإن الا نا-0" ان إلى /1. ولكن يكون لدينا 
عندئذ أن الاج زد بمج زان س ن) ع ار + ايناد زياع ي). وبالتالي» اللا + ابرع 'ننماد للا + (بدع ن)ء 


(01) أيضاً. وبماأن /10© “نا نا يقتضي 8# © (انا- دغ إذن, لا © (انا- نا)كاك “نط لط وبالتالي, 
ايه ارماك الاج نما 
7 ماهو العنصر الصفري في فضاء خوارج القسمة /1//0؟ 
أديناء من أجل كل 31 © «, أن اج + 10+ (/18 + 0). إذن. 1 نفسه هى العنصر الصفري في /لاللا. 
7 ليكن 1 فضاء متجهياً و 17 فضاء جزئياً في 7. بيّن أن التطبيق الطبيعي //يا بم :1 المعّف بواسطة 19 + 7> (100 
يكون خطياً. 
8 الديناء من أجل كل لاع بدن وأي 1 2ك أن (2[00+ (نمررح ألو بج للج برك لاج برج باك زر+ نازو 
ى 607و - زا + بماك 18+ بز > (1700 ينتج عن ذلك أن |7 خطي. 
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7 ليكن 18 فضاة جذفيا في فضاء متجهي الا. لنفترض أن (,8...., ,480 قاعدة ل للا وأن مجموعة المجموعات المصاحبة 


قاعدة لفضاء خوارج القسمة. بيّن أن ل لاس الايلار 


7) « 8 قاعدة 1/1 


بذلك, ‏ (/9/لامصتل+ إلا صلق - م1 


8 ليكن لاعناد يماكن ((,3) قاعدة ل لاملا إذن ,قرم + ٠٠١‏ + تيه + ,ره -ثا + » عد ٠.‏ وبالتالسي, 
ب« + ريع + 00 + ولاك د باء حيث 18 © 8 بما أن (,400 قاعدة ل للا؛ إذن 
بررط ٠٠١+‏ + ,ارم + يلايع + ٠٠١‏ + رارع > .ينتج عن ذلك أن 8 تولّد لا 
نبين الآن أن 8 مستقلة خطية. لنفترض أن 

0ع رسك + ل رصريك بويع جحل جرع 6 
بع 004+ ررم - بما أن (رم) مستقلة, فإن الع تكون آصفاراً. بالتعريض في (!), نجد 
- ,سرك + ... +رسدرك. بما أن (0) مستقلة, فإن ال 4 تكون أصفاراً. بذلك, تكون 8 مستقلة خطياً وتكون لهذا السبب 
قامدة ل /9 


7 أثبت مبرهنة 17.17. 


18 نبين أولاً أن 7 معرّفة جيداً, أي إذا 1# + س- ا +4, إذن (/لا + م7 - (لإز م7 . إذا 


لاا دن د لإل عار 
إذن “لا © م من 


لان /لا لا متغيرة -7. ينتج عن ذلك أن الاك (7)0 -- ()7 > (ن -1),0 . 
(/11 + )7 س ثلا + (ن)1 > للا + :)1 - (للا )7 2 كما هو مطلوب. 


ثم نبين أن 7 خطي. لدينا 


ينتج عن ذلسك أن 


الا + (ه)1 + الا + )7 - خ8 + (م)7 +70:0 ع لز + رن +ن)]7 د (لزز ودر 
زلا + )7 + زلا + بن 
(للا م7 ح زلا (36)م - بلا + ز)1م ع للا + )7 ب وملا ج مم7 - ززنلا )7 


- ((للا + س) + زللا+ )7 
و 
وبذلك, يكون 7 خطياً. 


لدينا الآن من أجل أي مجموعة مصاحبة الا +ن في #ثلا, أن 


- (زلطا + )117 - (لاا + ه)7)7 ع لاا + (()7)7 ع ا جو د زارب يوق 


من أجل 5. لدينا إذن؛ من أجل أي حدودية 
ا ا 0 
(للا + ن)"7) به رق ع نط + )"1ه بق دنلا )رع رطا + )70 


١0لا‏ + ب) )رع ولاه 7 به تاه رطا ج)"آره رق سرلا + ب)”7ره زع 


وبذلك (7)/ > (7)/. ينتج عن ذلك أنه إذا كان 7 جذراً ل(/)ر. إذن (7رع ا - 6-(77, آي أن 7 أيضاً جذر ل(0)/, 
وهذا يكمل البرهان 
مبرهنة 18.17: ليكن /اها:7 مؤثراً خطياً تتحلل حدودينه المميزة إلى حدوديات خطية. إذن: يكون ل /, قاعدة يُمثْل فيها 
7" بواسطة مصفوفة مثلثية [ُسمى شكلا مثلثياً ل 7]. 
مبرهنة 19.17: [شكل بديل للمبرهنة 18.17]: لتكن 8 مصفوفة (مرتّعة) تتحلل حدوديتها للميزة إلى حدوديات خطية. إذن, 
تكون ث8 مشابهة المصفوفة مثلثية. 
7 أثبت مبرهنة 18.17, التي تمثل المحتوى الرئيسي لهذا القسم. 
يكون البرهان بالاستقراء على بعد 9 إذا 1- 01107 فإن كل تمثيل مصفرفي ل 1 يكون مصفوفة [*| 


(دفي 
مصفوفة مثثية). 
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لنفترض الآن أن 1 < « - /4187. وأن المبرهنة صالحة من آجل فضاءات ذات أبعاد أقل من 8. بما أن الحدودية المميزة 
ل 5 تتحلل إلى حدوديات خطية, فإنه يكون ل 7 قيمة ذاتية واحدة على الأقل, ويكون له بذلك متجه ذاتي غير صفري 'واحد 
على الأقل. وليكن ريه > (70. ليكن 7 فضاءً جزثياً أحادي - البعد مُوَلَدا بواسطة *. نضع 7-110 ٠‏ إذن؛ ومن 


المسألة 124.17 يكون لدينا 1- م ع بلا دبلك - ثم موتك -17 مل . لاحظ أيضاً أن 7 لا متغير تحت '7. نعرف؛ من مبرهنة 
7 أن 7 تدخل مؤثراً خطياً 7 على 7 تقسم حدوديته المميزة الآصغرية الحدودية المميزة الأصغرية ل 7. بما أن الحدودية 


المميزة ل-7 جداء لحدوديات خطية. فكذلك الآمر بالنسبة لحدوديته الأصغرية؛ وبالتالي» نصل لنفس الاستنتاج بالنسبة 
لحدوديتي 7 الاصغرية والمميزة. لذلك, فإن 17 ى 7 يحققان فرضية المبرهنة. إذن وبالاستقراءء توجد قاعدة [,12,,...,8 
ال للا بحيث أن 

بحيث أن 


ييه > (ي708 


لتكن الآن ,نا , .. . ,ره عناصر 8 تنتمي إلى المجموعات المصاحبة ,,... ,رت على الترتيب. وبذلك» تكون (مه......,هم) 
قاهسدة ل / [المسالة 124.17]. بمسا أن ,#رره -(,27)5 , يكون لديناا 20 رتيره -(,7)0 ويسذلسك 
© رسبيه - (,7)0 ٠‏ ولكن 17 يُوَلَد بواسطة ! إذن يسيرم -(ي2)0 مضاعف ل(, ولنقل ريه > ينثيرة - (7)02 
يكون ,ريه + سرره - (,ه)7 . بالمئل» ومن أجل ...2 يكون لدينا لآ © رنارره 
وبذلك ,سه + +٠٠١‏ يشيره + شسرره > (ره)7. إذن» 


وريه - وطوره - (,1)0 » 


وبالتالي» تكون مصفوفة 1 في هذه القاعدة مثلثية. 


57 ليكن 3 فضاءً جزثياً. ل 7 ولنفترض أن مجموعة المجموعات المصاحية ‏ (/1+ لان 
مستقلة خطياً. بيّن ان مجموعة المتجهات ‏ ( .217:1 في 7 تكون أيضاً مستقلة خطياً 


10 5 فنا 


8# لنفتسسرض أن 0 2 لاي +...+ يلاي + لايق إذن, ثلا ع للا + 0ع + ايه +...+ رلارة). وببالتالسي» 
8# سد زواع ااي +... + (بوا+ )ره + (للا + )ره بما أن 37 +72 مستقلة خطياء إذن 0« ,م....,0 > ر8. وبذلك”, 
تكون ,7....,ر,,30 مستقلة خطياً 


7 ليكن ا فضاء جزئيساً ل 9. لنفترض أن مجموعة المتجهات (ولا...رناررنا) في 7 مستقلة خطياً. وأن 
ل لفاك هدمة. بِيّن أن مجموعة المجموعات المصاحبة (/18 + إلاء..,/18 + إنا) ‏ في 77 تكون أيضاً مستقلة 
3# لنفتسسرض أن 197 > (18 + إنااية +...+ (للآ + رنااية + قا + ناميه إذن, اع 138 + نيه ...# رناية * رلارة) 
ى © إلاية جل لايق مما أن (0) > 0180 مهجم يكون لدينا 20 إلارة +...+ راره. تعرف,. فرضيةً أن 


إنا.... نا مستقلة خطياً؛ وبالتالي 0 - ,م....0 > ,ه. وبذلكء تكون المجموعات المصاحبة 17+ ,نا مستقلة خطياً 


7 ليكن ١‏ الفضاء المتجهي للحدوديات فوق #, وليكن 7 الفضاء الجزئي للحدوديات 800 التي تكون قسومة على “/ أي أن 
“م اط +...+ تارط + ثارط ع 6)00. بين أن فضاء خوارج القسمة ال//ا يكون ذا بعد 4. 


4 


#8 لتكن (10 أي حدودية في لاء مشلا 'اية +...+ ابة + ,2 - (60. بماإن 18© "ارت +...+ كار يكون لدينا 

زلا + ث)يه + لاج اليه + :ل + )رد + واج [)رم د الاج ثايه+ ثايه خا ره جيه > /1)0+18. وبذلك, فإن ‏ ,/18 + 0,1 + ١‏ 
+ 2 ,/9 + ”) تولّد 19/88. كما أنها مستقلة خطياً لآن “,1,112 مستقلة خطياً في 29 ويكون 

0- الامتتبغ؛) )هدمد [المسالة 128.17]. إذنء 4 * (8//) صنة. 
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7 فضاءات جزئية دورية, (2)0,5 


نفترض في هذا القسم أن /17<-7:17 مؤثر خطي, حيث / منته ‏ البعد فوق 12 و 17 © بم 0 م نا 
7 عرّف 200,77 العُسَمَى الفضاء الجزئي الدوري -7 ل لا والمولد بواسطة » 
© (,200 هو مجموعة كل المتجهات الني في الشكل (5)7(09 حيث يكون مدى ()4 كل الحدوديات فوق >1 
7 بين أن (209,7 فضاء جزئي في لا. 
8 لدينا 0020-0 من أجل الحدودية الصفربة 0؛ وبالتالي. (200,1 © 0. لنفترض أن (20,1 © #«رل. إذن, 
للقن « نا و (0(00غ ع «. وبالتالي, (8)1([00 + (1101] > (5()0)ع + (01(0] - باج اومتها (200,7 © + بر 
الدينا أيضاً (101([)0] - (51)1(0 - مط من أجل آي سلمى >1 ©ظ. وبذلك2 (20,7 © لا6. ينتج عن ذلك أن 
2 فضاء جزئي في 9. 
27 بين أن (2007 الا متغير تحت 7 [نرمز لتقييد 7 على  200,1(‏ بي17]. 
18 ليكن (20,7 6ن مثلاً (0(0 ند إذنء 000160 > [()()1]1 - 100 وبذا (6200,7 (104 إذن يكرن 
7 الا متغيراً .7 


7 عرّف المّعْدِم -1ل» في للد والذي نكتبه (01ث3 


088 لتكن المتتالية ,...,(73)0 ,(12)0 700 ,7 القوى 7 المؤثرة على «. وليكن ! أصغر عدد صحيح بحيث يكون (,)"1 
تركيبة خطية للمتجهات السابقة له في المتتالية» ولتكن مه - (100,ه -...-(75*”')0_يه- > (8"0. إذن, يطلق على 
الحدودية يه + ابه +...ط كل _يو+. * د 00 إسم دالمُعْيم 3٠‏ ل ؟ في (2)00,5 


7 بين أن (50,)1 هي الحدودية واحدية المعامل الرئيسي ذات الدرجة الادثى الوحيدة التي 


0ع (زيس 

8 التكن )يم وم 2 كر ولنفترض أن 8 - 100 هدل, حييث 1 > 7< ولتكن "...+ ارط + رط - 10 إذا 
0 11000 إذن 0د زيط اكت رط +...+ (100رط + ارط وبالتائي, 

رايط > 1007 طلونا سيت ( كر طنط د زر" هذا يناقض حقيقة أن ! هى أصغر عدد صحيح بحيث يكون 
(*7 تركيبة خطية ل (7*”')0,...ر()7 إذنء نكون (1))ي, حدودية من الدرجة الأدنى تحقق 0 > (0)5()0. 
لنفترض أن 51/0 حدودية أخرى, واحدية المعامل الرئيسي ومن الدرجة /, بحيث أن 0 (1(00/ه. إذن, يكون 
ل (غمإم - 0,00 درجة أقل من »1 وتكون 0 > (01([0/ - (0,)1]. وهذا أيضاً. وبالتالي» تكون (10,0 وحيدة. 


مبرهنة 19,17: لتكن (2)0,1, ,5, 50,00 معزفة كما أعلاه. إذن: 
00 ككون ‏ ((ب)' *1...(مآ) - 8 قاعدة ل (200,7 وبالتالي > > (2)0,1 مرلك. 
(11) الحدودية الأصغرية ل ,7 تكون 8/00 
(111) التمثيل المصفوفي ل ,1 في القاعدة 8 يكون 


,ه- 0 
0-6 
يه- 0 


ونيه- 0 
ل 


ملاحظة: تسمى المصفوفة © اعلاه «المصفوفة المصاحية» للحدودية )يم 
7 اتثبت () في مبرهنة 19,17 


8 من تعريف (0,0 يكون (7*00 المتجه الأول في المتتالية ..,(7)0(,72)0. الذي يكون تركيبة خطية للمتجهات 
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التي تسبقه في المتتالية؛ وبالتالي» تكرن ((10-*0,70:(....,5) 8 مستقلة خطياً. ئيس علينا الآن إلا أن نبين أن 
(1.)8 ع (0,1) 2 البسطة الخطية ل 8. لديناء مما سبق. أن (18 © (7*)0. نثبت بالاستقراء أن (8)[ © (27700 من 
أجل كل 5 لنفترض أن 1< هم وآن (8)) © ('-*5, آي أن (0-"37 تركبية خطية ل (0)' *7,...,1. إذن: يكون 
((!<*5)1 ع (7*)0 ١‏ تركيبة خطية في (*1800.....1. ولكن, (8يكآج (5*6 وبالتائي» (8).آ © (7”0 من اجل كل 
8. ينتج عن ذلكء أن (14)8 © (1)1(6 من أجل كل حدودية (10. إذن» (1)8- (200,1 وبذلك تكون 8 قاعدة كما 
توقعنا. 
7 أثيت (01 في ميرهنة 19.17. 
لنفترض أن ,8 +...+ 1ر_بط+ * > (80 الحدودية الأصغرية ل10. إذن 
واي ااه )"1 ع ()(8)م ع (00(,)م - 0. لآن (200,1 © .٠‏ وبذلك, يكون (1”07 تركيبة خطية 
ل ('*10(,...,1, وبالتالي 8>5. ولكن 0-(5)ي إذن 5.010-0. إذن. (50 تقسم ()ي<2, وهذا 
يعني أن 2 > 4. ينتج عن ذلك أن 5- !ا وبالتالي (5)0 > (01ئيى. 


7 اتبت (11) في مبرهنة 19.17. 


18 الدينا 
0 - 7000 
)273 - 720070 
»7 0 
(م) “ل يعس ل (له) ةليه - مال ره - سوم ع زن)*7 - (لط)! 7207 


إن مصفوفة ,1 في هذه القاعدة تكرن» تعريفاً منقولة مصفوفة المعاملات لمنظومة المعادلات أعلاه؛! وبالتالي» فهي المصفرفة © 
المطلوبة. 
7 ليكن /ج/| :7 خطياً. وليكن 77 فضاءً جزثياً لا متغيراً 7 في /1, و 7 المؤثر المدخل على 7/17 آثبت (1) أن المعدم -17 
ل ٠7‏ © ؟ يقسم الحدودية الأصغرية ل 7, (11) أن المعدم - 7 ل 61/197 2 ويقسم الحدودية الأصغرية ل 1. 
8 () المعدم -7 ل /7©0 يكون الحدودية الأصغرية لتقييد 7 على (200,1 وبذلك؛ وبواسطة المسالة 16.17؛ فهو يقسم 
الحدودية الأصغرية ل 5. 
(3) المعدم .7 ل 26138 يقسم الحدودية الأصغرية ل 7, والتي تقسم الحدودية الأصغرية ل 7. 
ملاحفلة: في حالة أن الحدودية المعيزة ل 7 تكون "(50, حيث ()1 حدودية واحدية المعامل الرئيسي وغير خزولة. فإن 
المعدم -7 ل /ا © ١‏ والمعدم -7 ل 18//ا © 7 يكونان في الشكل ”(0, حيث 0 > . 


7 ليكن 13 تقاطع كل الفضاءات الجزثئية اللامتغيرة في /. والمحتوية على . بين أن (2)0,7 > 139 
8# بما أن (2007 فضاء جزئي لا متغير -7 يحتوي على . يكون لدينا (200,1 > 19. بما أن /1 لا متغيير 70 
ى © 7 يكون لدينا /18© (3*0 من أجل كل خ. بما أن 7 فضاء جزئي, يكون لدينا /11© (1)5(00 من أجل كل 
حدودية ()1. وبذلك. 277 (200,7. الاحتواءان معاً يعطيان (200,1)/. 


7 الشكل القانوني المنطق 
يقدم هذا القسم الشكل القانوني المنطق الكلاسيكي من أجل مؤثر 177<+-7:17. هذا الشكل يوجد حتى عندما لا يمكن تحليل 
الحدودية الأصغرية, وبالتالي الحدودية المميزة. إلى حدوديات خطية. [تذكر أن هذه لا تكون الحالة من أجل شكل جوردان 
القانوني]. 
تقدم أولاً صياغة لحالة خاصة للشكل القانوني المنطق خيث تكون الحدودية الأصغرية والحدودية المميزة قوثين لحدودية 
غير خزولة واحدة. أما الحالة العامة, والتي تنتج عن مبرهنة التحليل الاونى, فسوف تقدم لاحقاً. 
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توطئة 20.17 - ليكن 177ج3:188 مؤثراً خطياً حدوديته الأصغرية "100 حيث (40 حدودية غير خزولة واحدية المعامل 
الرئيسي. وحدوديته الممبزة “500 إذنء يكون ل المجموع المباشر (7ي200©...© (1,, 200 > 317 لفضاءات 
جزئبة دوربة -5 (26001 مقابلة للمعدمات “3 "8 ...“عي أتو)م, حيث ‏ لاد ردج ,0 دم 
و3 ...+ ي3 + ,3 4 إن آي تطبل آخر ل ا إلى فضاءات جزثئية دورية -7 يكون له نفس العدد من 
المركبات: ونقس المجموعة من المعدمات :5. 


ملاحظة: تخبرنا التوطتة أعلاه بآن المتجهات ,* أو الفضاءات الجزتية الدورية “7 (200,5, محددة بشكل رحيد بواسطة 7 
ولكنها تقول بأن مجموعة المعدمات -7 تتحدد بشكل وحيد بواسطة 5. وبذلك. يكون ل 7 تمثيل مصفوفي وحيد 


3 
3 


6 


حيث ال ,© المصفوفات المصاحبة للحدوديات "5)0. أيضاً تسمى الحدوديات "100 القواسم الابتدائية ل 7 


مبرهنة التحليل الأولي والتوطكة السابقة تعطياننا النتبجة الأساء ية التالية: 


مبرهنة 21.17 ليكن /1+"! :1 مؤتراً خطي بحدودية أصخرية "() ير 0-0 *"(),/"07),, > 700 حيث ال (4):/ حدوديات 
واحدية المعامل الرئيسي وغير خزولة مخظفة. وبحدودية عميزة ‏ “(م) ٠-١],‏ (0)ي/“(0) ور - (اة . إذن, 
يكون ل 7 تمثيل مصفوفي مركب قطري 


6 


6 


.حيث ال ,© مصفوفات مصاحبة. وعلى الخصوص:ء تكون ال ,0 المصفوفات المصاحبة للحدوديات 0"7),/, 


حيث ,را 210:2 جر 2 ريات الى .حيرا 2 00 ورا برار كت راو 


وي 904 ير برا > رك وح وير 0 يرلا ل برا ع يأك 


مبرهنة 22.17 [شكل بديل للمبرهنة 21.17]: كل مصفوفة (مربعة) 8 تكون مشابهة لمصفوفة وحيدة 71 في شكل قانوني 
منطق كما أعلاه. 
ملاحظة: المصفوفة 16 أعلاه تسمى الشكل القانوني المنطق ل 7: وتسمى الحدوديات "7000 القواسم الإبتدائية ل '17. 
7 اوجد كل الأشكال القانونية المنطقة بالحدودية الأصغرية *(1 - )) - (00 والحدودية المميزة 1(7-)- )84 


08 تتكون القواسم الإبتدائية من قوى -١--1‏ ()9 بآسس تحقق ثلاثة شروط: (1) آس واحد يجب أن يساوي 3, الس 
في 0)0. (2) لا يوجد أس يتجاوز 3. (3) مجموع الاسس يجب أن يساوي 7, الاس في ()4 . توجد هناك أربع إمكانيات: 


(0) ا+ت3+3ع7, لأيأن 175 -4, 3(ر ست ») 1إسى 

(ب) 3+2+2-ع7 فيأن 15 -», 2 », 12 »م 

ع) 7*23+2+1+1١‏ تيأن “4-1 12 »م رجم زرحي 

(ده) 7-3+1+1+1+1 أيأن “(1- 4م زيم وسم زسم زإسع 


بمائن 36+91-1- 07-0 و10 +ئ2- 2د تررس فإن المصفوفات المقابلة تكون كما يلي 
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00601 0801 
1220١9 3‏ 3 1080 
3 001 53 8 
43 2 1- 0 
3- 12260 2 1 
3 06001 1- 0 
1 1202 
0 0 
1 006 1 000 
3 12960 3- 12260 
3 1 0 39 6 
1- 0 1 
2 1 1 
1 1 
1 1 
9 3 
7 اوجد كل الاشكال القانونية المنطقة الممكنة ب *(2 -)) -()81 او *(2-)) -()4 
ل لله 


18 هناك مجموعتان ممكنتان وحيدتان للقواسم الابتدائية: () *(2 -», *(2 -0؛ (ب) 2(7 -, 
باستخدام 12-8 + يم - 3 د 23 - )م او 4 + ع4 - 2 د 2(2 - 06, نجد أن الشكلين القانونين المنطقين المقابلين هما: 


المسائل 44.17-142.17! تتعلق بمصفوفة حقيقية 4 من المرتبة 6 ذات حدودية أصغرية 2(2 -)(3 + - 2) » (0)ل 


7 اوجد عدد الحدوديات المميزة الممكنة (/)ة ل 4. 
8 إن درجة ()4 يجب أن تكون 6 لأن 8 مصفوفة 6< 6. أيضاًء يجب أن تكون ()4 قسومة على ()50. وبذلك, هناك 
إمكانيتان: 27 دع *زق+ى- ©) *()بة الى *(3()0-2+- )ع (اية . 


7 لنفترض ان (!),ك الحدودية المميزة ل 8. أوجد الشكل القانوني المنطق 14 ل 4. 


ها هناء القراسم الابتدائية ل 8 هي 3+)-2, 3+ع- 2, 2(2 -6. وبذلك 


7 لنفترض أن ()42 الحدودية المميزة ل 4. أوجد الشكلين القانونيين المنطقين الممكنين ل 8. 
© هناك مجموعتان ممكنتان للقواسم الابتداتية, وهي: () 3++- ث ©(2-): 6-2(2)؛ (ب) 3+ اسم 
27 6, 2-) 2-غ. ويكون الشكلان القانونيان المنطقان المقابلان: 
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7 أوجد الشكل القانوني المنطق 54 لقالب جوردان 


9 
0 
1 
2 


هناء “+ لاتر4- ترم + ي4- كع “(ر -)- ()هس د ()ة . إذن: 


ده ه23 
سرح هه 
اه سرجه 


وت 3 0 0 


المسائل 148.17-146.17 تتعلق بمصفوفة 8 ب (3 - ©))(1 + 2) > (م)م - (ناذ 
7 اوجد الشكل القانوني المنطق 14 ل 8, إذا كانت 4 مصفوفة فوق الحقل المنطق ©. 
بماأن [+2) ى23-3) غير خزولتين فوق ©) فإن القواسم الإبتدائية تكون 1 + 2, 3- 2). وبذلك 
1- 0 


67 1 
7 اوجد الشكل القانوني المنطق /31 ل ق. إذ! كانت 4 مصفوفة فوق الحقل الحقيقي 5. 
لقا هناء (3/3+ ))(3/ - م)(1 + ,) > (:)” - (:)ى ٠.‏ وهي القواسم الابتدائية ل 4. إذن. 
1ت 
1/5 "له 
3 
7 اوجد الشكل القانوني المنطق “30 من أجل 8, إذا كانت 4 مصفوفة فوق الحقل العقدي ©. 
هناء (1/3-ع)(3//+ ى)(1- )2 +ه) - )م - ()ة . وبذلك 


قله 8 
5 


7 ليكن ١‏ فضاءً متجهياً بعده 7 فوق 12# وليكن /1+ج-/1 :7 مؤثراً خطياً بحدردية أصغرية *(3 + )(2 + 2) > 00 أوجد كل 
الاشكال القانونية المنطقة الممكنة من آجل 7. 


88 إن مجموع درجات القواسم الإبتداثية يجب أن يكون 7 لان 7 -01807. أيضاً, أحد القواسم الإبتداثية يجب أن يكون 
2 وأحدها يجب أن يكون '(3 +). هناك ثلاث إمكانيات: () 2+2 2+ (3+) (ب) 2+ 
“3 +ع 3(2+»)؛ (ج)2+ ثم 35 +). 3+ 3+غ). الاشكال القانونية المنطقة المقابلة التالية هي 
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2- 0 2- 0 
1228 58 
2 0 2 0 0 
1-6 2 10080 
0 هف 1 060 
0-2 0-8 
9 1 0 1-4 
00 2 
2 0 
1060 
2 00م 
27- 12020860 
وف 1 0 
3 
3و 
ع( 


37 اوجد الحدودية المميزة لكل واحدة من الحالات في المسألة السابقة. 


1# تكسون الحدودية المميسزة مساوية لجداء القواسم الابتدائية. وبذلك. “(2(:6+3 +*) -()رة, 
“(3 +ع)ر + 2) - نين , *(3+)22 + 2)- رن . إلاحظ ان ()يذ ع ()يد ]. 


57 أثبث توطئة 20.17. 


1 يكون البرهان بالاستقراء على يُعْدٍ ل. إذا 1 -0107, فإن لا نفسه يكون دورياً -7 وتتحقق بذلك التوطثة. لنفترض 
الآن أن ! < 20107 وأن التوطئة صحيحة من أجل تلك الفضاءات المتجهية ذات الابعاد الأقل من بعد ,. 


بما أن الحدودية الأصغرية ل 7 هي "1500 فإنه يوجد 9 © 7 بحيث أن 0 #ل4)1(*”'00 وبالتالي» يكون المعدم -1 
ل ,؟ هو "500. ليكن (200.1 - ,2 وتذكر أن ,2 يكون لا متغيراً -5. ليكن ,2171/2 وى 7 المؤثر الخطي على 17 
المدخل بواسطة 7. إذن. الحدودية 'الأصغرية ل 7 تقسم ”400 وبالتالي, تتحقق الفرضية من أجل ا و 7 . ينتج عن ذلك, 
وبالاستقراء. أن 8 المجموع المباشسر لفضاءات جزثية دورية 7 ؛ لتكن, (7 ,,2)5 7(©٠٠١©‏ ,,2)3 7 , حيسث 
ل ال الل ال 


سوف نبين أنّه يوجد متجه ,؛ في المجموعة المصاحبة رت يكون*"1)0 معدمها -1, وهو المعدم - 27 ل ي. ليكن « أي 


متجه في ,6 . إذن. ,2 © (3(:)0)/. وبالتالي. توجد حدودية (80 


تحقق 


زره) )ع * (م) ”2070 


فق 


بما أن "100 الحدودية المميزة ل 7, يكون لدينا بواسطة (1) أن (,ن)(3)ية””"(7)/ ع (س)*(3)/ ع 0. ولكن “()؟ هو المعدم 


-1 ل50 وبالتالي» "1)0 تقسم (0ع””"(0)ر , 


وبذلك 


)“ار )م8 من أجل حدودية ما ()ط 


نضع 


(ه)(1)ر د سس سينه 
المعدم -1 ليه 


بما أن ,2ك (,ن)(7) عي دسم 


فإن , أيضاً ينتمي إلى المجموعة المصاحبة .0 . وبذلك» يكون 


ن جه 


أ 


ع» + 


أاسط 


ة (1). أن 


أعفساً للمعدم -7 ل يتة. لدينسا 


0 (,ه)(7)ع - (س):"(3)] - ((ره)(7)ض - سه" (3)ر - (يه):(2)/. ينتج عن ذلك أن المعدم -3 لي؟ يكون *"(100 كما 


توقعنا. 


بالمثل, توجد متجهات 7© «,...ر؛ بحيث أن :3©,ه2 وبحيث أن المعدم -7 ل ١,‏ يكون “00 وهو المعدم 7 


ل أن . نضع (1 .,ن)ك > ,2 ,.. 
المعسدم -75 ل8؟ والمعدم -2 لإ . تنعرف أن ((7)'-72 
قاعدتين من أجل (200.5 و (2)2:,7 على الترتيب» من أجل *, 


1-5 


. .7 ,ين) 2‏ ,2 ولتكن 84 درجة (1)0 بحيث أن درجة "100 تكون ,00. إذن: وبما أن "()؟ 
705 مرق 


تن سس 101 
ولكن (7 :)2 ©--١©‏ (7 ,267 دت؛ 
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الفصل 17 60 443 


وبالتاني» تكون ((رق)' 7*7 ,. . . ,إلا . . . (رقهع' 7*7 , . . . .وق قاعدة من أجل 7. بذلك وبسبب العلاقة ‏ (7760-(7*)6 , 
تكون ل(" “7ه رعو ووو “روديو لإروه "ار ووو قاعدة من لهل 1 أذ 
7(©٠ ٠١ © 20, 7(‏ ,)2 علا, وهو المطلوب. 


يبقسى أن نبين أن الآأسسس ...13 تتحدد بشكل وحيد بواسطة لا. يما أن 0 ت زلدرجية ()4 فإن 
لمع + رمك «لاولة و نمف - ,2 سل ع أيضاً إذا كان » عدداً صحيحاً موجباً فإن (5(2)؟1 يكون فضباء 


جزتياً مولداً ب (101(*)0, ويكون بُقده (- ,46 إذا 5< .م أو 0 إذا 5> بم 


الآن» يمكن كتابة أي متجه 717 وبشكل وحيد في الشكل ++ لاع ١‏ حيث ,2 © 8 وبالتالي؛ عن أجل أي متجه في 
7١‏ +00 '(7)/ > (1)7(')0: حيث (,7(')2)/ » (,7(00),. ليكن ؛ العدد الصحيح, المعتمد على 5, الذي يحقق 
مسرش<ره رقحيه 5ك ربب8 إذن 7)1(:)2,086٠09/)1()2,(‏ (/70'01)/ . وبالتالي 


[(ح رس) + ٠-١‏ + وى - رسف - ((3()7)ر )صنق 0 


إن الأعداد على يسار (2) تتحدد بشكل وحيد بواسطة 7. نضع 8-1 - 5 فتحدد (2) عدد ال ,0 المساوية ل «. ثم نضع 
5-8-2 فتحدد (2) عدد ال ,8 (إن وجدت) المساوية ل 2-1. نكر هذا الأسلوب حتى نضع 5-0, وتحدد عدد ال ,8 
المساوية ل 1. وبذلك؛ تتحدد ال ,8 بشكل وحيد بواسطة 7 و لا؛ وهذا يكمل برهان التوطئة. 


7 ليكن 7 مؤثراً خطياً بحدودية أصغرية 10(7 وحدودية مميزة 2005 حيث (1)0 غير خزولة فوق الحقل القاعدة ك. اوجد كل 
المجموعات الممكنة للقواسم الإبتدائية. 
88 إن القراسم الابتدائية قوى ل (0)) بأسس تحقق ثلاثة شروط: أي يجب أن يساوي 3 وهو الأس في (00. الاسس 
الأخرى لا يمكن أن تتجاوز 3. مجموع الاأسس يجب أن يكون 6: وهى الآس في )4 . هناك ثلاث إمكانيات: 
00 3+ 3 - 6 المقابلة ل 4003 3()). 1 
5 2+1+ 6-3 المقابلة ل *0), 5)02, ()1 
2( 14+1+[1 + 3 6 المقابلة ل تنلل 0 (1)0, 100 


7 أوجد العدد الاقصى للمصفوفات غير المتشابهة ب *()/ > ()م و *0)/ > )4 حيث )1 غير خزولة. 
إن المصفوفات غير المتشابهة تقابل عدد الأشكال القانونية المنطقة المختلفة التي يدورها تقابل عدد مجموعات القواسم 
الابتدائية, نعرف. من المسألة 152.17: أنه توجد ثلاث مجموعات مختلفة القواسم الابتدائية؛ وبالتاني» توجد ثلاث مصفوفات غير 
لها الخواص المذكورة. 
المسائل 158.17-154.17 تتعلق بالحدودية 2 +ع3 + 3,/7- 6 - ()ر ومصفوفة 8 ذات حدودية أصغرية (/)/ * (4)م 
وحدودية مميزة *(4)/ > ()4 . 


7 بيّن أن (1)00 غير خزولة فوق الحقل المنطق ©. 


إن الجذور المنطقة ل (0؟ يجب أن تكون ضمن 21 , 12. نختبر كل واحد من الأعداد الصحيحة الاربعة, فنمصل 
على 80 (1) 6غ (1-#, #0 (4)2 ومعدرسى, ٠‏ تكون ()1 غير خزولة فوق ©. 


7 نفترض 4 مصفوفة فوق الحقل المنطق ©. أوجد الشكل القانوني المنطق 84 ل 4 فوق 0. 


8 بما أن ()1 غير خزولة فوق ©, فسإنه يمكن للقواسم الابتدائية ل 8 أن تكون 00 4)0. وبذلك, 
(2 +36 + 306 - تععهر + بن + 2خ - تين د زر حيث ((0)501© ترمز للحدودية المصاحبة ل (50. أي أن 
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4 2383 الأشكال القانوذية 


7 أوجد عدد الجذور الحقيقية ل (10. 
8 نرسم (نقطة نقطة) (5)0: كما في شكل 5-17: فنرى أن )1 تعبر محور -5 عند نقطة واحدة فقط؛ وبالتالي يكون ل (10 
جذس حقيقي واحد. 


شكل 5-17 


7 لنفترض أن 8 مصفوفة فوق الحقل الحقيقي 8. أوجد عدد القوالب (المصفوفات الجزئية) القطرية في الشكل القانوني المنطق 
'ا لاة فوق 2. 
قا بما أن ل ()1 جذر حقيقي واحد, فإن )1 تتحلل إلى (0(8,)0),غ > ()1 حيث (),8 و (1)رم# غير خزولتين فوق 8, 
هناء تكون القواسم الابتدائية ل 8 كما يلي: (),5: (),8» (8,)1, 8,00. وبذلك, يكون ل '74 اربعة قوالب قطرية إثنين منها 
مرتبتها !؛ وإثنين من المرتبة 2. 

7 لنفترض أن 4 مصفوفة فوق الحقل العقدي ©. بِيّن أن الشكل القانوني المنطق "714 ل 8 فوق © يكون قطرياً. 
هناء يكون ل (100 جذر حقيقي واحد وجذران عقديان مختفان. وبذلك, تتحطل (10 إلى ()ي08)رط0)),ظ < ()1 فوق 
© حيث كل (),1 تكون خطية. إذن تكون القواسم الابتداثية ل كما يلي: 0)رظ )رط يا ))يرط؛ ()يط. ()رط. وبالتالي» 
يكون ل "04 ستة قوالب قطرية؛ كل واحدة منها مرتبتها 1. بتعبير آخر, تكون "04 قطرية. 

59.17 أوجد كل الاشكال القانرنية المنطقة الممكنة من أجل المصفوفات 66 ذات الحدودية الأصغرية 1(2 + ))(3 + #ا) ع ())صس. 
1# بما أن مجموع درجات القواسم الابتداثية يجب أن يكون 6: فإنه توجد ست إمكانيات: () 3+ 2 3 + ث, “(1 +6)؛ 
(ب) 3+ثل 2( +»»؛ “(1+»: (ج) 3+ 1/2 + ), 1+ 1+غ. وتكون الأشكال القانونية المنطقة المقابلة كما 


يلي: 


9-5 لك 5 21 
2- 1 هت 1 1- 


7 أرجد الحدودية المميزة في حالة من المسألة السابقة 


8 الحصدودية المميزة تسسساوي ج اء القواسسم الابتدائية؛ وبسالتالي. *(3(*)0+1+ *)- ()رة؛ 
“10+ م)زة+ )ع ن)رة * زليه . 
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اله اللصبماصت 
والهضاء التضهوي 


يُغطي هذا الفصل التطبيقات الخطية من فضاء متجهي ١!‏ إلى حقله 16 للسلميات [ينظر ل 6 بأنّه فضاء متجهي ذوق نفسه] 
طبعاء كل المبرهنات والنتائج من التطبيقات الخطية الاختيارية على تظل صالحة من أجل هذه الحالة الخاصة. ولكن هذه 
التطبيقات تعالج منفصلة بسبب اهميتها الأساسية, وبسبب أن العلاقة الخاصة بين 7 و 16 تنشأً عنها مفاهيم ونتائج جديدة لا 
تنطبق على الحالة العامة 


8 الداليات الخطية والفضاء الثنوي 


1158 


3.18 


515 


عرّف دايا خليا 

1# ليكن ١‏ فضاء متجهياً فوق حقل 5. يصطلح على تطبيق جم نم بأنه «دالي خملي» [لى «شكل خطي»] إذا 
(شاوط + )0ه > (نط + يم)ة. من أجل كل ا ©0.نا وكل ©8©16,ه. بتعبير آخر, إن دالّيا خطياً على 0 هى تطبيق 

خطي من 7 إلى . 

ليكن "1 - 7. التطبيق 1 جايرا ٠‏ المعوّف ب,8 >(.....ره.,3,)8 يسمى «تطبيق الإسقاط أ. بين أن ,7 دالّي خطي 

على 20ب لا 

0-0-7 تبيسسان أن ,5 خطسي. لنفتسرض أن 7 © «ارناء. ليكسسن 3 بة) جنا لوط©) على إذن» 
ليا + يقيرط + يه > وج ليم اميه عقا وبذلك, 60 + (ن)» صبطع بوك زر نري 


ى (0*ظ ع رما د (ل),” ٠.‏ إذن» يكون ,”7 دالّيا خطياً 
ليكن ٠‏ فضاء متجهياً لدوال حقيقية مستمرة على الفترة > )> 3. وليكن 8#+-/7:17. مؤثر التكامل المعرّف بواسطة: 
0 
بيّنِ أن 3 دالّي خطي على 7 
8 لديناء من الحسبان: أن 
١ ١ :‏ 
عات +لمات حش هام ذ] جه مر ذإ حه روم ج هما | - رم جراد 
١ .‏ 

[7]ل ع نه زمار 31 عن ايز ]ناد 

إذن. يكون 3 خطياً. وبذلك» يكون 1 دالياً خطياً على 17 


ليكسن ١‏ الفضساء المتجهي للمصفسوفات الم ربعة -0 فوق #. وليكن 2 «/ا :7 «تطبيسق الاشسر»؛ أي أن 
ريق لس يرق خببة > لقال حيثت (2) > 48 يعني هذا أن 7 تقرن بمصفوفةٍ 4 مجموع عناصرها القطرية هل 7 دالّي 
خطي على 97 

8 إن 7 تطبيق خطيء أي أن (708+ (1)8 - (ظ + 18 و (1)4 > (7068. وبذلك, يكون تطبيق الاثر دالّياً خطياً على 
37 


ليكن ٠7‏ الفضاء اء العتجهي للمصفوفات المربعة -8 فوق 16. وليكن »ير 2:17 دالة المحددة, أي (400)8 > (8)8. هل 2 
دالْي خطي على /ا؟ 


445 
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6 2 الداليّات الخطية, والفضاء الثنوي 


28 


718 


518 


5.8 


1018 


11.18 


12.18 


13.18 


14.18 


0 18 500 7 

8 0 ليس تطبيقاً خطياً. مشلاً. لتكن (نّ )عه 0 )8 إذن. 0- (2)8 و0-(208 ولكسن 
(2)8 + (ماط » 1 > (1)ه - (8+ 8)8. وبذلك, لا يكون 5 دالياً خطياً على لا. 

ليكن ؟ الفضاء المتجهي لكل الحدوديات الحقيقية. وليكن 9 مؤشر ال: 
على ا 

ل إن مؤثر الاشتقاق خطي. ولكن 8 لا تطبق 7 على الحقل الحقيقي 1 وبالتالي, لا يكون 2 دالَّياً خطياً على . 


اق على ل, آي غ46/04 > [51])0. هل 1١‏ دانّي خطلي 


عرّف الفضاء الثنوي لفضاء متجهي ل. 
0 إن مجموعة الداليات الخطية على فضاء متجهي 7 فوق حقل 15 تكون أيضاً فضاء متجهياً فوق 52 حيث تُعرّف عمليتا 
الجمع والضرب السلّمي بواسطة (8)ن + (0)ن > (09(© + 4) و 0ط - (54()0) حيث ل وى داليان خطيان على لا 
و ©#6. يسمى هذا القضاء «الفضاء الثنوي: ل لا/ ونرمز له ب *لا. 
المسائل 10.18-8.18 تتعلق بالداليين الخطيين 1ج*#دي وى 8هم*#8:س المعرّفين بواسطة 2 + ع (ز,ع«)ن 
و ا > 38 2ج (لانا)ج. 
أوجد 0+ #. 
ل 5 + ينه م برد عرق + بر2 + ع د زريمى + (وى)ة د ززيوزن + 4). 
أوجد 40 
« م8 + عره ع زرة + )4 د زررىؤة4 ع (ررع)ز49). 
أوجد 5 - 20. 
ل ان +13 - - جر - «5)3 - زر - «3)ة - (و2 + +20 ع (زر»)ن5 - (لز,:)29 د (رءر)(ن5 - 20). 
السائسل 13.18-11.18 تتعلسق بالداليين الخطيين 8م*#دلو و8ه*#:ج المعرّفين بسواسطة 
ج + برق ل 246 ع (إترن»)9 اق 32+ 2س و4 > (2, )6 
أوجد 8+ ة. 
يه ركس يرمع زوق + بر2 ح ير4) + (ه + و3 - 22) > (ترلزردى + (ترلز)30 > (تررىى)(ه + 4). 
أوجد 34. 
ها يرقا برو اس يرماك زع + برق - «3)2 > (ترلز,:)34 - (2,لا,)(30). 
أوجد 20-56. 


1 132 - بوه بج بم | د زو3 + نر د وشق)ة - ( + نز - 202 - (تبلا»)ى5 - (ترلز,؟) 29 - (ترلا,ع)زوة5 - 20). 


ليكن "6 ع .٠/‏ بيّن كيف يمكن مطابقة الفضاء الثنوي ١”‏ مع فضاء المتجهات الصفية [حيث عناصر 7 متجهات عمودية]. 
18 ليكن © عنصراً في الفضاء الثنوي *1, أي تطبيقاً خطياً # جلا :ى . باختيار قاعدة من أجل /ا/ ولتكن القاعدة 

المعتادة, تكون 6 ممثلة بواسطة مصفوفة [ن]. ولكن مصفوفة. مثل هذه, تكون متجهاً صفياً. أيضاً. يكون التطبيق [0] +90 
من جهة أخرىء يعرّف أي متجه صقي المهاسرة) -# دالّيا خطياً # ج-/آ :© بواسطة 


00 ان 
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أود ببساطة» اليه .ل راقلا + اليه ب لايرل ناريخياً. كان يصطلح على التعبير الصوري أعلاه باسم «شكل خطي» 
8 ليكن + دالياً خطياً على 82 معرّفاً بواسطة 15 > (2,1)ة و10- -2-,1ن. أرجد 4. 
8 ليكن (5.ه) -4, متجهاً صفياً. أُعطينا أن 
كح (2)زرة.م) ١‏ 15 عدم +26 


!اه 35 0 د نمدم 


المعادلتان معاً تى طيان 5-4 7- ط, ويذلك. (4,7) > و781 + 46ت يران 
8 لنفترض أن > 77 0170. ما هو بعد الفضاء الثنوي * لاو 


9 الاحظ أن 21 يساق حيث 16 فضاء متجهي فوق نفسه بما أن ,1100090 - "17 (وهو فضاء التطبيقات الخطية 
من 7 إلى عا إذن 8ح السك 9 ساف زلا سنة) > [0ك,/ا)سه1]سنة - “ل «ذل. [كان هذا متوقعاً لأنه يمكن مطابقة ل 
مع المتجهات الصفية عندما يطابق مع المتجهات العمودية]. 


8 القاعدة الثنوية 
إن المحتوى الرئيسي لهذا القسم هو المبرهنة التالية التي سوف تبرهن في المسالة 23.18. 
مبرهنة 1.18 لنفترض أن ("....,7) قاعدة ل ا فوق كا. ولتكن “67 ي4....ر,4 الداليات الخطية المعرّفة بواسملة 


1 1 
أ 4 وأدرة«رمه 


إذن. تكون (ل.....ب4) قاعدة ل ©/1 
القاعدة (ب) اعلاه تسمى القاعدة «الثنوية» ل (0) أ «القاهدة الثنوية». إن الصيغة السابقة التي تستخدم دلتا 
كرونكر 8 هي طريقة مختصرة لكنابة 


> (رن)رف ,0 > (وم)رف ,1 ح (رماية 
(رم)يه ,1ع (وه)يف ,0 > (رم)ية 


>( قارف ...0 > (يهارف ,0 > (رن)ر4 


وهذه الداليات الخطية ,4 وحيدة ومعرّفة جيداً لأنها معرفة على قاعدة ل 0 


8 لتكن القاعدة التالية على 82 (ذ)عه 3 (5)-ه أوجد متجهين صفيين ٠,‏ و ير يشكلان القاعدة الثنوية. 


8 اليكن (0.) > 8 بما أن 1ح إنر» و 0ت لاا فتحصل على 

لك 28 + ه > (يّ)(ة به) - عرس د محعهد+م2- و )رفيم- يسم 
إذن» 42-3 عم وبذلك» (3,2-)- ,«. 
ليكن (2,4) > يه بما أن 0ع رلارننا او 21 رلار#, فتحصل على 

0- هدج - ( )له مه) د بعر 5 1ع هة +26 - (4()5 بن د يسرم 
إذن 2م 4-1 ويذلك. (1-.2 ديم 


8 لتكن القاعدة التالية ل 82 ((3.1) > ارلا ك0 . أوجد القاعدة الثنوية . (رهدرة) . 
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85 نبحث عن داليين خطيين بز + جه > (1.) 4 وءيك + عه - عايج بحيث أن: 1- 0اره؛ 0 لرثارة: 
مع رميو 1د دركية. لذلكء 


81 +20 - (21)رق - ل نارق 5950 
و العسدة 


4-0 +26 - (1 ,2)يه - (, 5-0006 
السسكد شيب 3 سسنس 


وبالتالي» تكون القاعدة الثنوية ‏ (20 - » > (لا,؟)رفملاة + ل > (يزردارة) ١‏ 
8 اوجد القاعدة الثنوية للقاعدة التالية في ته ((تيفت,2) > بلارزارا-,1) > رناء(2,3-,1) > بل) . 

8 التكن ‏ ار" يال ولا القاعدة الثنوية المملة بمتجهات صفية. لنفترض أن (يقريشية) > ,8 بما أن 1 > رلارل” 
0ت يتريس 20 رنار» تحصل على 

1 ي38 + ي28 - ره 0ع يه+ يه - ره 0 > ي78 + يه - ,28 للق 
نحل فتحصل على 3-ه يه 5- ع« يق 5-2 يه وبذلك ‏ (2-,ك-,3-) سرد أي 22 - بقح عرقت > لقلا لام 
لتفترض أن (رطررط,6) > ير«. بما أن 0 > نار« 21 إلارظ, 0 > وارلا تحصل على 

0 36 + ث28 - رة 1 > رط+ يط - رط 0> ,76 + ي4 - ,26 ت 


حل فتحصل على 22 رط 1+ رط 20 ي5. وبذلك, (2,1,0) يف« أى لاج 26ج (قلا يلا 


تفترض أخيراً أن لرهيره.,©) > ر8. بما أن 0ت نار 20 رلار 21 رثار», تحصل على 
#0يه3 + ,20 - ,» 0ع يو + يه ع7 + رةه - ع2 زلف 


تل فتحصل على 21 رع 2 يم [«تيع. وبذلك. ([,1,2) كر« أي 2+ 20 + عت (تزكايا 
ملاحظة: لاحظ 'التشابه في المعادلات (1) و (2) و (3). 
8 التكن القاعدة التالية في د ((2-,0,3) > نودرت 0,1) ك ردرزة,1-.1) ك ,40 . أوجد القاعدة الثنوية ‏ (وهبيهدرة) ٠‏ 
© نبحيتك عسن دالّيسات خطيسة يه + ليه + كرة > 2رلار») 4 ٠‏ قرط + لاوط+ أرط > (قلاكاية: 
هيه + لارء + 7 © > (ترلارات)رو بحيث أن 
1-(,ه)رة 0> (يم)ره 0 (رم)رة 
0> (رنا)يظ 1 > (يمايرظ 0> (رس)ي»ه 
0> (رس)رة 0> (يم)رة 1> (وسارة 
نجد رج كما يلي: 
1 > يه3+ ره - رمك (1,3- ,1)يف ع (رم)ر4 
6ديه ديم ١‏ -(1-,0,1), - (يس)رة 
0-ره2 -يم 3‏ > (2-,0,3)يث ع (رسارفة 
نحل منظومة المعادلات: فنحصل على 1 ره 20 يق 0< ية. وبذلكء <اع 2لا,كار9. 
نجد ير كما يلي: 
نجد رف كما يلي 0 رؤة + يرط - رقك (1,3- رل)ية - (رساية 
6 حيهة -(1- ,1 ,0)ية > زرسايظق 
26-0 -يمة 3‏ *(2-,0,3)يف > (رم)ية 


نحل المنظومة, فنحصل على 7ع ,5 2- - رط 3- > وبالتالي, 3 - 22 - 2 > ,»)رج ٠‏ أخيراً نبحث عن 4 
لاع يم 3 + يع اح بع د (1,3- ,ل)وق ع (رط)رة 
ودب ديم ١‏ > (1-,0,1)رثة > (رسارة 
درم 2- رءق ‏ د(2-,0,3)رك > (وق)وه 


نحل المنظومة؛ فتحصل على 2- 2 ره 1د ري 1غ يه. وبذلك 2+ + 26- > (الزركاية ٠‏ 
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8 أوجد القاعدة (,.ي؟.,؟) التي تكون ثنوية للقاعدة المعتادة (يثيره,بع) في 83 


افعو 


لنفترض أن (8.ة) > ,5 بما أن 1د رع 0- يم 20 ي16: تحصل على 


1 0 0 
000 6[ )مهمه ><[ ]فيه مده 
0 2 1 


وبذلك. 01,00 >5 وبالمثل. (0,1,0)> ,5 او (0,0,1)- ,5 بتعبير آخن, كنوية القاعدة المعتادة ل27 هي نفسها 
القاعدة المعتادة ل *823 


8 ليكن 7 الفضاء المتجهي للحدوديات الحقيقية 2+0 - 50 [أي أن 2084>1]. وليكن #جلااتُ او سمي 
معرّفين بواسطة 
4 (نار ,| -«ار)ره و 4 ضار و[ > تقاراية 
[نلاحظ أن ,4 و يه خطيان وينتميان إلى الفضاء الثنوي * 1]. أوجد قاعدة . (را0) ل ١‏ تكون ثنوية ال (ي0,4) . 


18 ليكن خط + هد 0 ىال + ع ديا لدينا من تعريف القاعدة الثنرية, أن > كارف 0ه رنيو 
و20 يرف 21 لركية. إذن 


0 

اع«شإاجهة ده وشجم) ير ع رميو 

0 طم + ممه رطعم | للرمية 

1 

0-هاجع دي ريل ج) 0 

8 أو 421 إدسع 

24-1 -22 - ل زنك جد) و[ > لايك 

بتعبير آخر, تكون (0+ 2-1122 -2) قاعدة ل 7 والتي تكون ثنوية ل (ي4,.4) . 
98 أثبت مبرهنة 1.18 


8 نبين أولاً ان (,4....ره4 تسود *8: ليكسن # عنصسراً إختيساريساً فسسي *7, ولنفترض أن 
وا > لر شوك > (ر"اهبرك - 4000 نضع .رفي +..+ رورطاء 6 إذن 


(سالمضرة ٠٠١+‏ خرهع») 
(رسايفم + ٠٠١‏ + (رم)يفيم + لق)ره 4 
ركع 0 دياع لت 0 ديم + 1ترا 


6») 


بالمشل. ومن أجل 2,...8 > 1 ولع ف8 شرك حي لول رهركا نط (را6 شرت «اليهيا..ة و0 2 0م وبذلك 
مه > ركو من أجل قر بما أن # و6 يتوافقان على متجهات القاعدة؛ إذن: رشنا يط بجنا دى دو 


ينتج عن ذلك أن (,4....ي ))4‏ تود “لاد 


يبقى أن نبين أن (ر4.....ب8)- مستقلة خطياً. لنفترض أن 0“ رهرة ...© وهرة * ,4ر8. بتطبيق الطرفين على ,لاه 


تحصل غلى 
اله)(مهيه + ٠٠١‏ + رفيه) * (ه)0 ع 0 
(ظارهيه ١*٠‏ + ( افيه + (رن) ره رم ع 
© -0ديم + لديم + ارمع 
بالمثل» ومن أجل 15 يكون لدينا 
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به > مويه + لارهية + ...+ للع رهبة > يفيه + ...+ رهره) > (00 - 0. أي أن 0 
تكون ‏ (يؤسرة) مستقلة خطياً وبذلك تكون قاعدة ل *ل. 


...0 > ,3 وبالتالي, 


مبرهنة 2.18 لتكن   )0....7(‏ قاعدة ل لاء ولتكن ‏ (ي,رة4 القاعدة الثنوية ل *لا. إذن؛ ومن أجل أي متجه 
/ا © 4 يكون لدينا 


ولالسارو+ ...+ رلالنكيج + لمرو حن )0( 
ولدينا من آجل أي دالّي خطي * 7 © 06 أن 
يولي 00+ يؤلي 0ك + ,هل :) - 6 2( 
8 أثبت مبرهنة 2.18. 
لنفترض أن 
ةلد لكيه + لبق نا )2 
إذن» بي ...+ فنية + أءبة > لم ا)رهرة+...+ (و")رهية + ( )بوره > (نا)رخ. بالمثلء ومن أجل 8, 


لدينا. به > لطبؤية جل تعروة ++ لمروره برو أي أن ,ةع (فيورسية > (نفرؤررة ‏ (نارل. بالتعريض 
بهذه النتائج في (3). نحصل على (1). 
نبرهن؛ بعد ذلك, على (2). نطبق الدالّي الخطي 6 على طرفي »)1١(‏ 
(رم)ه ضيه + +٠٠١‏ (يس)و ليف + زرم)م(مرم - ويه 


()ره(يه)» + ٠٠١‏ + (س)يوزيم)ه + (عنارةو(رن) 
(0)(,ه(,مت + +٠٠١‏ يو(يم)ه + ره(ره)م) - 


بما أن ما سبق يتحقق من آجل 67 نا, يكون لدينا ,ؤت ...+ يوذي)ه + ,هل 0ن > 6 وهى المطلوب. 


مبرهنة 13,18 لتكن ‏ (للاسسس437 ف (ولانسس19 قاعدتين ل لاء ولتكن ([,©.....,4) ((,14)6.....6 قاعدتين 
ل "7 الثنويتين ل (0) و (,8) , على الترتيب. لنفترض أن ” مصفوفة الانتقال من (9) إلى (/9) . 
إذن, تكون 8-1(7) مصفوفة الانتقال من (,4) إلى (,6©) 
8 أثبت مبرهنة 3.18 


8 لنفترض أن 


00+ وتقور© + بنرك > روا رضيرة + ٠٠١‏ + يهورط + رهيرة * ره 
,روط + ٠٠١‏ + ره 6 


+ ولايو© + رنارجة ع ول بوط + رهيوط د يه 


وير 004+ ولليرة + رقرية سرس اشير 004ل يشير + قرط يه 
حيث (ره) -8 و ثرة) < 0. سوف نثبت أن 7(-6) - 0. 


ليكن ,8 الصف 1 ل © و © العمود ز ل 85. إذنء لطس ررطيط) > ب فى "لي#...سيرهررة) - © لديناء من تعريف 
القاعدة الثنوية؛ لدينا 


/ 
كروتكر. وبذلك, 


ل د 


كيه كار 


2-8 اعلن د اواط+...+ روطع لىثايية + وللويةل رلاببة)ل شيط +.. يهورة + بشن5) ع و6 حييةه ك دلتا 


وبالتالي, *(-م) - 5( (057) > 0. وهو المطلوب. 
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المسائل 30.18-26.18 تتعلق بالقام دتين التاليتين في 82 ((1,0) - ,ارزل,1) - ,0) د 8 
و ((3,2) > ي«(ت4) در« درى 
8 أوجد مصغرفة تغبير القاعدة * من ,5 إلى ي5. 


1 نكتب , كتركيبة خطية ل إلى رد (للا+ 6 - (1,0)+ (1,)ه ك (4,3) أن 4ع بر ير 
2-5« ادل حلاً؛ ربالتالي ي9+ ,39 - بد 


نكتب رلا كتركيبة خطية في ,لاا ىيلاد (#رلا+ © > (1,0)ر+ (1,1): > (3,2) ىل 23و + »ىر 2 عع وبذلك, يكون 


22م لا حلا وبالتالي» ,+ ,20 > ين« 


نكتب إحداثيات * و رلا كأعمدة, فنحصل على 


8 اأوجد القاعدة (,هدرج) ]5 التي تكون ثنوية ل ,5. 
ها ليكسن (طره) يه. إذن 1> رج و0حيارج. وبذلك, 6-1+ه و2-0, ومنيا 20م اط 
ديكون (0,1) > يج. ليكن (64) - ين. إذن» 20 ,اي واتراي4. وبالتالي. 84-0+» و1ع-»؛ ومنهنا 
اعءىا- 4 ويكون (1-,1) 2 ية. 

48 اأوجد القاعدة (,6.ر») >-54 التي تكون ثنوية ل ,8 
#ا ليكن (2,0ة 
3+ طم و(2,3- ره اليكن 60 2يه. إذن, 20ب “ايم وات فرهم. وبذلك, 30-0 + ع4 
واع 66+20 ومنها 3ه و4 - 4. إذن, (4-,3) ع يه 


6- أذن ا“ "اه و 0حيفر». وبذلك 38-1+ه4, 20-0 +36 أ 2سم 


8 أوجد مصفوفة تغيير القاعدة © من |5 إلى !8 
8 نكتب ,6 كتركيبة خطية في ,4 او يه: (1-.[)با+ (0,1): - (2,3-). وبذلك, يكرن 2 صابن 3ع بر ين احلا 
وبالتالي ,24 - رج > ,6 


ونكتسب ,© كتركيبة خطية في ,4 وية: (1-,ا)لا+ (0,1)ه - (3,4) أي 3د ين مس صر 
!- د », 3دلا حلاً؛ وبالتالي. ,39 + ره- > يه. 


«. وبذلكك, يكون 


نكتب إحداثيات ,© ى ر5ى كأعمدة, فنحصل على 


8 حقق مبرهنة 3.18, أي 5-1(7) 2 © 
: يي 
1 


* (5 )عم باسني و +(و” 1_)-7زنتم) شام مترقع. 
8 الغفضاء الثذوي الثاتي, التطبيق الطبيعي 
8 عرّف الفضاء الثنوي الثاني. 


8 ليكن ١‏ أي فضاء متجهي فوق 55. الفضاء الثنوي “7 هو الفضاء المتجهي للتطبيقات الخطية من 77 إلى 16. أما الفضاء 
الثنوي الثاني * */ا فهو الفضاء المتجهي للتطبيقات الخطية من * لا إلى 12, أي أن * */ا هى ثنوي (ثنوي )0٠‏ 


8 ليكن 7237 إذن. يحدد ؛ تطبيقاً يم ج*/8:17 كما يلي: من أجل أي */9 ©ن, نعرّف (ن)م -(8)4. بين أن 3 


خطي 
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3318 


5418 


353.18 


3618 


318 


36,18 


لديناء من أجل أي "7 © ميو وأي 72 طبه أن 

(0)0ط + (ه)قه > (ماهذ + (ن)فه - (نوإ(ون + وم) - (وط + 8)64 ٠‏ إذن: يكون 85 خطياً 

بيّن أن **17© 8 

1# من المسالة السابقة, يكون 7 تطبيقاً خطياً من *7 إلى 12 وبالتالي ‏ ** 85617 . 

عرّف التطبيق الطبيعي من 7 إلى " */9. 

8 التطبيق ث#جدن . حيث 8 كما عرّفت أعلاه. يسمى التطبيق الطبيعي من ل إلى * "لا 

بيّنِ أن التطبيق الطبيعي من ٠‏ إلى * "7 يكون خطياً أي بيّن أنه. من أجل أي متجهين 7 © 7,8 وأي سلميين 12 6 طيةه 
يكون لدينا ‏ رخ + نم -«8 +20 . [مناء # ج*/1 :0 معرّف بواسطة (ن)ق > (3)0 ]. 


لديناء من أجل أي داليّ خطي *ناعو. أن 
(ه )زرط + قه) - رف )قط + (4)ته > (س)وط + (مهه - من + مم)ق - (20)4 جو ٠‏ بما ان 
(0()4 + ته) - (ن):2 + ري من أجل كل */7 © ج , يكون لدينا 66+ 80-0 +220 وبذلك, يكون مجان 


ليكن 7©1 أي متجه غير صفري. بيّن أنه يوجد * 4637 بحيث أن 80(0. 


88 وسع (0) إلى قاعدة (0) ل إذن. يوجد تطبيق خطي وحيد > +/1:م بحيث أن 1 (000. ولكن 
0 > (00)ع من أجل 67 “. إذن. يكون ل ثب الخاصية المطلوية. 


بيّن أن التحلبيق الطبيعي من 7 إلى * "ل يكون واحداً ‏ لواحد. 

1# لنفترض أن 79 ©0, #0 ». إذن. ومن المساألة السابقة. يوجد *7 © خ# بحيث أن #0 (00)ج. وبالتالي, 

0 )م > (نه)ن. وبذلك 0غدت. بما أن 40»اس يقتضي 22_60 فإن التطبيق سجدن غير شاذ. وبذلك, يكون 

التطبيق الطبيعي واحداً - لواحد. 

مبرهنة 418: إذا كان / منته البعد. فإن التطبيق 8+دن يكون تشاكلا تقابلياً من /ا فوق * *لا. 

أثبت مبرهنة 4.18. 

الآن. * *لا سنك - "لا ورل > لا وأل. لآن / له بُعْد منته. ينتج عن ذلك. أن التطبيق غير الشاذن #جن تشاكل 

تقابلي من / فوق * */7. 

ملاحظة: لنفترض أن / له بعد منته. نعرف, من المبرهنة السابقة. أن التطبيق الطبيعي يحدّد تشاكلاً تقابلياً بين لالى " *لا. 
سوف يطابق /ا مع * */ا بواسطة هذا التطبيق» إلا إذا ذكر غير ذلك. وسوف نكتب * *لاع ل. آيضاً؛ إذا 
(4)4 قاعدة ل */ تكون ثنوية لقاعدة ‏ (0) ل لاء فإن (,10) تكون القاعدة ل * */ا 0١‏ التي تكون 


قرية ل (9)- 


8 المُعْدِمَات 


39.18 


لتكن //ا مجموعة أجزئية في فضاء متجهي . عرّف مُعْدِمٍ الا, والذي يرمز له ب ”99. 
© نقول عن دالّي خطي *1 © أنه معدم ل لا إذا 0-(8)و من أجل كل 617" أو. بتعبير آخر. إذا 
4080-0 أما مجموعة كل مثل هذه التطبيقات, وترمز لها ب *19, فتسمى مُعدم 0 
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4018 


4118 


42,18 


43.18 


45,18 


الفصل 18 8 453 


مِيّن أن “ا فضاء جزمي في */7. 


قا من الواضح أن */78 © 0. نفترض الآن *95© 6,ق. إذنء من أجل أي سلميين 612 طبه اوأي /73© 8 يكرن 
لدينا 0ع 0ط + ممع (سعوط + (ع)هه ع زمازوط + وه). وبذلك. ”86179 + 20: ويكون ”ا فضاءٌ جزئياً في */7 
بين أنه إذا كان 0215 يُقْدِمٌ مجسوعة جزئية 5 في 7: فإن و يُقْيِمٌ البسطة الخطية (58) ل 5. وبالتالسي, 
"[(و)مدمة] د ”3 

للا لنفنترض أن (5) مدمء ج + إذن» توجد 65 "...0 بحيت أن لابه علط والاية + ارة * 7 إذنء 
0- له عه فيه + قيقع > مويه ...ل ليعاؤرة + لكورة ()4. بما أن ١‏ عنصر اختياري في (5) 0دم5, فإن 


+ تعدم (5) ضدم» كما متوقع 
ليكن ١77‏ الفضاء الجزثي في 24 المُوَلّد بواسطة (3,4-,1,2) > ,لا ى (1-,0,1,4) > ني أوجد قاعدة من أجل معدم /لا. 
8 يكفي, وفق المسالة السابقة, أن نجد قاعدة لمجمرعة الداليات الخطية #« + مه + برط + عه > (2,0,د,:)4 يكون من 
أجلها 0 > 000و 0ع (ي0)ن: 
40-0 - ع3 - 20 + و د (4رة-,2, )و 
20ل عه + 5 ع (ل-0,1,4)و 

منظومة المعادلات في المجاهيل 4. 0, ©, 0 تكون في شكل درجي بمتغيرين حرّين © و 4. 

نضع 0*1 4-0 فنحصسل على الحل [1عه, 4-<ط 1س, 0 4, وبالتالسي الدالي الخطي 
الاب لاس ع6 ع (للارج,لإر) يه 

وتكون مجموعة الداليين الخطية (ج,,) قاعدة ل ”/99, معدم /لا 
ليكن 5 مجموعة جزئية في ل. بِيّن أن ”8 © 8 

ليكن ,١©5‏ إذن 0-(م)ل -(ه)ن, من أجل كل "5 ©46. وبالتالي. “(59) ©2 . إذن, وبسبب مطابقة ا 
ى " */, يكون "5 ©0 يعني ذلك, أن "5©59. 
لنفترض أن ,5 © ,لا. بِيّن أن !5 © إ5. 
لها ليكن 85 6 .٠‏ إذن 40000 من أجل كل ر5 © ؟. ولكن ,65 ,5. إذن؛ ف يعدم كل عنصر في ,5 أي أن 
5 4. وبذلك. !5028 
مبرهنة 5.18: لنفترض أن / ذو بعد منته. وأن /لا فضاء جزئي في لا. إذن, لا ملل ع /لا صرثل + /لل صنلل 
ى 17 للا د موللا 

أثبت () في مبرهنة 5.18 

ها لنفترض أن ه- مأك ىر صم>:ت للا ناك. ونريد تبيا مسوم ثللا سق ونختار قاعدة ‏ (لا..ى8) 
ل للا ونوسعها إلى القاعدة التالية ل 237 (ى_,لاسسىرا ...180 ٠‏ لننظر في القاعدة الثنوية. (ي_م6...,رك.ر 0 
تعريف القاعدة الثنوية؛ يُعْدم كل واحد من الى كل ,8 وبالتالي. “2 ,_,6. 6 آننا نزعم بآن (/©1) - قاعدة ل "لا. 
الآن» (,©) جزء من قاعدة “7 وبذلك تكون مستقلة خطياً. 

نبين بعد ذلك ان (6) تولّد “ل. ليكن 26©187. إذن, 


علوم6(,م8)© + ٠١‏ + يو( رمأت + رن ( رسن +٠١ ١+‏ هيسان دو 
لي ا ا 

6( مهت ج٠٠٠‏ + يول م)ن عه 

وبذلك. فإن (,.,6.....رى) تولد للا وتكون قاعدة ل #بلا. 


المطلوب. 1 


عن ذلك أن ‏ /33 سأك - ١/‏ مال د وسور *نلا ووزل, ‏ وهو 
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4 7 الدائّيات الخطية. والفضاء الثنوي 


8 أثبت (1) في مبرهنة 5.18. 
8 النفترض و2 لامك وح الاساق. إذن مع *!سلل, ومن (6. يكون +- 3 > ”18 418. بذلك, وبسبب (0: 
ع لسو ررس 59/لا 1ق وبالتاليء *كبلا ورزق - بل ورزل. مما أن 18/27/50 يكون لدينا 0/60 - إلا 

8 باستخدام مفهوم المعدم: أعط تفسيراً آخر لمنظومة متجانسة من معادلات خطية, لتكن 


+ ويه + تيه 
يديره + بنترجه 4 


0 ييه جا 


ديه ع ٠٠.‏ ع وتقوبىر © + وافرومه 


8# ينظر لكل صف لي8,.. ..يرة,ررة). في مصفوفة المعاملات (ي2) >< 28 بأنه عنصر في "كا, وكل متجه حلّي فإنه عنصر 
في الفضاء الثنوي. في هذا الإطارء يكون الفضاء الحلّي 5 ل (1) المعدم لصفوف 8 وبالتائي المعدم للفضاء الصفي ل 8. نتيجة 
لذلك, نحصل مرة أخرى على النتيجة الأساسية التالية حول بعد الفضاء الحلّي لعنظومة متجانسة من معادلات خطية: [بُْد 
8- بُعْد (الفضاء الصفي ل 8) - ه- رتبة (8)]. 


8 يكن لآى 18 فضاءين جزئيين في لا. أثبت أن: 018/9 "نا » "(/لا + [1). 

© ليكين "78 + [1) © ن. إذن؛ ف يعدم /78+ ا؛ وبذلك, وعلى الخصسوصء 9 تعدم لا و ل. أي أن "لا © و 
ى "لاع ن؛ وبالتاني 090737اع ن. إذن, #بلام"ناك "1+ 00 

لنفترض, من جية أخرى. أن 6 يعدم ى رآيضاً للا. إذا 1+ لاع« إذن 8+ لاء0 حيت 1لا وا ©« 
وبالتالي, 0ع 0+ 0ع رزبوى + (نانى > (0)ن. إذن؛ 6 يعدم 1+ 1, أي أن “20 + [1) © 6. ينتج عن ذلك أن 
"را + نيج "+ “نا 

الاحتواءان معاً يقودان إلى النتيجة المنشودة. 
ملاحظة: لاحظ أنه لم تستخدم أي محاجة تتعلق بالبُعْد في هذا البرهان؛ وبالتاليء تكون النتيجة صالحة من الفضاء منتهية ولا 

نهائية البعد. 


8 منقول تطبيق خطي 
8 لليكن ن +ب“/ا :7 تطبيق خطي إختياري من فضاء متجهي // إلى فضاء متجهي لا. عرّف منقول 1, والذي نرمز له ب "1 
ل من أجل دالّي خطي *ناعوء يكون التركيب 6*7 تطبيقاً خطياً من ١‏ إلى 16 كما موضح في الشكل 18-!. أي أن 
*/1 © 7 هن . وبذلك؛ تكون المقابلة “دي ج«د4 تطبيقاً من *1 إلى */؛ نرمز لذلك ب “1 ونطلق عليها اسم «منقول 17». 
بتعبير آخر, يعرّف */1ه*37*:8 بواسطة .و > (5"4. وبذلك. ((500)ج > (7"4([00]) من أجل كل 7 © 0 
9 لو 
ع وسسسسسست [1 لج دما 


شكل 1-18 
7 


مبرهنة 6,18: إن التطبيق المنقول *1, المعرّف أعلاهء يكون خطياً. 
8 أثبت مبرهنة 6.18 


48 لديناء من أجل أي سلّميين 5 6 طبه وأي داليين خطيين *آ © 6.ه2 أن 
(ى)"7ط + (و)“تد د زلثماط + (كنؤه - “روط + وه) ‏ زوط + و3 أي أن "7 خطي؛ وهو المطلوب 


المسائل 53.18-51.18 تتعلق بدالّي خطي 8+-4:22 معرّف بواسطة 29 - »> (0)8,9 ٠‏ ومؤثر خطي 7:88 
تعطيه المسالة. 
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الفصل 18 58 455 


8 اوجد (1*)([)5,1] عندما (6,0) > زررع)1. 
نعرفء من تعريف التطبيق المنقول, أن *3 40 - (ه)"1, أي أن ((4)100 > 171401000 من أجل كل متجه . وبالتالي, 
* > (0ويو - ((رل)و - ورع)زرن). 
18 أوجد (,)[(71")0] عندما. (نز+ جرو) > (بررع)8, 
8 ابوت :2س د زبوج ع2 ل برع زرب ور ون ع ((تزع)ك)ن د زررعن[(ه"ل]. 
8 أوجد (1")4([)2,1] عندما (29 + «كروة - 22) > زور 
8 1ح عق- 5 (2 + ع2)5 - زوق - ع2) ع (2 + «كبدة - «ق)ن د (زرم)لو - زن»)[زق) 
المسائل 56.18-54.18 تتعلق بدالّي خطي 8+-40:87 معرّف بواسطة 29 - 38 - (0)8,3 | ومؤثر خطي ‏ 182 ه 1:12 
تعطيه المسالة. 
8 أرجد (2,ز,»)[(7")0] عندما. (2 + وباج 6 ع رزيل 
8 أعطينا ((500) - (164([00 فيكون لدينا 
27 -ن + ع3 كد زع + 20 - زر + 302 > 20+ زد + عو د (لم,ل,ج)ك)و ع ((نجرجل)و > (ررمزده)". 
8 أوجد (#رلز.»)[(1")0] عندما (+ «32) > ززير)7, 
ل ال اذم - 25 ك (نا+ +20 - (3)32 ع زر+ «ممق)ن ع ((عرر,م) كو ع (وع)[(ه)"]. 
8 أاوجد 2يلا,»)[(1")0] عندما. زاب 286 + برج »)ات رتئر)1, 
3# + برة + »- - زير- »202 - 2 + لاح »)3 د زاح عق + برج ون د (ضررري )لو ك زمرو ازو)"م. 
8 ليكن ) +ج/7:8 خطياء وليكن */1+-*0 :“7 منقولة. بِيّن أن نواة "7 هي المعدم لصورة 1 في أن "(7 ص() - “1ه 
1# لنفترض أن “17ج ج, أي أن 7-0 هه > (4ه)"7. وبالتاني. 0> (00- )٠7()0(‏ - ((م)1)ن > (ن)م ٠‏ لدينا 
ان 0- (ن)و من أجل كل 0107 نك وبالتائي. "(107) 246 وبذلك, "(7 سللك “يمير 
لنفترض. من جهة أخرى, أن "(107) © 6! لي أن (0) > 19 «آ)ى. إذن 
000 - 0 > رر)لمو ع ررومم) -(1"6([0]. من أجل كل لا©0. لدينائن 00 - (70[00], من أجل كل 
6107 وبالتالي. 9 > ©)"1. إذن» “17 عي وبذلك “هكلت *5). 
الاحتواءان معاً يعطيان المتساوية المطلوبة. 
56.18 لنفترض أن ل / و لا بُعْدِين منتهيين» ولنفترض أن /) «+-/8 :7 خطي. أثبت أن 19]') تمد > (15) اد 
0 النفترض 5 7 ا«أك و8 > 1 10أل. لنفترض آيضاً أن > 0 01 إذن 
عم > (1)كممر- مك (7 سل)ستل - نا ستل د “ل سلميسق 
نعرف. من المسألة السابقة. أن “(7 م1) - “عل وبالتالي. فإن - « - ('1)(صفرية/ 4 أاأناه)). ينتج؛ عندنذ وكما هى 
متوقع. أن (]) عأممع : ع زم )سم ع (51) واذلاييم - * نا نل ع كلامم 
مبرهنة 7.18: ليكن /ب7:10 خطياً. ولتكن ‏ التمثيل المصفوفي ل 7 بالنسبة للقاعدتين 40 ل لاو (ن4 لال 
إذن» تكون المصفوفة المنقولة "8 التمثيل المصفوفي ل *لاه*/ :”3. بالنسبة للقاعدتين الثنويتين 
7ه 
8 أثبت مبرهنة 17.18 والتي تشير إلى سبب التسمية «منقول» المستخدمة من أجل التطبيق "7 


8 نفترض أن 
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06 7 الداليات الخطية. والفضاء الذذنوي 


فقي ره + 
وأقيد + * 


++ يليه + بعتريه > (,7)0 
+ يليرة + رغاريه > (وس)3 كك 


700 


انريد أن نثبت أن 


2ش( 
حيث (/6) و (4) القاعدتان الثنويتان ل (,ا) و(,7) على الترتيب. 
ليكن 7 © 07 ولنفترض أن اي)1 +...+ رارك + ,لارا > 7 إذن, ومن [1). يكون لدينا 
(مساتيك + ٠٠١‏ + (رسلية + (رس)ل 6 > )1 
(يغليييه دن ل ولترير) ا جحل يليه غ30 + بكتريك)ر» + ولي 6 ٠502‏ + بقار )رع د 
«لالر ررقي << يروقو + ررقي) + 0< + وغاز يقير 4 05 :+ يوقي + روه )د 
لاير قيرع + 2-0 + روقيعا 3 ررك رك) رار - 
بالتالي؛ ومن آجل هر...,! > ل 
معي 3 + يوقي + هيع > لاقي هيما + ل يعي + ره ر) )ره + (()7)ره - (اا)ره)"3) كَ 
الدينا من جهة أخرى؛ ومن أجل م,....! > زز 
لي د يليل رط( وريم دج يروت + طهر ه) - (ط)ل روريم + ٠٠١‏ + يريك + بطو رر6) 64 
برقي + 00 + ررقو + ررهرا ت 


بما أن 31 © كان إختيارياً فإن (3) و (4) يقتضيان أن رشرية ++ رؤرية + رهرة > ((5"6 هرا > ل وهي (2). 
وبذلك. يستكمل إثبات المبرهنة. 
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الخضطية | والتر ببعية و الهر 


1.19الأشكال ثنائية الخطية (الخطانية) 


1159 


3.19 


619 


عرّف شكلاً ثنائي ‏ الخطية (خطانياً) على فضاء متجهي 7 فوق حقل . 

8 يعرّف شكل خَطاني (ثنائي الخطية) 8 على 7 بأنّه تطبيق 1< /1* 4:9 يحقق ما يلى: 

 )0(‏ (كمرن)قط + (ياى ناك ع (بيقاط + تمك 

 )1(‏ (يانعاط + ل لرس)ئة د تحط ل فيسل 

من أجل كل 16 © 8.8 وكل 67 رتارره. نعبّر عن الشرط (1) بالقول أن 6 خطي في موضعه الأول أو المتغير الأول؛ وغن 
الشرط (11) بالقول أن ؛ خطي في موضعه الثاني أ المتغير الثاني. 

ليكن ؟ الجداء النقطي على ”2 أي أن ,ايه +...+ رذرة + ابه > «.نا > (1)0,0 حيث (8) ع ل او (6) - 0 هل ؟ شكل 
خطاني على "8؟ 

8 نعم, لآن ! خطية في الموضعين معاً. 

ليكن غ الجداء النقطي على "©؛ أي أن رمج + +٠٠١‏ يريج + رتارة « (ن ,)م حيث (>) > نا و  )١(‏ . هل 8 خطانية على 
تن 

لقا إن الجداء النقطي العقدي خطي في موضعه الأول. ومع ذلك فإن (ا,ن)ع 3 (أ,ل)ع. وبذلك, لا يكون ع خطياً في 
موضصعه الثاني ولا يكون بالتالي شكلاً ثنائي الخطية 

لتكن 4 مصفوفة 00 فوق 6 بتن أن التطبيق «58)< > (,1)00 شكل ثنائي الخطية (خطاني). 

لديناء من أجل أي © طبه وأي “61 لاع أن 

(لامي00ط + (لاى,)1)0ة ك لالمككاه + لاحكلان - لاخاه + 7م - امال اط + ركله) > (لارءا + ,4)0«6. وبالتالي؛ يكون 
.خطياً في المتغير الاول. أيضاً, ذلا كااقط + لامكااكه ع لالى "اط + لاه د لوطه لا8ة 7 > ل لأطج لاقركا1. 
وبالتالي» يكون © خطياً في المتغير الثاني. وبذلك يكون 6 خطانياً على *6ل. 

ليكن © و6 أي داليين خطيين على فضاء متجهي /. وليكن 1< /اكالا:6 معرّفاً بواسطة (0)ى(د)ن - (.ه)4. بِيّن أن 6 
شكل خطّاني. 

8 الديناء من أجل كل 16 © ايه وكل 7 © إارناء 


(ه)[ليساوة + زم)فه] > (م) (يسط + معام - (د ريسا + رسال 
(نا بالط + زد ماه > (م)ه (يساوط + (م)و ل م)وه د 


وبذلك» يكون ؛ خطياً في موضهه الأول. بالمثل, 


[(مم)ءة + (بساحه هون - زيوط + سمه ناف - زيسا + رده ميال 
(ونا مه )إن + (رن تازه - (ين)ه (مناوط + (رس)ن (م)هة - 


وبذلك. يكون ؟ خطياً في موضعه الثاني. ينتج عن ذلك أن ؛ خطّانيٌ 
عرّف شكلاً حدودياً خطانياً (تنائي الخطية). 
لقا نقول عن حدودية (ا,م4)5, في المتغيرات ,».....,* والمتغيرات ,لا..... ,لا أنها حدودية خطّانية إذا 


ولأبركقبير 0 ٠084+‏ ل ول رتور © ل وال يرج ع به بك دم 0 


2457 
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8 0 الأشكال الخطية (ثنائية الخطية) والتربيعية والهرميتية 
ويمكن كتابة الحدودية في الشكل المصفوفي 


دم اميه 
د || مجه 


( ...مغ جو > (رظا ورنعال 


اليه ٠١‏ جه ترى 
أ باختصان, ‏ 7406* - (206,97. حيث لاس - 35 ىر ك لاد و (ره) ده [قارن بالمسالة 4.19 حيث 
أعطينا المصقوفة 4 منذ البداية]. 
39 ليكسن ‏ (بااريكاى,») ح له (لإررلا9) 72 وليكسن ولاي* - يلاي49 + ولاي8 - يلاي79 + رلآية + رلا26 ل بلا رع3 ت (ارن10. 
عبّر عن !1 في ترميز مصفوفي. 
8 التكن 4 المصفوفة 33 التي مدخلها زا معامل ,ل(*. إذن 
اهم 2- 3 
|| 7 5 )(ردبيعيى,») ع لامالا - (ن رار 
ونأ/1- 4ه © 
المسائل 14.19-8.19 تتعلق بدالة (0.0)؛ حيث (ي*دى») ن نا و (يللء,لا) -0. حدّدء في كل حالة, ما إذا كانت الدالة 
المعطاة شكلاً خطانياً على 87 أم لا. إذا كان الجواب نعم, أعد كتابة 1 في ترميز مصفوفي. 
19 إلايكاة > يال 28 > (لارن)؟. 
08 نعم, لآن كل حد في الشكل بلابلارة. أيضاً 
02 
2 ؟ )لم ءض) - ذه مار 


19 إلا + باع (ارن)ة. 


الاء لآن الحدود ليست في الشكل رلبكرية. 


1019 رلزيكاة ع (ارم)ل. 


عه (ي)(9 و)سيه د سمي 


3 
تر لين 

8 لاء فكل حد يجب أن يحتوي على , واحدة ى ,لا وأحدة؛ وليس با و ,<. 
12.19 3 + رلي2 + إلارع ع (لابم)ق. 

8 الاء فإن شكلا خطياً لا يمكن أن يكون له حدّ ثابت غير صفري. 


13.19 0- بن 


8 انم ليرا( اليم سار 

09 1غ (لارن)ة. 
الاء إن دالة سلمية غير صفرية ليست خطانية. 

9 ليكن 7 أي فضاء متجهي فوق 1: ولتكن # هلا * لانم الدالة الصفرية؛ أي أن 0 > (",ن)ة هن أجل كل 9 © لارنا. مِيّن 
أن 4 خطانية. ١‏ 1 


لديناء من أجل كل 15 © طبه وأي ١‏ © بلارناء 
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119 


1819 


1519 
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(لاريناط + بنلة)؟ > 0 > 0بط+ 0ه > (لاي8)]ة + زلا نالع 

قلاط + هرد > 0 د قبط+ قن د اسقط + ل ارقاقة 
وبذلك. تكون 5 خطانية. 
ليكن 1 و شكلين خطانيين على . بين أن المجموع ع + 7 المعرّف بواسطة (#رل)ع + (بد)؛ > (#رد)(ع +]), شكل 
خطاني. 
8 الديناء من اجل كل 612 2,5 وأي 97 © إلارنه أن 

(لاررظاقط + للا رنااقة + (اررنالط + (تقاالة > (خيناط + رشام)ع + (اررناط + لله - (اريناط + رسمازع + م) 
(«بين)(ع + قاط + (لت مازع + عه - [(«رشاع + (نتريدا)كاط + [تثا ماع + (ل ماه - 
بالمثل ‏ (يلابن)(ع + قاط + (لاره)(ع + )2 ع راط+ ب«درمازع + 6). وبذلك. يكون ع +4 خطَّائياً 
ليكن ؟ شكلاً خطانياً على /١؛‏ وليكن 16 © 1. بيّن أن التطبيق 14 المعرّف بواسطة (0,د))ا > (060)0,0), يكون خطانياً. 
18 لدينا, من أجل أي 16 © (ابه وأي 7 © الارنار 
(كريلا)للاط + (ارس)ككلة > [لانااط + زا تائم ت (حينط + نهالات (حرسط + رسعو 
(37ئي0ا) 0ط + (لاره)( 20‏ 
وبذلك. يكون 15 خطياً في موضعه الآول. بالمثل. 
رلا رناقكاط + ل لامنفعلة - [ليتتا )لطع ل بدره)لف]ء > زيند علد تجمرمكع كت ورحط عر مساوم 
ا ا ل 
وبذلك. يكون 1 خطياً في موضعه الثاني. ينتج عن ذلك أن 1 خطاني. 
ليكن (8)1 تجميع كل الأشكال الخطانية على /1. بِيّن أن (8)9 فضاء متجهي بالنسبة للعمليتين الساب 
والضرب السلّمي 66. 

طريقة 1. نبين أن (8)9 تحقق كل الموضوعات المعرّفة لفضاء متجهي. 
طريقة 2. (801 مجموعة جزئية في الفضاء المتجهي إر لكل الدوال من 77 إلى ك5. نعرف, مسن المساشل 
1719-9 أن )8 06 ويكون لدينا. من أجل أي (800 م5 وأي 216 أن (800 © ع +م 
و (2)01 ©66. وبذلك, يكون (800 فضاء جزثياً في . 


مبرهنة 1.19 ليكن ا فضاءً متجهياً بعده « فوق كا. ولتكن (,8,.....4) قاعدة للفضاء الثنوي "/. إذن, تكون 
)8 > فرائن1) قاعدة ل(8)9 حيث ن؟ معرّفة بواسطة 4/0000 (اسارة. وبذلك, وعلى 
(/)8 صنق 


مقرقرت (2 - (يكارف(يك) ره 37 لك ,كارك ريه 3ت ليك ريه (رره :3) 
كما هو مطلوب. وبالتالي (/1) تولّد (/80. 


(, ريع 


يبقى أن نبيّن أن (ن2) مستقلة خطياً. لنفترض أن 0 > ره (25 . إذن؛ من اجل ‏ 1,0 ع ؛رو 


مه - (ك رت( ريه (2) ع له رر0)6 سه 
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الخطوة الآخيرة تتبع كما مبيّن اعلاه. وبذلك. تكرن (,؟4 مستقلة. وبالتالي قاعدة ل (/80. 
المسائل 22.19-20.19 تتعلق بشكل خطاني # على /7 فوق 16. 
9 بين أن 0 1)0,0 وى 0- 10,00 من أجل 217 0 
18 لدينا 0 > (ى )08 ع (من0)؟ > (00)؟ او 0ع (910 - 1000 > (1),0 
9 لتكن 5 مجموعة جزئية في /1. نكتب 


(لآجل كل 5 © 0- زن ,مر دلا ن) ع دي 
(لأجل كل 8ع 0- (س ,)زر الاك ن) - اق 


بيّن إن “84 و ”5 فضاءان جزتيان ل ل9. 
# ليكن 65 8. بمساآن 0-(0,*), يكون لدينا +0©5. لنفترض أن “5 © ارنا و61 6. إذن 
0ع (بدبو)) ىو 0ك (رس)2. وبذلك 
وع 0 جوع زره)؟ + (سره)؟ ع زبد+ نريه)؟ 
0 هماع وس اكع زبطء 10 


إذن, 7+ +5 © لا. لذلك, تكون +5 فضاءً جزثياً في لا بالمثل. تكون '5 فضاءً جزتياً في 07 
9 لنفترض أن ,5 © ,5. بين أن +5125 و(5[©85. 


ليكن +00354. إذن لدينا 0-(0,*), من أجل كل ر035. بما أن ,5,5 من أجل كل ,005 يكون 
لدينا 0 > (7,«)). وبذلك, 54 © 7 وبالتالي, +545 بالمثل, (5 ع ز5. 


9 الأشكال الخطانية والمصفوفات 


9 ليكن ) شكلاً خطانياً على لا. ولتكن (يع....,,») ‏ 5 قاعدة ل /. عرّف التمثيل المصفوفي ل 6 بالنسبة للقاعدة 5. 
8 لتكن 8 المصفوفة التي مدخلها زا يكون (6ر©), أي أن 


لكر ١‏ لعتكار تصيعر 
ف ف كر 


ا ا 0 


إذن. تسمى 8 التمثيل المصفوفي ل5 بالنسبة للقاعدة 8 أو ببساطة, مصفوفة ؟ في القاعدة 5. 


9 بدن أن المصفوفة 8 أعلاه تمثل ؟ بالطريقة التالية: إذا © اناه إذن [4]0"[نا]ع (ا,ن]/. (حيث [لا] يرمن للمتجه 
الإحدائي (العمودي) ل نا في القاعدة المعطاة )8 


© لنفترض أن عه +...ل رعبة عل ,عرطع...+ بعرطع 0. إذن 


(مة بع اررظريه ١١+‏ + زيف رعاررطيه + رع ب »)لز طبه ع (رعرط + +٠٠١‏ رفظ ررقية ٠٠١+‏ + رعره)ل ع (ن عار 
8 
افد | ف أقليه ...بره حزن بريه ا - 
0 م 


وهى المطلوب. 
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9 عرّف المصفوقات المتطابقة. 
ل نقول عن مصفوفة 8 انها متطابقة مع مصفوفة 4 إذا كانت توجد مصفوفة عكوسة [أى غير شاذة] بحيث ان 
مام د و8 
26119 هل يكون للمصفوفات المتطابقة نفس الرتبة؟ 


0 إن ضرب مصفوفة 8 في مصفرفة غير شاذة لا يغير رتبتها. إذا كانت ١‏ غير شاذة. فإن ”7 تكون غير شاذة أيضاً. 
وتكون (8)لهم - (8ى*1)0ده: > (206)8. وبذلك. يكون للمصفرفات المتطابقة نفس الرتبة. 


مبرهنة 2.19 ربكن 8 مصفوفة الانتقال من قاعدة إلى أخرى في ٠‏ ولتكن .8 مصفوفة شكل خطائي ؟ في القاعدة الأصلية. إذن, 
تكون 8587 - 8 مصفوفة ؛ في القاعدة الجد. 


9 أثبت مبرهنة 2.19, 
لتكن '8 القاعدة الأصلية و '8 القاعدة الجديدة. إذن. ومن أجل أي 7 © رن يكون لدينا و[م]ه ر[ب]م 
وو[ه]اء [سا؛ وبالتالي “مولن - وإن]. وبذلك..و[م]مه” يله - و[ساهم[ك] > (ه ال . بسا أن ذاو ؛ عنصران 
إختياريان في لا فإن <م5م تكون مصفوفة ؟ في القاعدة الجديدة '8. 


ملاحظة: تشير المبرهنة السابقة إلى فرق رئيس بين الاشكال الخطانية والمؤثرات الخطية, واللذين يمكن تمثيلهما كليهما 
بمصفوفات مربعة. تحديداً. إذا كانت 8 و8 تمثلان نفس المؤثر الخطي» فإن 8 تكون مشابهة ل 4 أي أن 
8م-5- 8 آحيث 8 مصفوفة تغيير القاعدة؛ ولكن إذا كانت 8 و 8 تمثلان نفس الشكل الخطاني. فإن 8 تكون 
متطابقة مع 24 أي أن 7548 > 8, حيث 7 مصفوفة تغيير القاعدة. 
9 عرّف رتبة شكل خطاني. 
تُعوّف رتبة شكل خطاني ‏ على /ا. وتكتب 07) 801 بأنها أي تمثيل مصفرفي. [نعرف. من المسالة 26.19, أن الرتبة 
لا تعتمد على تمثيل مصفرفي بعينه]. 
2019 ما المقصود من الشكل الخطاني المنحل» 
8 الشكل الخطاني ) على /ا يكون منحلاً أو لا منحل عندما 0 ««ذل > ©) #مهد لو ١‏ مراك > )امم 
المسائل 33.19-30.19 تتعلق بشكل خطاني ؟ على 82 معرّف بواسطة يللي" + ولار3 - رلار»2 > ليلا )لوكا )1 
59 أوجد المصفوفة 8 ل؟ في القاعدة ((1,!) > رند(1,04) > رن) - 8 
8 نضع (يه) 3 حيث لنارن)؟ كيف 
+2-0ع ((8(,)1.0. )ار ل 


234 
+2-0- ((1(.)1.0 .)ار زم 
-2-3+1>-((1.1(.)1,1))/ دن 


2 
1 
2 
60 


ذلك م ٠‏ 2-11 يت 
وبذلك. تكون [ل 4-5 مصفوفة ؟ في القاعدة ‏ ( رلا ) . 
يك أرجد المصفوفة 8 ل ؟ في القاعدة ‏ ((1-,1) 5 ث2,1(,31) 2 0) - 5 


8 نضع 00 8 حيث (اى0)؟ د ار 


1-3 +6 دهع ((2,1(.)21))- 
(10 .01 17 )ار زيس 

((2.1) .10 .)رن 
1((2+3+1-6-.1(,)1-.1))ر - زيم 
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22,9 


3319 


2419 


33,9 


2369 


3119 


359 


© 2-0 مصفوفة ‏ في القاعمة (يلار9) . 


وبذك تكون ([ 
أوجد مصفوفة تغيير القاعدة 7 من القاعدة 5 إلى القاعدة ' 

8 نكتب إلا بدلالة إلا ويلا زابلو+ (0,) > (1ب2) الى 2 حورجم 1حين أو 1-», 1عالر. وبالتالي؛ 
رلا + رنات رلا ثم نكتسب يلا بدلالة با يناد اللرلرر+ (1,0)دك لحل الى 1ح برج 1 أو 2-يم 
|- بو وبالتالي. رنا- ,20 > ين آخيراًء نكتب إحداثيات ,* و ,؟ كعمودين؛ فنحصل على 


1002 
07م 
حقق مبرهنة 2.19 بأن ‏ 554 > 8 


1 7 
2-3 


9 3 2 1- 11/2 1 
0-2 101-06 00 0 )عملم 
ليكن 58] التمثيل المصفوفي لشكل خطاني (ثنائي الخطية) ؟ على ١‏ بالنسبة لقاعدة (,......رع) في [. بين أن التطبيق 
[/] هدر تشاكل تقابلي ل (/801 فوق الفضاء المتجهي للمصفوفات المربعة -5 
18 بما أن ؟ يتحدد تعاماً بواسطة السلّميات (6رة), فإن التطبيق [/]+/ يكون واحداً- لواحد وفوقياً. يكني تبيان أن 
التطبيق [/]حث/ تشاكل؛ أي أن 


ع سب (ق ]0-0 0 مها( 


5 ) - ”م . إذن 


[عاط+ [ك]ه > [هط + به 12( 
ولكن (عرة)هه + (فرعاكه - (قرة)زهط + 0ه من أجل «,..:! - ز,1؛ وهي إهادة صياغة ل (1). وبذلك يستكمل الإثبات. 


المسائل 38.19-35.19 تتعلق بالشكل الخطائي ؟ المعرّف على 22 بواسطة: يلايك - رلايكنك + لد,كة ت إلار«3 * (لارتااكر 


حيث رارع > نا ا ليلاب ع لا 
عبّر عن / في ترميز مصفوفي. 
8 التكن ه المصفوفة 2:2 التي مدخلها زذ معامل ,لل إذن 
ا 3 
الف 00 لس كا 
أوجد التمثيل المصفوفي ل ؟ في القاعدة المعتادة ((0,1) > يع,(1,0) ع بة) د 8 كين 
0 0 لي ال لكين سمرنينكن بتعبير آخرء (رعر1)6 يكون معاملاً ل لا*. 
وبذلك؛ نتحصل على المصفوفة 0 0ه كمصفوفة ؟ في القاعدة المعتادة 8. 


أوجد المصفوفة 8 التي تمش ؟ في القاعدة ((1,2) > رنار(ا!,1) * رلا) > 8. 


8 طريقة 1. نضع (6) - 8 حيث (رناررن)؟ > رط 


4ع ل ها م عالت ررط 1* زيب يها ع ريط 42ت 
7 رم ولار - روط 2 انه (3 8-05 
طريقة 2. [نستخدم مبرهنة 9 لتكن 8 المصفوفة التي عموديها متجهي القاعدة 5: أي ( ل )عم إذن 


2-4 0 6( )عمدمدم 


[هناء 8 هي مصفوفة تغيير القاعدة من القاعدة 8 إلى القاعدة 5]. 
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59 أوجد المصفوفة © التي تمثل ؟ في القاصة . ((8,1) > ره.(1,1) > 0 


8 التكن © المصفوفة التي عموديها متجهي القاعدة /5: 3 : 


-3 0 04> سمامت 


المسالتان 40.19-39.19 تتعلقان بالشكل الخطاني ؟ المعرّف على 87 بواسطة المصفوفة: 
3 2 1 
2 3- م 
3 


59 وجد التمثيل المصفوفي 2 في القاعدة المعتادة ((0,0,1) > يع,(0,!,0) > يع,(1,0,0) ع 1 دا في تل 


8 بما أن عقا > (مرع)؟ هو المدخل [ا ل ث. فإن المصفوفة المعطاة 8 تكون التمثيل المصفوفي ل 1 بالنسبة للقاعدة 
المعتادة في 82 


أي حيث ‏ هته > (ررن)؟. 


9 أوجد المصفوفة 8 التي تمثل ؟ في القاعدة . ((1,0-,2) > ين.(!,1,0) > ولارزارلا) > به) د 8 
لتكن © المصفوفة التي أعمدتها متجهات القاعدة في 5! أي 


2 3 1 
0-1 دم 
120160 


8 139 2 1 31/1 2 11/1 12-3 : 
3 3 10 1 0 1 و .2 |1 0 ١)عممامدمق‏ 
11- 2 9 120 11/- 5 0/11 1- 2 


[مناء م هي مصفوفة تغيير القاعدة من القاعدة المعتادة 8 في 7:0 إلى القاعدة المعطاة 5]. 


إذن 


المسائل 43.19-41.19 تبين أن تطابق المصفوفات علاقة تكافؤ. 
9 بين أن كل مصفوفة 4 متطابقة مع نفسها 
المصفوفة المتطابقة ] غير شاذة و 1 > ”1 بما أن 1541 - ق, فيكون لدينا أن 4 متطابقة مع نفسها. 


9 بين أنه إذا كانت 8 متطابقة مع 8, فإن 8 تكون متطابقة مع 8. 


18 بما أن 8 متطابقة مع 8, فإنّه توجد مصفوفة غير شاذة 8 بحيث أن 55887 عدا باستخدام #زاحم) د 
يكون لدينا ‏ 7-مم5زا-م) س اتطم ا ؤم د 8 حيث 8 غير شاذة. وبذلك تكون 8 متطابقة مع .4 


تس 


431 بين أنه إذا كانت 8 متطابقة مع 8. ى 8 متطابقة مع ©, فإن 4 تكون متطابقة مع ©. 
4# الدينا 8م" دم و07500- 8 احيث 8 و© غير شائتين باستخدام 8507 7(5©). يكون لدينا 
(م0)ت؟ز05) ع «رون7ي)1م- مورتم دم حيث 0 غير شاذة. وبذلك. تكون 8 متطابقة مع ©) 

9 الأشكال الخطانية (ثنائية الخطية) المتناوبة 

9 عرّف شكلاً اثنائي - الخطية (خطانياً) متناوباً 
إن شكلاً خطانياً 6 على ٠‏ يكون «متناوباًء إذا تحقق الشرط التالي: 


[شح م #ظم]: 0 > 0,0 من أجل كل الا 
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9 عرّف شكلاً خطانياً متخائف - التناظر. 
8 يكون الشكل الخطاني * على لا متخالف - التناظر (آو متناظر ‏ تخالفياً) إذا تحقق الشرط التالي 
[س غمت]: جد)!- ع (1)0,0 من أجل كل /1© ارنا 


9 بين أن شكلاً خطانياً متناوباً 8 يكون متخالف ‏ التناظر. 
ا بما أن 7 متناوب, يكون لدينا 0 000 ال اتناس فض دنا )ة > 0. باستخدام 0ع (ن,ن)ة 
و0 > (,4)0, نحصل على (ترن؟ + 70ل - 0. إذن, (نار0)- > (ن.ن)1 وهى المطلوب. 
9 النفترض أن + شكل خطاني متناظر ‏ تخالفياً. هل 4 متناوب؟ 
إذا 1+140 في >. فإن الشرط [481] يقتضي (1)00- - (0,0 والذي يقتضي الشرط [9581]. ولكن. 
إذا 10 +1 في 5. فإن الشرطين غير متكافثين. 
ملاحظة: يلعب الشرط 0 1+1 في 16 دوراً مهما في نظرية الأشكال الخطانية والتربيعية. وسيكون هذا الشرط جزءاً من 
فرضياتنا في العديد من نتائج هذا الفصل. طبعاً. يتحقق هذا الشرط عندما يكون 54 الحقل الحقيقي 8 أى الحقل 
العقدي ©. 
مبرهنة 3,19 إذا كان #شكلان خطانياً متناوباً على لا. إذن. توجد قاعدة ل لا, يكون / من أجلها ممثلاً بمصفوفة في الشكل: 


كما أن عدد ال (1 ©_) يتحدد بشكل وحيد بواسطة ؟ [لأنه يساوي 9)لهة:1/2], 
يد َ وحديد يٍِ 


1 
0 1- 
9 اثبت مبرهنة 3.19 والتي هي المبرهنة الأساسية لبنية الأشكال الخطانية المتناوبة, 
إذا 0 فإن المبرهنة صحيحة. أيضاً إذا 1 > 70 ملك فإن 0ح (نارنا)كيكل؟! > (نايكا 506 وبذلك 4-0 
ينتج عن ذلك, أنه يمكننا إفتراض 1 < /1837ذف و0 *6. 


بما أن 40 4, فإنه يوجد /ا © يناررنا (غير صفريين) بحيث أن 0 * (رناء,نا)]. ويمكنناء في !| وبضرب رلا في 
عامل مناسسب. يمكننا إفتراض أن ! > (ينا,,8)0 وبذلك 1- - (,تايرد)ة. الآن, ,لاو رلا مستقلان خطياً, لأنه إذا 
رناا > ونا ملا فإن ‏ 0ع (بعار ساللت (سطين) ع ترس نك ليكن [1 الفضاء الجزتي المولد بواسطة إلا و يله أي أن 
تيس ن)صدمة > [1. لاحظ أن: 
(0 التمثيل المصفوفي لتقييد ؛ على [] في القأعدة (رلاءرنا) يكون (نْ ؟). 
() إذز لاعس أي رلاط+ بده ند إذن 
اط ع لالط + رسع)ة د (رنارم)؟ 
> (رناررلاط + ,له)ة > (رلابقاة 


ليكسن ا مكوناً من هذه المتجهات #237 التي تحقق 20 (لار»)1 و 0- (رنا,1)9! أو, بشكسل بديسل' 
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( من أجل أي لاعن 0 > (بد«) :لا« )- إلا. سوف نبين أن 1087© 1ك / من الواضح أن (0) --/0176 []. وبذلك يبقى 
أن نبين أن 87 + [7-1. ليكن ‏ 7610 نضع 


ق يلال رجف > لازرنا9)! عبد ك4 
بما أن 8 تركيبة خطية في ,لا و ينه إذن (1 © 0. نبيّن أن 219 «. لديناء من (1) و (01. (رلد)؟ ت (لارن)ة؛ وبالتالي, 
0 ع ل نارن)1 د ( 1 د (لنالا- 5690 ل نار)1. بالمكل, ‏ (رنا,)؟ > (رنءن)4 إذن 
0 > ليناءن)1 > لساك ينان - 100 د (رنا,2. إذن» 7 * وبذلك ويسبب (1) يكون الا+ نا 7 حيث 210 نا 
و 7 © «. يبين هذا أن 378+ 1 لا. وبذلك. 18 © لاع لا 

الآن. تقييد ؟ على /7 يكون شكلا خطانياً على 17 يوجد. بالاستقراء. قاعدة ولار....,ا ل 1 يكون فبها التمثيل المصفوفي 

ل 2 مقيداً على /77 في الشكل المطلوب. وبذلك؛ تكون لارولام لا قاعدة ل لا يكون فيها للتمتيل المصفوفي ل7 الشكل 
المطلوب. 

9 لنفترض أن 7 شكل خطاني متناوب على ل. بِيّن أن رتبة ؟ زوجية. 
ل يمكن, هناء تمثيل ؟ بواسطة مصفوفة في الشكل الذي بمبرهنة 3.19. ولكن. كل واحد من القوالب (المصفوفات الجزثية) 


(مْ ؟_) تكون رتبته 2. وبذلك, وإذ! كان يوجد عدد 0 من هذه القوالب. فإن 28 > 064)0. إذن. تكون رقبة 6 زوجية 


9 أشكال خطائنية متناظرة 
9 عهرّف شكلاً خطانياً متناظراً. 
ل نقول عن شكل خطاني 5 على 7 أنه متناظر إذا تحقق الشرط التالي. 
1 خُْ م/58] (,0)؟ > (.ن). من أجل كل ل © لارنا 
9 بين أن شكلاً خطانياً ؛ يكون متناظراً إذا وفقط إذا كانت آي مصفوفة 8, ممثلة ل 2, متناظرة 
8# لنفترض أن 1 متناظرة. وان 6 تمثل 6. إذن. 456" > 1/(7م7) - لى)ا > (000,8). [نستخدم حقيقة أن 
1 عسدد سلمسي» وبسذلك يساوي منقوله]. بما أن ) متناظ إذن. 19,0 > 400,9 وبسالتالسي 


الى ع (,03)] ح (لا,لا)) ع كإه"لا. يما أن هذا الشرط صحيح من أجل كل المتجهات 2« و لا فإنه ينتسج أن 
"هع ه. وتكون ف متناظرة. 


وبالعكس. لنفنرض أن 8 متناظرة. إذن. ‏ 20/)) > )زه 'لا - عزتمكما - 7زمامتهن - 0ح" (ل.8)0, وبالتالي تكون ؟ 
متناظرة 


المبرهنة 4.19, والتي سوف تبرهن في المسألة 57.19. هي المبرهنة الأساسية لبنية الاشكال الخطية المتناظرة 


النظرية 5.19: [شكل بديل للنظرية 9 نفترض أن 4 مصفوفة متناظرة فوق 16 [بحيث 1*0+!] 
عكوسة [أو غبر شاذة] بحيث أن 587 قطربة. أي أن 8 منطايقة مع مصفوفة قطرية 


إذن توجد مصفرفة 


9 لنفترض أن 10 + 1 في ك5 أعط خوارزمية صورية لتقطير [تحت التطابق] مصفوفة متناظرة ليه) له فوق 1 
08 خوارزمية التقطبر 
حالة 1: 0 ,2. نطيق العمليات الصفية ,ررم + #ريه- مديع , 


6رره + رعريع- مع الاختزال 4 إلى الشكل  7(‏ 6(0) . 


تم العمئبات المقابلة على الأعمدة 
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حالة 11: 0- ,ره ولكن 0*آية من أجل بعض 1< 1. تطبق العملية الصيفية ,8 <>,8 ثم العملية العمودية 
المقابلة ,© <> ,© لوضع ,,ة في الموضع القطري الأول وهذا يرجع المصفوفة إلى الحآلة 1. 


حالة 131: إذا كل المداخل القطرية 0- ,,8. نختار 1 و[ بحيث أن 0 * 2 ونطبق العملية الصيفية ,1 + ,8 ج-,8 
والعملية العمودية المقابلة ,© + ,© ج-,© لوضع 2860 في الموضع 1 على القطر. وبذلك نرجع هذه الحالة إلى الحالة 
0 


يمكننا في كل حالة إختزال 8 إلى الشكل ( 0 :41) حيث 8 مصفوفة 


ة من مرتبة أقل من مرتبة 4. 
ملاحظة: استخدم الفرض 21+10 في >1 في الحالة 11لا حيث ذكرنا أن يه 2. 
كرر الخطرات السابقة مع كل مصفوفة جزئية جديدة» حتى يتم تقطير 4. 
9 عدّل الخوارزمية, في المسالة 9, بحيث تمكننا من إيجاد المصفوفة 8, بحيث تكون 8783 قطرية 
8 نكون أولاً المصفوفة (8,1) -384. ثم نطبق عمليات الصفوف والاعمدة على 864 بدلاً من 4 وحدها. [لاحظ أن عمليات 
الصقوف سوف تغير نصفي 201 ولكن عمليات الأعمدة تغير النصف الأيسر فقط]. إن الخوارزمية ستحول في النهاية 04 إلى 
الشكل (2,0) - '21 حيث 2 قطرية. إذن, 07 >< او 0ح هم”م, 


12-3 
519 عن 2-5 ( 4 مصفوفة متناظرة. أوجد مصفوفة غير شاذة 8 بحيث أن 58 تكرن قطرية, وأوجد طه"5. 
8 4- 3- 


88 نكوّن أولاً المصفوفة المركبة (4,1): 


0 0 1إ 
1 1[ 10 
1 0 10 


- 2 1 
23-5 )ليم 
4- 3- 


| 
ادن الك مه 


نطبق العمليتين ي# + ,28- جيم و ,8 +,38+-.,2 على (8,1) ثم نطبق العمليتين المقابلتين ‏ ,0 + ,206- «-ي© 
و (0+ ,36+ © ل لل, فتحصل على 

1١66 

0 1 2 

0 2-3 


0م 2-3110 1 ل 0 
8ه 4 21-2 15 06 ثم 0 1 1-2 
3 ]ا 00 

العملية المقايبلة © +,26- ج-,© فتحصل على 


3 0 
3 
10 0ه 6 1 84 0 1/ 
1 0 ثم 0 1 ف 1298 
0 7 | 5- 0 0 


نطبق بعد ذلك العملية بز + ي2- جه ,8 , 


7 1-2 0 10 
| 1+ 9 ثم 0 1 0]دصمرم 
1 00 0 5- 000 
2 1-3 7 - 5 
9 تكن [|[5- 7 3-|-8 .2 مصفوفة متناظرة أوجد مصفوفة غير شاذة 8 بحيث أن مه“ قطرية ؛ وأوجد المصفوفة 
8 2-5 
القطرية طه”م, 
2# نكون أولاً المصفوقة المركبة (8,1): 
0ه 244989 1-3 
5 1 0ك 7 3-)ع-(,8) 
1 818280 2-5 
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ونطبق العمليتين الصفيتين ,ه + ,3#+-,م8 و,2#- جرم على (8.1) ثم نطبق العمليتين العموديتين المقابلتين 
© +,30هي© إلى ,© + ,20- جر ٠.‏ قتحصل على 


9 80 211 قو و ١‏ و 6 4 
4 4-1730 لم > ثم 0 33 4-1 00 
1 41-2090 1 060 1 © هد ]اج 1ن 


نطبق بعد ذلك العملية الصفية ,28 + ,8 +-,8 ٠‏ ثم العملية العمودية المقابلة ,20 + ,© جدر© ٠‏ فتحصل على 


8 0 8 + 8620 1 8 8# #0 4 6 © 1 
82 4 38 34 2ن اشم 0ه 1١‏ 3 0 2-ه 
1 4 9 ©: 6 2 1 1-] 18 80 060 
5 - 3 1 0 12690 
الآن تم تقطير 8: نضع 3 1[ 0]-ه :؛ إذن, 0 2 6إ]دمهاهم 
0 0 18 0 06 
11 0 
لتكن 2 2 1]ع-4م, مصفوفة متناظرة . اوجد مصفوفة غير شاذة ”1 بحيث تكون 88 قطرية ؛ وأوجد المصفوفة 
1- 2 1 
القطرية 2748 


89 نكوّن أولاً المصفوفة (48.1): 


1 1 ا 
0 201 كت مهم 
1 60 الس يه 551 


لكي ننقل المدخل القطري غير الصفري (1-) إلى المرضع القطري الأول نطبق العملية الصفية .8 +»,# , ثم العملية 
العمودية المقابلة ,© مه,© . فنحصل على 


1| 90 2-110 1 1 0 10 2 1- 
1 1 :2189 00 ثم ' 2-2010 

1 011 !1 0 ١6 
ثم عمليتي الأعمدة المقابلتيين ,© +20 ج-ر©‎ ٠ نطبسق عمليتسي الصفوف ,يم + ,80-28 د ره + بج مره‎ 
و ,© + © جر فتحصل على‎ 


1 2110090 1ه- 1 1 0060 
3 1 3160 2 0 ثم 7 1 جح 
7 8 40 ] 


شوه 
35 
--35 


ونطبق العملية الصفية ,28+ ,38- +-,8 ٠,‏ ثم العملية العمودية المقابلة ,20 + ,36-<-7©, فتحصل على 


1 0 010 160 7 1( 0 6010 160+ 
: روفاد : 5) ثم 2 1 010 528 هه 
مه 3- 2 |7 060 0 4- 3- 2 ! هيلك 0000 


5 2 6 © 0 12280 
الآنء تم تقطير .4 سن د ! 20م . إذن. 0 6-5 
4 1002 0 


أثبت مبرهنة 4.19 


طريقة 1. إذا 5-0 أو إذا 4107-1, فمن الواضح تحقق المبرهنة. بالتالي. يمكننا إفتراض أن 0 5 
ى 1< 0ت لامال. إذا 0,00 - 8000 من أجل كل 17 “2 فإن الشكل القطبي ل؟ (آنظر المسألة 64.19) يقتضي 
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أن 0 .| وبالتالي؛ يمكننا إفتراض وجود متجه لا© ,+ بحيث أن 0 (80,.7. ليكن 11 الفضاء الجزثي المولّد 
بواسطة ,”, وليكن 7 يتكون من تلك المتجهات ١ © ١7‏ التي من آجلها 0< (5)0,.0. سوف نبين أن /18© 0 > [. 
() إثبات أن (0)-017: لنفترض /1[017 82 بما أن [01ل, إذن اح ان من أجل بعض 72 © بما 
أن اس إذن ‏ (رى 270 ع ل على املأة - (لارد؟ > 0. ولكن 00*20 0: وبالتالي 8*0 وبذلك 
0ع بطح إذن, (40- 18ص ناء 


(41 إثبات أن 37+ 18-1 ليكن 7617 نضع 


7 0ع ونا وال عشي - ره ,رار - 0١‏ روا 


وبذلك /37© *. من (1). يكون 7 مجموع عنصر في لا وعنصر في 7آ. وبذلك, 17+ (] > /1. ينتج عن ذلك؛ وبواسطة 
(0 و (4, أن 8189© 37-10 


الآن, ؟ مقيداً ل /77 يكون شكلاً خطانياً متناظراً على /. ولكن 1-- /01078! وبالتالي يوجد, بالاستقراء. قاعدة 
7لا ل للا بحيث آن لمكن من أجل [زء1# و1أ>2, 8>[. ولكسن:, وبتعريفنا ل /لآ: يكسون 
0- (لا800 من أجل 2.....0 > ف إذن: يكون للقاعدة (,"....,41 من أجل ا الخاصية المطلوبة وهي 0 > (ر9)001 
من أجل زهو 
طريقة 2. تبين خوارزمية التقطير. في المسالة 52.19 أن كل مصفرفة متناظرة فوق 12 تكون متطابقة مع مصفوفة قطرية. 
وهذا يكافىء القضية بان ؟ له تمثيل مصفوفي قطري. 
519 بين أن أي شكل خطي ؟ على 7 يكون مجموعاً لشكل خطاني متناظر وشكل متناظر متخالف . التناظر, 


18 نضع [(لا,/)5 + (ارنا)4] 1/2 > (801,1. إذنء يكون ع متناظراً لأن 
المع ع [(د,د)؟ + (اء)4) 1/2[(سرم)) + (.ن)ة] 1/2 ع رمع + ويكون 8 متخالف ‏ التناظر لأن 


(ساط- د ززبه)1 - جسرم)؟] تناد د [زسم! - (ره)1] 1/2 - (دنعط. أكثر من ذلك +ع -/,. 
5.19 الأشكال التربيعية 
9 عرف شكلاً تربيعياً. 


8 نقول عن تطبيق 16ج 0 عدو أنه شكل تربيعي إذا (00,7/ - (0) من أجل شكل خطاني ؟ على 1. وبشكل بديل, 


يكون الشكل التربيعي حدودية هالا - 4100 حيث ل2ن....») - 87 و4 مصفوفة متناظرة. بذلك 
- 6 
3 22 إلمه... بره - 36و 
0 4 


وريه 22 512011131011015 
1 1 


[لاحظ أن 4000 حدودية يكون لكل حدّ فيها الدرجة 2]. 


ملاحظة: لاحظ أنه إذا كانت المصفوفة 4 السابقة قطرية. فإن الشكل القطري المقابل 9 يكون له التمثيل القطري 
تيه +...+ ثكرية + تبره - 416" - 900 أي أن الحدودية التربيعية الممثلة ل ؟ لا تحتوى حدوداً «لجداءات 


ع 


تقاطعيأ». نعرف؛ من مبرهنة 4.19, أن كل شكل تربيعي يكون له مثل هذا التمثيل [عندما 0غ | + 1] 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 19 © 469 
1 0 اليد ااه 50 
9 أوجد الشكل التربيعي (400.8 المقابل للمصفوفة المتتاظرة (ج و )- م 


0 (ر)لة +ع ره عق - )730 3 )م ع) > زر ,تتاو 
تبرق + بيرم - تبر5 - #برق + برور3 - برير3 - تيرق د 


المساتل 63.19-61.19 تتعلق بالمصفوفات المتناظرة التالية: 
اج 2 100 3 1 ل 4 
3 83 2 )2م م ]عه 33 6ه ك-]عم6 
جا 6 9 1-7 
9 اوجد الشكل التربيعي (,2.ي*.*)9 المقابلة للمصفوفة المتناظرة 4. 
اه إن معامل ,ا هى بيه ومعامل رك" هق ,28 
77 - يالي108 + 8 - 322 + كيه + 2د 
69 أوجد الشكل التربيعي (04)*,1,2 المقابلة للمصفوفة القطرية 8. 
1# هناء 62 + تبره - تيقد (جرريعو. [لا توجد حدود جداءات تقاطعية]. 


بية + و8 وبذلك, 


لوكتريكرب)1 


9 ارجد الشكل التربيعي (2,لا.)0 المقابل للمصفوفة المتناظرة ©. 
8 تو هير4 - ير ب ذبرم - بروي10] - 22 > (0)5.,2. [نفترض, كما المعتاد أن *. لاه 2 المتغيرات الأول والشاني 
والثالث؛ على الترتيب]. 
9 ليكن 4 الشكل التربيعي المقرن بالشكل الخطاني المتناظر . بيّنِ أن ؟ يمكن الحصول عليها من 4 بواسطة الشكل القطبي ل؟: 
((0)0 - (دمو - زم +0)و) 1/2 (0.ن)1. [نفترض أن 0 م 1+1 في 5]. 


ل (1)0,59 - (نان)؟ - (بد+ برباع 100 ع (ل)و - زن)و - (بر+ نأو 
(21)0,97 > (0,)]- (ندرن)؟ - (لرن)1 + إسرم + (لرن)1 + (سارد)1 ع 


إذا 10 + 1, يمكننا القسمة على 2 للحصول على المتطابقة المطلوبة. 
619 أوجد المصفوفة المتناظرة 8 التي تقابل الشكل التربيعي: 2+ + #نز6 - مرق + تبر برعرة + ثرق ك (برو)و. 


18 يكون في المصفوفة المتناظرة (ني4) - 08 الممظة ل لي*, «..,005. المدخل القطر .,ة. مساي لمعامل 8 والمعاملان نه 
ريه مساويين لنصف معامل ,”,*. وبذلك 

32 4 

5 وعد 4-3 


4-3 1 


9 اوجد المصفوفة المتناظرة 8 التي تقابل 782 - بردى + تيه > (ويي. 


0 من( ؟)-8 [إن القسمة على 2 يمكن أن تدخل كسوراً حتى ولو كانت معاملات و أعداداً صحيحة]. 


9 أوجد المصفوفة المتناظرة © التي تقابل 2لا5 + («4 د (رن»)و. 


88 رغم أن * ولا وحدهما يظهران في الحدودية, إلا أن التعبير (9).32 يشير إلى وجود ثلاثة متغيرات. بتعبير أخر, 
02 + عبر0 + يبرو + برك + تربره + 02 د (رر,)و. وبذلكء 


0 2 6 
6-2 5 0 
6 0 0 
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26,19 


2219 


270119 


زنكن 


72119 


7 


74.19 


219 


أوجد المصفوقة المتناظرة 8 التي تقابل عم + جنوج - 2 > (جرر,:)ه 


1-3 


المسائل 72.19-69.19 تتعلق بالشكل التربيعي 2- و2 + 382 - (3,*)و والتعويض الخطي 5-316 - ين )+ 28 - لإ 


أوجد (,5)© 
8 نعوض من أجل « و لا في 4 فتحصل على 3 
تن + و د نوج مموزنة - م2 + 2و3 - )3ه وهو 
202 + 324 - 2و د رت + يوه + 2م) - (30 - بو - 2و2)2 + (2إ9 + )و6 - 3082 ع 


أوجد المصفوفة 4 التي تقابل الشكل التربيعي (,*)0, واعد كتابة الشكل الترميعي في ترميز مصفوفي. 


8 الدينا |5 7ه و عله" > 00و حيث 7 د26 


أوجد المصفوفة < التي تقابل التعويض الخطي, واعد كتابة التعويض الخطي باستخدام الترميز المصفوفي. 


الدينا 3 0-1 ١‏ ويلك (73 1)-م ولا0- 6 حيد رم ع غا و كنم على 


أوجد (,94)8 باستخدام الترميز ! المصفوفي أعلاه 
8 الديناء. 7406 > 00و او لاطك ع2 وبذلك, 8787 - 27 إذن 
11/1 20/3 1 د 5 
اد 00 )10 )له - تاصيتم”لا - )و - وهاو 
تود + سوه قة- (2) 71 )0ه 
ليكن .! التعويض الخطي لا5 - 7 كما هى مبيّن اعلاه. متى يكون .5 غير شاذ؟ متعامدأ؟ 
نقول أن دآ غير شاذ أو متعامدٌ وفقاً لكون المصفوفة 5 الممثلة للتعويض؛ غير شاذة أى متعامدة. 
هل التمريض الخطي في المسائل 72.19-69.19 غير شاذ؟ 
0 نعم؛ لآن المصقوفة (93- )م المقابلة للتعويض؛ غير شاذة 
ليكن الشكل التربيعي 72 + وبر10 + يبرم - *بر3 + بريه + 2 ع (2رز,ى)و. أوجد تعويضاً خطياً يعبر عن المتغيرات »* لاء 
> بدلالة المتغيرات + 1.5 بحيث يكون 905,0 قطرياً 
18 نوجد أولاً المصفوفة 8 المقابئة للشكل التربيعي. هنا 
'3- 12 
5 23 ا 7 
7 5 3- 
ثم نوجد مصفوفة غير شاذة 1 بحيث تكون 2588 قطرية نكرّن المصفرفة المركبة (آ,3): 


)م 122-3410 
1 1 510 3 5 )-م0.ه 
0ا0050ه- 
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719 


7619 
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نطبق العمئيتين الصفيتين و +,28- هيه إلى وه + ,3# ىم على (4)8.1. شم العمليتين العموديتين المقابلتين 
© +,20-+-ي© و ,0 + 02-30 على 4/, قنحصل على 


نطبق بعد ذلك العطية الصفية ,8 + 1182+-,5 ٠.‏ ثم العملية العمودية المقابلة لها ,© +,110ج-,©, فنحصس في النهاية 
على 


وبذلك 


29ت 1 1 
11 1 م و نه دممتم 
1 0 © 119 


إذن؛ يعطينا التعويض الخطي 29-96 - رد », 116 + وعد ل, 2-6 الشكل التربيعي 11902 + 2و 


> تامو 
ليكن ‏ 922+ 12 - 382 + و4 + * > (2,.»)و. أوجد تعويضاً خطياً غير شاذ يعبّر عن المتغيرات », ل, # بدلالة 
المتغيرات + 1.4 لكن يكون (9)65,0 قطرياً. 
ا نكوّن المصفوفة المركبة (8.1) حيث 4 المصفوفة التي تقابل الشكل التربيعي: 
0 2-4119 1 
1 61 203 )-(زيم) 
|9 4-6 


نطبق ,8 +2 جسي2 وي + لحارم العمليتين العموديتين المقابلتين؛ ثم ب + ج/2+- ىر والعملية العمودية 


المقابلة, فتحصل على 
0 011269 1260 5 0م 1969 04 1860 
1-0 2 2 1ك 6 م 0 1 01-2 0-1 
1 8 #0 227 0 0 13 302 3 0286 


وبذلك» يقود التعويض الخطي 25 - > 5, 26 + 5 لا 48م إلى الشكل التربيعي 32 - ثم ترد (اركر)و 

ليكن ‏ *برك + 12 - 222 د زررء)و. ضسع 4 في الشكل القطري بواسطة الطريقة المعروفة ب بإكمال المربع». 

18 أولاً نجمع الحدود المحتوية على 2< و لا«, فنحصل على 2ر5 + (ر«6 - 2062 > (زز,6ن. ثم نكمل المربع داخل القوسين 
بسإضافة مضاسف مناسب ل92. شم نطسرح المقدار المقابل خارج القسوسين؛ فنحصل على 
ثررة؛ - “3 - ع2 د 2ر18 - قرو + رتوو + بردم - 2022 د (ريع)و. [يآتي 18- من حقيقة أن 912 داخل القوسين مضروبة 
فسي 2]. ليكن لاد - »ةم لرع؛ إذن ]3+ ودين إعاين إن هذا التعويض الخطي يقود إلسى الشكل التربيعمسي 
32 - 2و2 > (رو)ن. 

ضع 72 + 12 - 382 > (9,*) في الشكل القطري بواسطة إكمال المربع. 

لدينا ثبرة - 292 - )3س 12 - شر + تبره + بوره - 302 ستو7 + ( روه - تيقد 7 + 130 - ققد زررم)و 
نضع 2 - * > 5 ل >). إذن, 20 + 5-», 4 لز. يعطينا هذا التعويض الخطي 502 - 362 > (ابة)ي. 


المسالتان 80.19:79.19 تتعلقان بالمصفوفة القطرية 2 عه فوق حقل 6 
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7219 


85019 


2119 


52.19 


5*1 


بيّن آنه من أجل أي سلميات غير صفرية 12 © يلأسرركا, تكون 4 متطابقة مع مصفوفة قطرية بمداخل قطرية طرة. 
8 لتكن « المصفوفة القطرية ذات المداخل القطرية ,1 إذن. 


ارم م 2 8 
ليه 4 ان 


ايه 0 37 4 3 
بين أنه إذا كان © الحقل الحقيقي 7, فإن 4 تكون متطابقة مع مصفوفة قطرية تكون مداخلها القطرية 1. و 1- :و 0. 
018 لتكن 8 المصفوفة القطرية بالمداخل القطرية 
0عوره إذا 0/1 | د رة 


20م إذا 1 
إذن: يكون ل 2”45 الشكل المطلوب. 
بيّن أن 0 - (4)0 من أجل أي شكل تربيعي 9 على /7. 
18 لدينا 0 ع (0100,0 > (0:,0)؟ - (0,0)؟ ع (0)و. 
لنفترض أن 0 (9)0© من أجل شكل تربيعي 4 على /. بين أن 0 > (دط)و من آجل أي *1 © . 
18 لدينا 0 > ناح (ن)وت1 ع (سارد)لتا - (نعاءبل؟ - (:4)و. 
أعط مثالاً لشكل تربيعي 4 على *8 بحيث أن 0 (0)و و0 (400 من أجل بعض 87 © رن ولكن #0 (0 + 0)و. 
8 اليكن سيد زرو او (1,)ع ند و (ل-,1)ك , إذنء 0-(م1 و 0عزن)؟ ولكن 0ضجفع(1)2,0-(+ 11 


9 أشكال خطانية وتربيعية متناظرة حقيقية, قانون العَطَالّة 


8419 


يختبر هذا القسم الاشكال الخطانية والاشكال التربيعية المتناظرة على الفضاءات المتجهية فوق الحقل الحقيقي 18. وتظهر 
هذه الأشكال في العديد من فروع الرياضيات والفيزياء إن الطبيعة الخاصة ل 8 تسمح بنظرية مستقلة. 
وتكون المبرهنة التالية هي المحتوى الرئيسي في هذا القسم, والتي سوف نبرهنها في المسألة 96.19, وكذلك نتيجتها التي 
تتبعها مباشرة. 
مبرهنة 6.19: ليكن ؟ شكلا خطانياً متناظراً على /ا فوق 8. إذن, توجد قاعدة ل ١/‏ يكون فيها © ممثلاً بواسطة مصفوفة قطرية؛ 
وكل تمثيل مصفوفي قطري آخر يكون له نفس العدد 8 من المداخل الموجبة ونفس العدد ١]‏ من المداخل السالبة 
النتيجة التالية من أجل الأشكال التربيعية الحقيقية يشار إليها ب «مبرهنة قانون العَطّالة (القصور الذاتي)» أو 
«ميرهئة سلفستر». 
النتيجة 7.19:يكون لأي شكل تربيعي 0 تمثيل وحيد في امكل لوحلح كو اود + ثلاء لدم عه 
ملاحقلة: © سوف ترمز في هذا القسم, إلا إذا ذكر أى فهم غير ذلك. إلى شكل خطي متناظر حقيقي؛ وترمز 0 إلى الشكل 
التربيعي الحقيقي المقابل له. 
عرّف تأشيرة ؟ وتأشيرة 4. واللتين نرمز لهما ب 518)9 و ()518 على الترتيب. 
8-8 - (و)جز5 - 0)ج[5, حيث 8 عدد المداخل الموجبة و 80 عدد المداخل السالبة في أي تمثيل قطري ل8؟ و4. 
[نعرف, من مبرهنة 6.19. أن العددين © وى ]1 وحيدان من أجل أي # و © معطاتين]. 
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856.19 


ذقنا 


523.9 


2219 


50,19 


52119 


5229 


2319 
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بقن أن 18 + 8 - (و)علمةء > )امد 

5 ليكن 8 تمثيلا مصفوفياً قطرياً ل 1 و 4. إذن. يكون رتبة (9) مساوية لعدد المداخل القطرية غير الصفرية والذي يساوي 
21+ 5 وبذلك ]+ 8 - (0)لمم > (و)عامم > 6)للمص 

أوجد تأشيرة الشكل التربيعي (5,2,*) في المسالة 75.19 

© يكون الشكل التربيعي القطري المكافيىء. 1192 + 2و- 2,- (4)5,0, عدد 8-2 من المداخل الموجية, وعدن 
1 81 من المداخل السالبة على القطر. وبذلك. ‏ 2-1-1 - !2 - « - (و)وزة. 

أوجد تأشيرة الشكل التربيعي (9)*./,2 في المسالة 6.19. 

8 الشكل التربيعي القطري المكافىء يكون *]3- 5-3 - (06,5,0. إذن, 8-1 ر 28-2 وبالتالسي, 
1- ه 2 - 1ع (وولق 

عرّف شكلا تربيعياً معرّفاً- موجباً. 

8 نقول أن شكلاً تربيعياً و «معَرّف موجبٌ» إذا 0 < (0.0): > (9)00 من أجل كل متجه 0*0 يكون هذا صحيحاً إذا وفقط 

إذا كان أي تمثيل قطري 2 ل 4 يحتوي فقط مداخل غير سالبة على القطر؛ أي إذا ٠7‏ ملك - (و)عذ8. 

يحشن شكلاً نصف تربيعي موجباً. 

8 نقول أن شكلاً نصف تربيعي موجب 4 إذا 0 <0,707 > (0)9 من أجل أي متجه . هذا صحيح إذا وفقط إذا كان 

أي تمثيل قطري 2 ل 4 يحتوي على مداخل قطرية موجبة فقط. أي إذا (و)كلهم - (0)هذ5. 

ليكن ‏ 722 + بنرك - يرب - 22 + 2, > (2,لز,:)و. هل و معرّف ‏ موجب؟ 


هه نضع في شكل قطري [تحت التطابق]. المصفوفة المتناظرة 8 المقابلة ل-4 [وذلك بتطبيق ‏ ,8 +,2 جرم 
و© + 206 جدر© .كمرك +8 جره ا وب© + يك مدر ] 


اننا ا را ا 2- 0 1 
0 2 | 2 )- 2 2 0]-4م 
1 0 060 3 6-2 77 2-2 


لا يحتوي التمثيل القطري ل 9 إلا على مداخل قطرية موجبة: 1, 2 1؛ وبالتالي: يكون 4 معرّفاً - موجباً. 
ليكن 322 + نه + 22 + 2ن + 2 > (2,لإ,). هل 0 معرّف ‏ موجب؟ 


8 نضع في شكل قطري [تحت التطابق] المصفوفة المتناظرة 8 المقابلة ل 4: 


ل كا '0 160 13 1-0 
10 زه 1 6اسزة 1 6)-م 
0000١90 2‏ 2 2 0 123 


يوجد مدخل سالب (2-) في التمثيل القطري ل 4؛ وبالتالي؛ لا يكون 4 معرّفاً موجباً. 
بيّن أن *نإه + بوط + “جه > (9,) يكون معرّفاً موجباً إذا وفقط إذا كان المميز 0 > مهد - 2ع م. 
8 لنفترض أن #0 (ب,») د , مثلاً #0 ل. وليكن 9/< ع). إذن, 
جخط + تنمتو د ل + ورم + تزومواترء رو 
ولكن » + غ + 22 - 5 يقع فوق محور -1: أي يكون موجباً من أجل كل قيم 4 إذا وفقط إذا 0 > م4 - 52 > 8. وبذلك», 
يكون 4 معرّفاً موجباً إذا وفقط إذا 0 > 5. 
ليكن ث5 + بوره - 2, ع (ز,002. هل ه معرّف موجب؟ 
8 طريقة 1. نضع في الشكل القطري بإكمال المريع: 
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اج توا توج تلو س عن ا غنوه - شبرق + و4 + بور4 - 2 > (ز.:)و, حيث ‏ لإ2 -» > 5, لز -). إذنء يكون 4 معرّفاً - 


موجبا. 
85 طريقة 2. نحسب المميز 4- 20 - 16 - مو4 - 62 - 8. بما أن 60> 2, يكون 4 معرّفاً ‏ موجباً. 


9 يكن 32 + برم6 + 2< 2 (لا,)و. هل ؟ معرّف موجب؟ 
88 طريقة 1. نحول إلى الشكل القطري بإكمال المريع: 
قوم د غود تررم ب 2(و3 + عن اك توو - + تبرق + برو + م6 + 2ع ك (لإن). حيث 38+ < ع و لزع4. بماأن (6-) 
سالب؛ فإن 4 ليست معرّفاً موجباً. 
طريقة 2 نحسب 36-12-24 - موه - 2 - 8. بما أن 0< 2, فإن و ليس معرّفاً موجباً 
9 ليكن 7 الجداء النقطي على "8! أي ,طية +...© رطرة + رطرة > ان ع (0,ن)1. حيث (8) - لا وى (0)- 7. هل ! معرّف 
موجب؟ 
28 الاحظ أن ؟ متناظر: لآن (لا,0)؟ > در؟ > اوناك (/,0)؟. أيضّاء 4 معرف موجب لآن 0 < 2ع +...+ 2ه + 2ه ع (ناءنا)ة عندما 


0 فيا 


9 أثبت مبرهنة 6.19. 

18 نعرف؛ من مبرهنة 4.19, أنه توجد قاعدة (رلا....,,نا) ل ١‏ يكون فيها / ممثلاً بواسطة مصفوفة قطرية. وليكن ل 8 
مدخلاً موجباً ىلا مدخلاً سالباً. لنفترض الآن (,",....,0) قاعدة أخرى ل ١!‏ يكون فيها ؛ ممثلاً بواسطة مصفوفة قطرية 
ب 8 مدخلاً موجباً ى !3 مدخلاً سالباً. يمكننا الافتراض. دون فقدان للعمومية؛ أن المداخل الموجبة في كل مصفوفة تظهر أولاً. 
بما أن '( + "8ح 8+ « ت ()كامم, يكفي أن نثبت أن "2< ط. 

لتكن 11 البسطة الخطية ل ينا....,ناء ولتكن /78 البسطة الخطية ل ,ا , ...,,,.ر1. إذن 0 < (400,0 من أجل كل (] © ٠‏ 
غير صفري. و0 > (10,0 من أجل كل 10 © غير صفري. وبالتالي (0) > 01 0). لاحظ أن ع نأ ساك 
ى 'طسم ك 8م وأ0. وبذلك. 

مع "مط ع 0- زط س و)+ طم ع (/8[ 0 تلعووزل - /لا ورزتق + نآ سيلل ع (/لا + تا)ستك 

ولكن « > 7 صنل > (/ا + [أ) دتل: وبالتالي, م>و+-[ إى ">م. بالمثل . ط» 'م. إذن. عط كما 


ملاحظظة: المبرهنة وإثباتها يعتمدان فقط على مفهوم الموجبية. وبذلك. تكون المبرهنة صالحة من أجل أي حقل جزثي 1 في 
الحقل الحقيقي . 
9 نقول عن مصفوفة 008 حقيقية ومتناظرة 8 أنها «معرّفة موجبة/ إذا 0< 767836 من أجل كل متجه (عمودي) غير 
صفري "2 © .| أي إذا كانت 8 معرّفة موجبة باعتبارها شكلا خطانياً. لتكن 8 أي مصفوفة حقيقية غير شاذة. بِيّن أن 
() 878 متناظرة وأن (ب) 878 معرّفة موجبة, 
1 () لدينا 878 - 87875 ع 1)878(7 وبالتالي 878 متناظرة 
(ب) بما أن 8 غير شاذة؛ فإن 0 * 8136 من أجل أي ع غير صفري في *20. وبالتالي فإن الجداء النقطي ل 86 مع نفسه, 
807)830) > )8.81 يكون موجباً. وبذلك. 0 < (8107)81) > (787()81)) ح )((227)878 وهو المطلوب. 


9 التقطير المتعامد للأشكال التربيعية الحقيقية 


ليكن و شكلاً تربيعياً على الفضاء الإقليدي "5, ولتكن 4 المصفوفة الحقيقية المتناظرة المقابلة له. نتذكر أن مصفوفة غير 
شاذة 8 تكون متمامدة إذا !2 - 85. المبرهنة التالية, والتي سيتم إثباتها في فصل 20, تبين أنه يمكن تقطير 4 بواسطة 


تغيير متعامد للإحداثيات. 
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5219 


100.19 


101119 
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مبرهنة 8.19: لتكن 4 مصفورفة حقيقية 5. إذن توجد مصفوفة متعامدة 8 بحيث تكون ‏ طلم"5 > طما”2 > 8 قطرية. 
صف الخوارزمية التي تحول شكلا تربيعياً (0) في "8 إلى شكل قطري بواسطة تغيير متعامد للإحدائيات 2-89 

58 طوارزمية التقطير المتعامد 

1. أوجد المصفوفة المتناظرة 4 التي تمثل ؟ وأوجد حدوديتها المميزة (/)3 . 

2 أوجد القيم الذاتية ل ث, وهو جذور ()4 . 

3 من اجل كل ية ,2 ل 8 في خطوة 22 أوجد قاعدة متعامدة لفضائيها الذاتي 

4 

5 


ناظم كل المتجهات الذاتية في خطوة 3 والتي تشكل عندكذ قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل "2 

لتكن 7 المصفوفة التي اعمدتها المتجهات الذاتية المناظمة في خطوة 4. 

إذن» يكون 7-27 التغيير المتعامد للإحداثيات المطلوب. وتكون المداخل القطرية ل 57588 القيم الذاتية 
المقابلة لأعمدة 82 


ملاحظة: مبرهنة 6.20 تضمن أن المتجهات الذاتية, المقرنة بقيم ذاتية مختلفة, تكون متعامدة. 
أوجد تغييراً متعامداً للإحداثيات يحول الشكل التربيعي الحقيقي إلى شكل قطري تير5 + برد4 - 202 د (رعران. 
8# نوجد اول المصفوفة المتناظرة 4 الممثلة لو ثم حدوديتها المميزة )2 : 

-2 

5 
القيمتان الذاتيتان ل 8 هما 6 وى ١ا.‏ نعوض ب -6-) في المصفوفة 8 -1) فنحصل على المنظومة المتجانسة للمعادلتين 
0 عبرم يوم 0 + 25. والتي لها حل غير صفري (2-,1) رم ثم نعوض ب 1 > ) في المصفوفة 8- [, 
فنجد على المنظومة المتجانسة المقابلة 0ع نر2 + «-, 0- 28-49 والتي لها حل غير صفري (/,2) > ي/. نناظم ,ا 
و ,/ فنحصل على القاعدة ناظمية - التعلمد(2/0/5- ,1//5) > بن) ,(2//5,1/0/3) عدي ). لتكن, أخيرا المصفوفة التي 
عموديها ,نا ى يناء على الثر: إذ 


- إذن 


د »معاي 4222| ام اديه 


ام + 9 6)-مسم 
وبذلك؛ يكون التغيير المتعامد للإحداثيات المطلوب. 
3000 يك + يك دم 
50-0 لقال .لير مروت 
7 
ويتحول 4 تحت هذا التغيير للإحدائيات. إلى الشكل القطري + “68 > (",'*)و. لاحظ أن المداخل القطرية ل هي 


القيم ‏ الذاتية ل 8. 
أوجد تأشيرة الشكل التربيعي 4 أعلاه. 

18 بما أن المدخلين القطريين موجبان. فإن 2 > 8 و 40-0 وبالتالي. ‏ 2-0-2 - (و)وزة. 

ليكن © المنحنى التربيعي ‏ 52-6 + تربره -222. أرسم © في المستوى الإحداثي *8. أي نوع من القطوع المخروطية يكون 
56 

8 إن مصفوفة تغيير القاعدة 7, في المسالة 99.19 تحدد منظومة إحداثية جديدة من أجل 82 بالمحور -'* الجديد في إتجاه 
المتجسه السذاتي (2//3-,1//5) - إن [أى (2-.1) > ,9]) والمحسور -' الجديسد في إتجاه المتجه السذاتسي 
(2/5,1//5)- رد [أى (2,1) > ي]. معادلة © بالنسبة للمنظومة الإحداثية الجديدة تكون 6 > 2ن + 682. ويكرن 
البيان قطعا ناقصاً (إهليلجا) يقطع محور -'* عند 1 ومحور -'لا عند 2.3+ -2375 ٠.‏ كما في شكل 1-19 
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« 


شكل 1-19 


19 لتكن 2+ برعر4 + 2 > (د.»)و. أوجد تغييراً متعامداً للإحدائيات يحول و إلى الشكل القطري. 
8 توجد اولاً المصفوفقة المتناظرة 4 الممثلة ل 4, ثم حدوديتها المميزة )4 : 


3 )0ه 1 للج مقن عفدي ته كر أي | دام رديه 


وبذلك؛ تكون 3 و 1- القيمتين الذاتيتين ل 4. نعوض ب 3-) في المصفوفة 41-8 فنحصل على المنظومة المتجانسة 
المقابئة 0 ع نر2 - 2#, 2-0 + 2- , والتي لها حلّ صفري (1.1) > ,3 

ثم نعوض ب 1- 1 في المصقوفة 48 -1) فتحصل على 20 22 -22-., 0ت 2 - 2-. والتي لها حل غير 
صفري (1-,1) > يل 

نتاظم ,* و نا فنحصل على القاعدة ناظمية - التعامد ((1/6/3,1/1/2) > رس (1/072,1/0/3-) - ,)1 لتكن, أخيراً, 6 
المصفوفة التي عموديها ,نا؛ رناء على الترتيب؛ إذن 


لكيه 


وبذلك يكون التغيير المتعامد للإحداثيات المطلوب 


ويتحول 0, تحت هذا التغيير للإحداثيات, إلى الشكل القطري ‏ 2 
القيمتان الذاتيتان ل 4]. 


[لاحظ أن المدخلين القطريين ل 4 هما 


9 اوجد تأشيرة الشكل التربيعي 0 أعلاه. 


1# بمسا أن أحد المدخليسن القطريين موجب والآج الب فإن  -1‏ و1خ-لا!. وبذلكك, تكسون 
0- ) - 1د /1- ط د رو)ولق. 


9 ليكن © المنحنى 3 - 2+ بوره + تير أرسم © في المستوى الإحداثي 22 أي نوع من القطوع المخروطية يكون ©؟ 
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قط نرسم المعادلة المحُوّلة "و- 3*2 في المستوى 82 بالنسبة إلى محور -'* جديد في أتجاه المتجه الذاتي 
(1//2.1//2) درن [أى (1,1)ء ,3ع ومحور “از جديد في اتجاه المتجه الذاتسي (1/0/2,1/0/2-) - يها [أى 
(1.1-) > ي]. ويكون البيان قطعاً زائداً (هذلولا) راسي على محور -'* عند 1+ > '8 كما في الشكل 2-19. [الخطان 
المقاربان هما “د6لا+ - "بر ]ع 


شكل 2-19 


9 ليكن *ير!1 + بر«6 - 322 > (لز,»)و. أوجد تغييراً متعامداً للإحداثيات يحول © إلى شكل قطري. 


اللا نوجد المصفوفة المتناظرة 8 الممثظة ل 4. وحدوديتها المميزة (440 


3 


3م 
مث “| -مه 


22 )عه ف (2(6-12-) 24 +14 د 


القيمتان الذاتيتان هما 2 و 12؛ وبالتالي. يكون الشكل القطري ل هو هي 1207# + 2:62 د زان 'ي)ن. نحصل على التغيير المقابل 
للإحداثيات بإيجاد مجموعة مقابلة لمتجهين 5 

انضممع ‏ 2 2ع في المصفوفة 1-4 فتنحصل على المنظومة المتجانسة 0ع نر3 + ب ر-, 0 « يرو - يرق والتي لها حل 
غير صفري  )3,1(‏ ,*9. ثم نعوض ب-12>) في المصفوفة 1-8؛ فنحصل على المنظومة المتجانسة 0 بر3 + ,9, 
10+ *3. والتي لها حل غير صفري (1,3-)>.0. نناظم ,7 وي. فنحصل على القاعدة ناظمية ‏ التعامد. 
(3//15,1//190) - , 2 (1//10,3/1/10-) ع ٠,‏ ينتج عن ذلك مصفوفة تغيير القاعدة 8 والتغيير المطلوب للإحدائيات: 


5 8 0 
ا د 0-0 + بون 


ويمكننا التعبير عن '» و 'لا بدلالة *اى لا باستخدام ‏ 87> :-م, أي 


م 4ه ١‏ لط 11 
0 0 
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المسائل 112.19-106.19 تتعلق بالشكل التربيحي وق + ووة + مم2 + 2ر3 + و2 + 322 د زمر )ن. 
9 أوجد المصفوفة المتناظرة له التي تمثل 4 وحدوديتها المميزة 400 . 


3 14 1 
3 050 33 8 
8:14 3 


9 أوجد القيم الذاتية ل 4 أو بتحبير آخرء جذور (40 . 
18 إذا كان ل )8 جذر منطقء فلا بد أن يقسم الثابت 20, أي أنه يجب أن يكون ضمن 4 2+,210.,24خ,: 2350 
نختبر 422 فتحصل على 


1-7+10+ 0 


وبذلك, (5-)*(2 - »م » (10 +,7- *)(2 -)) ع ()ة . وبالتالي, فإن القيم الذاتية ل 8 هي 2 (بتكرار 2) ى 5 (بتكرار 
20 

9 أوجد قاعدة متعامدة للفضاء الذاتي 1 للقيمة الذاتية 2 -.23. 
8 تطرجح 2< من مداخل قطر 4, فنحصل على المنظومة المتجانسة المقابلة 0- 2+ +« 0 2+ + 
0-ججير+ يه أى 2-0 +تر+:. ويكرن للمنظومة حلآن مستقلان. احدهما (1-,0,1) > 7. لنبحث عن حل ثان 
(,ارة) > ير يكون متعامداً مع ,0 أي» بحيث أن 0د-ء+ة+8ه ورأيضاً 6-6-0 مثلاء (1 
وبذلك, تكون (1-,0,1) ع ,ا ى (1-,1-,2) > رلا قاعدة متعامدة لي 


00 


9 اوجد متجهاً ذاتياً ب؛ مقرناً بالقيمة الذاتية 5-/2. 
8 نطرح 5*) من عناصر القطر في 8, فنحصل على المنظومة المتجانسة المقابلة 0 2 + (إ+ «2-, 
0س + برج - ع 2250 - بر+ 8. تعطى هذه المنظومة حلا غير صفري (1.1,1) > ,1. 
[ملاحظة: كما هو متوقع, من مبرهنة 6.20, يكون را متعامداً مع ,لا ى ي'؛ وبالتالي» تكون (ر".ي/.,17) قاعدة متعامدة 
لثم 
9 اوجد تغييراً متعامداً للإحداثيات يحول 4 إلى شكل قطري. 
88 نناظم ,ا إلا 9 فتحصل على القاعدة ناظمية التعامد: (1/1/2- 1/١/3,‏ ,0) > بعاء (1//6 - ,1/1/6 ,2//6) هيعد 
(1/3,17/3,1/3) ددرنه. لتكن © المصفوفة التي أعمدتها ,ناء يناء رنا. إذن 
11/3 2/6 0 2 
4/3 18/6- 18/2 أعم 5 27 )لصوام 
113 1//6- 18/2- 5 


وبذلك: يكون التغيير المتعامد للإحداثيات 


ويتحول 4, تحت هذا التغيير تلإحداثيات. إلى الشكل القطري ء 5 + 2/2 + 227 ع (ي ألا )ع 
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9 أوجد تآشيرة 4 
8 بما أن هناك ثلاثة مداخل قطرية موجبة. ولا توجد مداخل قطرية سالبة. فإن 5-3 و0 80 إذن. 
0-3- 3ع لاط د زوواق 
9 صف السطم 1 322 + 2 + بورد + تبرق + بورج + ترق 
8 تحت تغيير الإحداثيات اعلاه. تكون معادلة السطع 1 - 52/2 + 2/2 + 2,2 وبذلك. يكون السطح مجسماً إهليلجيا 
(كروانياً). 


9 الأشكال الهرميتية 


نفترض في هذا القسم آن 7 فضاء متجهي فوق الحقل العقدي ©. [وكما المعتاد, / يرمز إلى المرافق العقدي ل ©6©6], 


ملاحظة: إذا كانت ليه) - م مصفوفة 20 فوق 0. فإننا نكتب 25 من أجل المصفوفة المتحصل عليها بآخذ المرافق 


العقدي لكل مدخل في 8. أي أن (,3) -3,. تكتب أيضاً “8 من أجل 7-47 ع أي أن *8 هي المنقولة 


المرافقة ل ه, 
9 لتكن المصفوفات التالية: 
م و و 
نه- 5 2+31)ر_ 00 0 8 
1 2ه ا 1 ّ ( 6 


٠‏ في كل حالة؛ منقولة كل مصفوفة ثم المرافق العقدي لكل عنصر أو. بشكل بديل, ناخذ المرافق العقدي لكل عنصر 
ثم منقولة المصفوفة الجديدة. يعطينا هذا 


06 5 


-72 2+5 5+ 42 1-9, 


5 5- #8 35 
150 ل2ي61) هم 31 ُ 20 
4- 
[لاحظ أنه إذا كانت 14 حقيقية فإن *01 تكون منقولة 3]. 
9 عزف مصفوفة هرميتية. 
تكون مصفرفة 18 هرميتية إذا 3ك *كل, أي إذا كانت 11 تساوي منقولتها المرافقة. [هذه الخاصية ممائلة لخاصية أن 
تكون مصفوفة متناظرة في الحالة الحقيقية]. 
المسائل 117.19-115.19 تتعلق بالمصفوفات التالية. 
'/5 -4 /2+3 2 فع4 وج 3 5 3- 4 
6 5 2-38إعم 3 6 000 201 أ 
6-2400-7 4+5 0003م ؤ+4 5 


9 هل 8 هرمينية؟ 
098 تكون 4 هرميتية؛ لأنها تساوي منقولتها المرافقة. 
9 هل 8 هرميتية؟ 
8 8 ليست هرميتية: رغم كونها متناظرة. 
9 هل © هرميتية؟ 


8 0 هرميتية. في الواقع؛ إن مصفوفة حقيقية تكون هرميتية إذا وفقط إذا كانت متناظرة. 
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116.19 


ث1 


120:19 


121.19 


122.19 


12319 


11419 


12519 


عرّف شكلاً هرميتياً على فضاء عتجهي 7 فوق الحقل العقدي ©. 
88 إن شكلا هرميتياً على 7 هى تطبيق ©ج-1 >< /1:/ يحقق: 
0 (لرنط +( مايه - (د رمس + يهار 
(ف) (ا,ن)ر ع (ن ,مار 
حيث 2,560 الى 07 6ارناء 
لنفترض أن # شكل هرميتي على /. بيّن أن 
(ذنة) (يه مساكظ + ره مسازة - زيمط خرمه مسار 
8# الدينا 
(ره عاق + رن سعالة - (ا بسار ط + (ارره) 3 > (ا ,رهاز + زد , رقازه - زد ريدط 7 ,صم)[ > ينه + رمه ,فال 
علاحظة: كما في السابق, نعبّر عن الشرط () بالقول أن 5 خطية في المتغير الأول. ومن جهة أخرى, نعر عن الشرط (011 
بالقول أن # «خطية مرافقة» في المتغير الثاني. 
لنفترض أن ؟ شكل هرميتي على 7 بين أن (0 10 حقيقي من آجل أي فدحية 
18 الديناء من الشرط (1)» أن (700,0- (« ,مار ٠.‏ وبذلك؛ يكون (15)0,0 حقيقياً. 
لتكن 4 مصفوفة هرميتية. بيّن أن 5 شكل هرميتي على "© حيث ) معرّف بواسطة 47لا - (,1)14 
18 الديناء من أجل كل © ©طره وكل "0علارركار.,6. أن 
37 )اط + زلا )زه المةلاط + ااه - م زعام + ألاه) - 7م"(يلاه + بلاه) - (7 ,لاط + ,اهار .وبالتالي. يكون 
؟ خطي في المتغير الأول. أيضاً ‏ (7,2)/ - :47لا - إن *خالا - يلم 7 ع 7(ظمماعز) - مار ك (7 ,03 وبالتالي» 
يكون ؟ هرميتياً فوق "©. [ملا نستخدم حقيقة أن 2/747 عدد سلمي, وبذلك فهى يساوي منقوله]. 


عرّف شكلاً تربيعياً هرميتياً. 

ليكن ؟ شكلاً هرميتياً على 1. إن التطبيق +10 :ني المعرّف بواسطة (600,0 - (060 يُسمّى «شكلاً تربيعياً هرميتيً» 
إى «شكلاً تربيعياً عقديآء مقرناً بالشكل الهرميتي “. كما يمكننا الحصول على ؟ من © باستخدام المتطابقة التالية المعروفة 
بالشكل القطبي ل ((مة عمو - زط + م)و) 4 + (زن - )و - (ه + )و )!ا < زه نكر 

عرّف شكلاً هرميتياً (نصف معرّف ‏ غير سالب) و (معرّفاً - موجباً) 

اللا نقول أن شكلاً هرميتياً. وشكله التربيعي 4. نصف معرف - غير سالب إذا 0< 00 ع (م)و من أجل كل ل 6 , 
وأنه (وكذلك شكله التربيعي) معرّف ‏ موجب إذا 0< (,1)0- (00) من أجل كل 0 0. 

ليكن ؟ الجداء النقطي على "©؛ أي أن شيج ٠١+‏ + يقرع + شرج - هده - (ه سار. من أجل ©9006 © 2 > ل في 
"©. هل ؟؛ شكل هرميتي؟ هل ؛ معرّف موجب؟ 


8 التطبيق # شكل هرميتي على "©, لأنه يحقق الخاصيتين (1) و (611 من آجل الاشكال الهرميتية. كما أن ؟ معرّف - موجب» 
لآن 0< ]رمز ج...+ ثإيه| + *لرة| 


ب للد لوقو غرقرة > فاممال . 

ملاحظة: إن كل جداء داخلي عقدي, على فضاء متجهي /' فوق ©, شكل هرميتي معرّف ‏ موجب. وبالعكس. إن كل شكل 
هرميتي معزفب موجب على ٠‏ فوق © يعرّف جداءً داخلياً بواسطة ‏ (9, *- (,ن)؟. 

عرّف التمثيل المصفوفي لشكل هرميتي ؟ على / بالنسبة لقاعدة [(ي6..رع) - 5 في لا. 


8 إن المصفوفة (ن١)‏ - 11 حيث إعمة)1 - يتأ تُسمى «التمثيل المصفوفيء ل؟ في القاعدة (©) . نعرفه من (1), 
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الفصل 189 5 481 
28 42 1 232 #+خ ع 0 8ه 1 4 100260 
0 1+1 | #و- 2 0 ثم 0 1 1+4 1 4و 2 0 
17 282086 !| 3 2و 0 1 05203 


ثم نطبق العملية الصفية ,28 + ,515 ,0 والعملية العمودية الهرميتية المقابلة ‏ ,20 + ي510<-,©, فنحصل على 


0 06 17 1 8 186 9© 0 3 8621 1# 
1[ 1+1 | يق 2 0 ثم 9 1 1+4 ]| ه028 
2 54- 5+91 | 139 0 0 2 /5- /5+9 | 38- 0 0 


الآن: تم تقطير 81. نضع 


ود نس 07 5 0 00 01 
39 1 0)عصم م 0 2 60إ)عميهم 
2 0 0 


9 أوجد تأشيرة المصفوفة الهرميتية 1 في المسآلة 129.19 


18 يوجد مدخلان موجبان: 1 2 ومدخل سالب واحد ٠-38‏ على التمثيل القطري ل 84: وبالتالي 2 8 ى ) -86. 
وبذلك, 1ع 2-1 د يدم ع ويل)وزق 


9 تعدد ‏ الخطية والمحددات 


121.19 


123*119 


123,19 


عرّف شكلاً متعدد ‏ الخطية وشكلاً متعدد ‏ الخطية متناوباً على فضاء متجهي /3 فوق حقل 16. 


8 من المرات 


ال كك 7 
18 نقول عن تطببق # جلا 1/1/2٠0١‏ :/ أنه شكل «متعدد ‏ الخطية: أى دخطي -8» على ؛ إذا كان 6 في كل متغير! 
أي إذا (... ,2 ...كرف + (.. . ,ق , ...)ره > (. . . ,80 +يه , . . .)ل من أجل «....,1 > أحيث” ترمن للمركبة .مع بقاء المركبات 
الأخرى ثابتة. نقول عن شكل خطي -10 بأ: اوبء إذا 0 > لاس كلما تحر وغول 


لتكن 8 مصفرفة مربعة - فوق حقلٍ 5. إذن؛ يمكن إعتبار 48 نونية لمتجهاتها الصفية, ولتكن 
اليى...ررهى,8) > 4. بين أن دالة المحددة متعددة ‏ الخطية [بالنسبة لصفوف 8]. 


خررة: أي ان 


8 لتكن (1 دالة المحددة؛ أي  |8|‏ يخيش ,28 > (0)8. لنفترض أن (يه) > 4 اوأن ,0+ ,28 إل من 
أجل 1 مثبتة: حيسث ((ل5,. 


+ رط دية. نفك لما 
وك وتم 


0. ينتج عسن ذلك أن بك “ارط > بيقر ير ره * مقس 


وريه + ١‏ :+ ورقيبه + ررقرره كليم 8 شاه د جام 
مر4(,» +,ف) ٠١١+‏ + يقلي +يف) + ررقن ج,8) » 
ررقي + +١٠١‏ يرقيه + ررشرع) + يشرط ١+‏ + يرقية + برشقرة) د 


ولكن المجموعين, أعلاه. هما محددتا المصفوفتبن اللتين نتحصل عليهما من 8 بإحلال ,18 و ,© على الترتيب محل الصف 1. أي 


أن المشسر رةه + ملظ )9 ح (يق...ر© + ر8ه....ىي9)4 > (2)8. بالإضافة إلى ذلك, وبما أن ضرب صف 
في سلمى ١‏ يننج عنه ضرب المحددة في ا فإنه بكون لدينا. لاسي4... 1208 > ليهرسي4ك....ي2)4. وبذلك: تكون 8 
منعددة الخطية 


هل المحددة شكل متثاوب؟ 
ل نعم؛ لأن مصفوفة بصفين منطابقين تكون ذأت محددة صفرية. 
مبرهنة 10.19: لتكن |ند مجموعة المصفوفات المربعة 7 فوق حفل *5. توجد دالة وحيدة # ج-# :2 بحيث أن () 8 تكون 


متعددة ‏ الخطية, (11) 8 نكون متناوبة, (111) 1 > (0)1. إن هذه الدالة هي دالة المصددة؛ أي أن 
|ذا - (2)8. من أجل أي مصفوفة 4ع 8. 
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أن 76723- (ر ,,»ر؛ وبالتالي تكون 1] هرميتية: وتكون بذلك المداخل القطرية ل 18 حقيقية. ينتج عن ذلك أن أي تمثيل 
قطري ل ؟ يحتوي على مداخل حقيقية فقط 


ليكن * شكلاً هرميتياً على ل. لتكن 14 مصفوفة ؟ في القاعدة (ي6...يرء) ل [. بِيّن أن [س]/78[] > (ن .]1 من أجل كل 
ا © بر [كما المعتاد, يرمز [0] إلى المتجه الإحداثي ل 0 في القاعدة المعطاة]. 


التفترض أن يعية حا يعية + رعرة > لا او يقيرط لجس يعرط + يعرط - 37 إذن 


عيط ها تشعرطظررعيه + ٠-٠١‏ + رعره)ل - (د ,)ار 


(م6 .ل ميه) - زرك ,كال ره ره د 


وهو المطلوب. 

9 لتكن 8 مصفوفة تغيير القاعدة من قاهدة 5 في " إلى قاعدة جديدة *5. ولتكن 11 مصفوفة شكل هرميتي 1 في القاعدة الأصلية 
8. بين ان 0*10 -87815 - 8 حيث 8 -0 + هي مصفوفة ؟ في القاعدة الجديدة '5. 
88 ليكن 7© “رلا بما أن 8 مصفوفة تغيير القاعدة من 58 إلى '5: فيكون لدينا و[س] ع .و[س] وو[س] * .و[س]م ؛ 
وبالتالي» ”صرله] - رس و.ر[م]5 ع و[م] . إذن: ومن المسالة 126.19, .و[5]5ل”طيّه] > و[77]5و[»] - (ه ,ناث . ولكن نا 


ان في لا؛ إذن؛ تكون 577/5 مصفوفة ؟ في القاعدة الجديدة '5. 


و 7 عنصران إختياريا 
ملاحظة: إن المبرهنة الأساسية لبنية الأشكال الهرميتية هي المبرهنة التالية التي تشكل المماثل الحقدي للمبرهنة 4.19 حورل 
الاشكال الخطانية المتناظرة الحقيقية. 
مبرهنة 9 ليكن #تشكلاً هرميتياً على ل9. إذن, توجد قاعدة (,ع.....,8) ل 7 يكون فيها ؛ ممثلاً بواسطة مصفوفة 
قطرية, أي أن 0-(©.6)), من أجل [1##. كما أن كل تمثيل قطري ل؟ يكون له نفس العدد 8 من 
المداخل الموجبة؛ ونفس العدد ]8 من المداخل السالبة. ويعرف الفرق ]7-1< 5 ب «تأشيرة» ؟. 
9 إن عمليات الصفوف الابتدائية الثلاث, وكذلك عمليات الأعمدة المقابلة لهاء كما يلي: 


رجه [ره] وعوع عع جيم [يم] ب جره جرع [ره] 
0 مك إرهة] معرع ربعم حكن إره] ©+غ + إرة] 


عرّف عمليات الأعمدة الهرميتية المقابلة. 
18 يستبدل هنا بالثابت ! مرافقه : أي أن 
فى إل مدع #0 جد [يه] © + جه [ن] 


2 1+2 1 
9 لتكن ده 4 م . مصفوفة هرميتية. أوجد مصفوفة غير شاذة 8 بحيث تكون ‏ 778/8 قطرية. 
7 2+3 2-- 


1 نكوّن أولاً المصفوفة المركبة (11,1): 
0١‏ 1410 2 +1 1 
1 2-2001 4 1-8 
5 162 + 2+3 آل 
نطبق العمليتين الصفيتين ,2 + ,8( + 1-) جيه و ,8 + ,2/8 حي , على (8.1) ثم 
«العمليتين العموديتين الهرميتين» المقابلتين [أنظر المسألة 128.19]: 0 + /1-2(0-) هدي وي +,210- حدر ٠.‏ على 14 
فتحصل على: 
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134.19 أثبت مبرهنة 10.19. 


88 نجدء, من المسألة 9 في الفصل 5, أن دالة المحددة تحقق الشروط (3) و (11) و (11أ). وبذلكء نحتاج فقط إلى إثبات 
وحدانية 5. 
لنفترض أن 8 تحقق () و (فذ) و (611. إذة كانت (ىع.....,©4 القاعدة المعتادة ل *1, إذن 21 (20 2 (#تسيرة,2)6 
بواسطة (11). باستخدام (61. يكون لدينا أيضاً 
87 6ن ,)2 ١‏ حيث مأ موأر اع و 34 

نفترض الآن (يه) - 8. لاحظ أن الصف الكاثي ,4 ل 4 يكون 
امدسسيرشدبية) يق وبذلك» 

الوقيرة سد ركريةسيكرية ...+ بعريقيقيرة + ...+ ركر,2)8 - (0)8. باستخدام التعددية ‏ الخطية ل 8, يمكننا كتابة 
(2)8 كمجموع حدود في الشكل 
٠: ©‏ ويك ج206 ليه ٠‏ “ربق ربرة) ب > لكيسة ٠‏ ميكييه6 ررك ررر6) 25 د شاه 2 


وقبية 4ل يقوية + رقبية 4 رقبية * لبي 


حيث المجموء محسوب على كل المتتاليات ,اسار حيث ‏ (4)[..8ي. إذا تساوى دليلان, مثلا 1ع ,1 ولكن 
ل فإن 0 (.6.....ي»,,2)6. بسبب (01). ينتج عن ذلك أنه يكتفي بحساب المجموع في (2) على كل التباديل 
ارا > 6. باستخدام (1): يكون لدينا أخيراً 


(ي6 :0 © ب8) بره 


00 لقنا 


م٠‏ لويجق ج906 689 5 - حيث ارسق 


وبالتالي تكون 9 دالة المحددة؛ وهذا يقبت المبرهنة. 
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الفصل 20 
المؤتراهت الخطيسة 


يبحث هذا الفصل في الفضاء ()8 للمؤثرات الخطية 7 على فضاء جداء داخلي 77. [أنظر الفصل 14]. وبذلك» يكون 
الحقل الأساس 12 إما الحقل الحقيقي 28 أى الحقل العقل العقدي ©. وفي الحقيقة, سوف نستخدم إصطلاحات مختلفة من أجل 
الحالة الحقيقية, ومن أجل (0.ل) الحالة العقدية. وسوف نستخدم أيضاً حقيقة إن الجداء الداخلي على القضاء الإقليدي "8 يمكن 
أن يعرّف بواسطة ل”ه» (نه,») ٠,‏ وأن الجداء الداخلي على الفضاء العقدي *© يمكن أن يعرّف بواسطة ”هع (ن ,لد) » 
حيث ناء ٠‏ متجهان عموديان. 


0 مؤثرات قرينة 
0 عرّف المؤثر القرين. 
1 نقول عن مؤثر خطي 7 على فضاء جداء داخلي ٠‏ بأن له مؤثراً «قرينأء *7 على ل إذا ‏ ((7”)0 بن ) ع زه ,()7) 
من أجل /ا6لان. 
0 ا لتكن 48 مصفوفة حقيقية مربعة -0. منظوراً إليها كمؤثر خطي على *8. بين أن 87 تكون قرينة 4 
8# لدينا (م7ف ببه) -0م”+ ع اد”(مرق) - (ن ,بي4ر) .من أجل كل "0.068 وبذلك. تكون 47 قرينة لاله. 
0 لتكن 8 مصفوفة عقدية مربعة -8: منظوراً إليها كمؤثر خطي على 5© بين أن * 8 تكون قرينة ل 8 [حيث * 8 المنقولة العقدية 
كب 
3# لدينا (ن*8 ,هن ) عد ن*8 آم - 73 8 تيرد نقتي ع ل 7(ب8) - (ن ,»8) . من أجل "©6",نا. وبذلك, تكون * 13 قريبة 
0 
ملاحظة: يستخدم الترميز *8 ليدل على قرينة 8 وكنا قد استخدمناه للرمز للمنقولة المرافقة ل 8. تبين المسألة 3.20 أنهما 
يعطيان نفس النتيجة. 
المسائل 6.20-4.20 تتعلق بالمصفوفات التالية: 
3 5 4+1 18 3-7 3 14:2 
54 )ير 2 +6 720- )سم 3 5 6 
:2+7 :ه66 ددم يودج رمع 
0 أوجد *58. قرينة 4. 


2-34 6 +97 


9 ناخذ المنقولة العقدية ل 8, فتحصل على [وو - 2 ,4 ,2 


0 أوجد *8 قرينة 8 
م-ه 70 3+7 
18 تعطينا المنقولة العقدية | م+م ‏ 18 |ع*ه 
6-3 2+3 4-8 


فق كريد *ه كريط 2 


:4 .لا 
18 بما أن © حقيقة؛ فإن القرينة *© هي ببساطة منقولة ©. إذن. 9 ا مت 


مبرهنة 1.20: ليكن 7 مؤثراً خطياً على فضاء جداء داخلي منته ‏ البعد لا فوق ك. إذن 


464 
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() يوجد مؤثر خطي وحيد 7 بحيث أن ((7*)0 .») - (د,(7)0) من أجل كل /ا©ر.ن. [أي أن 7 تمتلك 
د 3 

(1) إذا كانت 8 التمثيل المصفوفي ل-7 بالنسبة لقاعدة ناظمية ‏ التعامد () - 5 ل ", فإن التمثيل 
المصفوفي ل *7 بالنسبة للقاعدة 8 يكون المنقولة المرافقة *8 ل ف [أو المتقولة 87 ل : غندما يكون 5 
حقيقيا 


إن المبرهنة 1.20, والتي سيتم إثباتها في المشالتين 13.20-12.20, تشكل المحتوى الرئيسي لهذا القسم 
0 0 ليكن 7 المؤثر الخطي على ©© المعرّف بواسطة ‏ (32 + وو(ض-1)+ يناك وروز + 26) - لتروع)1. أوجد باز *1 
58 توجد المصفوفة 8 العمثلة ل 7 في القاعدة المعتادة ل *8: 


0 2 
هوت 1 0«ع-م 
1-1-4-5 


تذكر أن القاعدة المعتادة ناظمية ‏ التعامد. بذلك. وبالمبرهنة 1.20!, تكون مصفوفة *7 في هذه القاعدة المنقولة العقدية *م 
ل 6. لذلك نكوّن 


1 20 
0 عد ]دهم 
5203 0 
ينتج عن ذلك أن (32 + زنك ,د( 1) + بر + مق رع + ع2) > (2 ,بر )+7 
0 0 ليكن 87ج85:/ معرّفاً براسطة (2 + برو - يرق 72+ بز6 - ع2 ,2ك - بر4 + 3) ع (2 ,بر ,)م ١‏ أوجد 27 ,نز ,)"7 , 


8 نوجد اولاً المصفوفة 8 التي تمثل 7 في قاعدة *10 المعتادة. [تذكر أن صفوف 4 هي معاملات * ل؛ 2]. وبذلك 


5- 4 30 
3 6- ع3 
1 5 
بما أن الحقل الاساس هو 2#, فإن القرين *" يكون ممثلاً بواسطة المنقولة ”8 ل 4. لذلك. نكوّن 
23 
1 - 


إذن ‏ (2 + 3 + يرك ,م9 يرث - م4 يمو + بر2 + 3) > (2 ,بر ,ع)*مر 


90 0 ليكن 7 المؤثر الخطي على 63 المعرّف بواسطة (32- بز(30 - 4) + :412,2 - م(2 + 3) ,تر( - 1) + :20) +20 وبر ,)2 . أوجد 
1١‏ 


قظا نوجد أولاً المصفوفة 8 التي تمثل 7 في قاعدة © المعتادة: 
201-40 
| 60 3+2|-م 


نكوّن المنقولة المرافقة *4 ل 8: 


وبذلك, (32 - ننه مع(ز3 + 4) + ع( + 1) ,22 - تر(قة - 3) + ج2) > زع ,بر )س7 


0 ليكن لا فضاء جداء داخلي كل 0 © 0 تحدد تطبيقاً يل جلا :3 بواسطة (» .0) - (2)0. بين آن 4. خطي. وبذلك. ينتمي 
نا للغضاء الثنوي *لا]. 
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18 لدينا من أجل أي عكطية واي يبتر (س)فط + (رماظه - ذم راط + (س يم )ه - (عد راط + رنه) - (ودط + م8 . 
وبذلك, يكون # خطَّياً ويكون. بتعبير آخره دانَياً خطياً على 7. 


مبرهنة 0 ليكن + دانّياً خطياً على فضاء جداء داخلي منته ‏ البعد ل. إذن. يوجد متجه وحيد 37© بحيث أن 
ل > 60ج من آجل كل 17 ©9. 


0 أثبت مبرهنة 2.20, والتي هي عكس مسألة 10.20 والتي ليس من الضروري أن تكون صحيحة من أجل فضاءات متجهية لا 


نهاتية - البعد. 
8 التكن (يه..ررء) قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل لا. نضع ,ء[يم]2 + ٠.١‏ + يه[يه)8 + ,4)6,(6/ -ه. ليكن 4 الدالي 
الققفسي طسسى 17 |! رف بسواسطسة(ل ,ن) -(4)0. مين اجسل كل 07607 إذن 


(رع)ن - (و(يه2 + ...+ ,ء[ج8 ,ره) - (درب») - ()2 . من أجل «.....! - 1 بما أن 8و 4 يتفقان على كل متجه 
في القاعدة, إذن ف ع 6. 
لنفترض الآن أن 'لا متجه آخر في ل" يكون من أجله ('لارن) -(0)ل,ء من أجل 0 © 7. إذن ('لارن) > ارا 
أو0» ('م -» ,ن). ويكون هذا صحيماً بشكل خاص من أجل 'نا-ناع «وبذلك 0- (“ن - بن - 4). يعطينا هذا 
0 > “بسن و “نا نا. وبذلك, يكون متجه لا مثل هذا وحيداً, كما المطلوب. 
0 ائبت () في المبرهنة 1.20. 
8 نعرّف أولاً التطبيق *7. ليكن ٠‏ عنصراً إختيارياً ولكن مثبتاً في /. يكون التطبيق (ن ,(7)0) + ؛ دالّياً خطياً على ل. 
وبالتالي. وبواسطلة المبرهنة 2.20, يوجد عنصى وحيد 07”©1 بحيث أن ('ن,») > (7010(,0) من أجل كل ا©ن. نعرّف 
لإحالا*7 بواسطة 'ن > (ن)*2. إذن.(()*7 ,4) > (ت ,(7)2) من آجل كل /اكلارنا. 
انبين بعد ذلك أن *1 خطي. الديناء من آجل كل /ا©,ا,نا وآي 3,561 أن 
(ليه)*7 سا + (ره)*1 ةع (يه ,8)1)0 + (رس ,()2)1 د (يسط + يمه ,(1)0) ح (ليمط جرسه)*7 بن) 
(ذيه)*7ط + لره)*7ه ) ع 
لكن هذا صحيح من أجل كل !0©٠‏ وبالتالي :0 ين )*!1ط + نم)*7ه - ريط +ردم)*1 
وبذلك. يكون *7 خطياً. 
0 اثبت (11) في مبرهنة 1.20. 
له المصفوفتان (رية) - هم و (ية) - 8 الممثلتان ل .7 ى “7 على الترتيب, في القاعدة (,©24 تعطيهما العلاقتان 
(علك)7)اعيه د (ع ,(ك)*7) حرط .وبالتالي» ي3 > (ره ,()7) > ((ه)*7 ..) - ( ,(ه)*7) سيرم لذلك, *ى ع هر 
وهو المطلوب. 
المسائل 17.20-14.20 تتعلق بإثبات المبرهنة 3.20 التي تلخص بعض خواص القرين. 
مبرهنة 3.20: ليكن 5 و7 مؤثرين خطيين على ١‏ وليكن 16 © ظ. إذن 
() +7 بع*وك :7 +5) ونه عو- دعررق) 
لق “عع *(41) 0 جع *(1) 
0 أثبت (21 في المبرهنة 3.20. 
8 لديناء من أجل أي /ا6اءناء أن 
((ه)*1 +م)*ك دن ) - ((ه)*1 جه ) + ((ه)*3 جد ) - (ه ,(ه)1) + (ه ,(ماك) ع زه ,)7 + (م)3) > (ه ,ق)(7 + 5)) 
((د)ز**7 + *5) )اع 
وتقتضي وحدانية القرين أن 


+7 +*و لسع دقع 
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90 أثبت (1) في المبرهنة 3.20. 
8 لدينا ((ه)(*67) ,ه) > (زن)+7خ مطح ((7*)0 ,)عا > (ن رهم)7 )ع1 - زه ,(10ط) - زه ,(ه)(#41)) . مسن 
أجل كل 0ن تقتضي الوحدانية أن “23 - *(#43) . 
0 أثبت (411) في المبرهنة 3.20 


قه لدينا ((ن)(*1*5) ,#) - (ز(ت)*ى +17 هد) > ((م)*3 ,(1 ) ع (ه ,((م)3)17) - (ن ,)0510 مسن أجسل كسل 
7©",نا. | تقتضي الوحدانية للقرين أن *7*5 - *(512) . 
0 أثبت (10) في المبرهنة 3.20 
ها لدينا ((م)1 ,») - (ن ب(70) > (7*)0 ,0) > زه ,)*7), من أجل كل 17©»,نا. تقتضسي وحدانية القرين أن 
اد *ر*0) 
0 ليكن 1 مؤثراً خطياً على 7, وليكن 18 فضاء جزثياً لا متغيراً 1 في لا. بين أن */ا لا متغير تحت *1. 
8 ليكن لاعن إذا 8ع إذن الاء 1000 وبذلك 06> ذه ,(م)7) - (رم)*7 رسن). إذن “لاك زمن*7 الأن 
متعامد مع كل 18©. وبالتائي» يكون “18 لا متغيراً تحت + 


0 إستخدم تعريف القرين لتبين أن 1 - *1 
18 لدينا ((ن)1 رن ) > زنب ) - زن ,)1 ) : من أجل كل 0.061 وبالتالي» 21 *1. 
0 إستخدم تعريف لتبين أن 0ح *0. 
8 لدينا ((0)0 ,#) > (0 بن ) > ند (ن ,0) - زه ,م)0) ؟ من أجل كل 9©17,نة وبالتالي. 20 *0, 
0 لنفترض أن 7 عكوسة. بيّن أن '-ز*7) - *(1-), 
© «7خ 1س )ص اسلو وبالتالي. -(*7) - *(-7/, 
0 لنفترض أن 0ع (ن ,(2)7)0 من أجل 1ع«,ن. ب 
4غ تضع 7)0 دن إذن: 0 (7000,70:0)؛ وبالتالي 0- (5)0, من اجل كل 'ا©ل. ينتج عن ذلك أن 1-0 


أن 7-0 


2320 لنفترض أن ١‏ فضاء جداء داخلي عقدي وأن 0- (1)0(.0) من أجل كل 7عن. بين أن 1-0 
© لديناء فرضا. أن 0 > (* + ه ,(# + 70) من آجل أي /اكن«رن. نفك وتضبع 0 > (ن ,(ن)7) إى 0ت زمر ,(200) , 
0> (سرر(م)2) + رس ,(ه)1) 1( 
لاحسظ أن "ا إختيساري في(1). نعسوض ب18 مسن أجسل #, ونستخسدم ( ,)2 )1- > (نلد ,()1 )1 - زد ,(300) 


ف (ن ,(7)0 )1ع (س ,(11)4) > زم ,(2)10) ؛ فنحصل على 0 > (د ,(70:0): + (# ,)7 )ز-. بالقسمة على 1 وإضافة الناتج 
إلى (1). نحصل على 7)8(,510). من أجل أي © «. إذن, 7-0 


2120 بين أن المسالة 25.20 لا تظل صالحة من أجل فضاء حقيقي ١؛‏ أي اعط مثالا لمؤثر 7 على فضاء حقيقي ٠‏ يكون من أجله 
0- انار(ن)8) من أجل كل 60س ولكن 7*0 


© ليكن 7 المؤثر الخطي على 87 المعرّف بواسطة (2- ,ل) > (( ,#)3. إذن» 0- (ه ,7010) من أجل كل /1©ل, ولكن 
170 


ملاحظة: ليكن (7)م جبر كل المؤثرات الخطية على فضاء جداء داخلي / منته ‏ البعد. إن التطبيق القرين *7 +7 على 
(/8)19 ممائل لتطبيق المرافقة 20+72 على الحقل العقدي ©. كما يبيّن ذلك الجدول 1.20. لاحظ أن الجدول يطابق 
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آصنافاً معينة من المؤثرات (/1©841 التي يحاكي سلوكهاء تحت التطبيق القرين» سلوك أصناف معروفة من 
الأعداد العقدية تحت تطبيق المرافقة. وعلى الخصوص. ينعكس هذا التمائلء بين هذه الاصناف من المؤثرات 7 
والأعداد العقدية» في المبرهنة 4.20 التى سوف ثيرهن بعض آجزائها لاحقاً. 


جدول 1.20 
57 السلوك لوقك السلوك تحت 
الأعداد العقدية تحت المرافقة المؤثرات في (44097 التطبيق القرين 
4 : 
المحور الحقيقي 05 المؤثرات القرينة ‏ لذاتهاء تسمى أيضاً: 1*7 
متناظرة (الحالة الحقيقيسة) 
هسرميتية (الحسانة العقديسة) 
دآائرة الوحدة 2-1 المؤثرات المتعامدة (الحالة الحقيقية) 
1ع اع الواحدية (الحالة العقدية) 
5 ا 1 
المحور التخيلي 00-0 مؤثر القرين - المتخالف عسه *1 
يسس ‏ سسيى الفسسح بيبا 
متناظر 2 تخالفياً (الحالة الحقيقية) 
هرميتي- تخالفياً (الحالة العقدية) 
النصف الموجب سرد عي 0 غوبير مؤثرات معزفة ‏ موجبة 
للمحور (* ,0) حيث 58 غير شانذة 


مبرهنة 4.20: لتكن ,3( قيمة ذاتية لمؤثر خطي 1 على 7. 
(0 إذا 7ع *, إذن 2 حقيقية 
0 إذا *1. إذن 1 إ.ا. 
(11) إذا '7- س *7 إذن ,3 عدد تخيئي 
(05) إذا 5*8 -7/, حيث 5 غير شان. إذن 2 حقيقية وموجبة. 


0 المؤثرات القرينة ‏ لذاتهاء المؤثرات المتناظرة 
0 عزف مؤثراً قريئاً - لذاته. 
8 نقول عن مؤثر 7 على ا أنه قرين ‏ لذاته إذا 7 *7. يستخدم أيضاً الاصطلاحان متناظر وهرميتي من أجل المؤثرات 
القرينة ‏ لذاتها على / عندما يكون الحقل الآساس 88 أى ©, على الترتيب. 
تشكل المبرهنات 8.20-5.20 المحتوى الرئيسي لهذا القسم. 
مبرهنة 5.20: لنفترض أن 7 مؤش قرين ‏ لذاته على /. أي 7 - ”7 ولتكن .0 قيمة ذاتية ل '7. إذن. .3 حقيقية. 


هنة 6:20:- لنفترض أن 1 قرين - لذاته, أي 7ع *5. إذن. تكون, المتجهات الذاتية ل 7 المقرنة بقيم ذاتية مختلفة. 
5-5 قرين يًِ 1 بقيم ذاتيا 
متعامدة. 
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2610 


2720 


2620 


2210 
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ميرهنة 7.20 ليكن 7 مؤثر متناظر (قرين . لذاته) على قضاء جداء داخلي حقيقي منته ‏ البعد. إذن» توجد قاعدة ناظمية - 
التعامد ل ٠‏ متكوّنة من متجهات ذاتية ل 7: أي, أنه يعكن تمثيل 7 بواسطة مصفوفة قطرية نسبةٌ إلى قاعدة 


ناظمية ‏ التعامد. 
مبرهنة 8.20 [شكل بديل للمبرهنة 7.20]: لتكن 8 مصفوفة حقيقية متناظرة إذن. توجد مصفوفة متعامدة 5 بحيث أن 


مم5م - مم5 > 8 قطرية. 


غير صفري ل 7 مقرناً ب ١3.‏ أي أن 33 (70 حيث 400 وبالتالي» يكون (0,0) موجباً 
سوف نبين أن (2)0,0 ع (ن,رن)ة: 


(سرس)ة - (صدءه) > ((ه)7 ,ه) - ززم)*7 ,ن) - (سرزه)5) د (مرمد) د (سرميد 
ولكن 0,0040)؛ وبالتالي. 12-1 ٠‏ أي أن .2 حقيقية. 
أثبت مبرهنة 6.20. 
8 لنفترض أن /31 > (2170 ى امح (17000 حيث 360 سوف تبين أن (بلارم)ير - لس رن)1: 
(#رس)مر* (سرس)شر (سم ,ه) ح ((م)1 رم ع (سيزه)1) د زسين) د زسرماد 
[الخطوة الآخيرة تستخدم حقيقة أن / حقيقية بسبب مبرهنة 5.25 إذن م ت]. ولكن بر 1# ؛ وبالتالي 0 (0). وه 
المطلوب. 
ليكن 7 مؤثراً متناظراً على فضاء حقيقي 7 منته البعد. بيّن أن (1) الحدودية المميزة (:)4 ل 1 جداء لعوامل خطية [فوق 8], 
(ب) 7 تمتلك متجها ذاتياً غير صفري. 


إن لتكن 8 مصفوفة تمثل 7 بالنسبة لقاعدة ناظمية التعامد ل لا؛ إذن» ”8 - 8, لتكن )لك الحدودية المميزة ل.4م 
يكون ل 4. منظوراً إليها كمؤثر عقدي قرين ‏ لذاته, قيماً ذاتية فقط. وبذلك. (2-))١٠٠(يد-‏ /)زيم -) د زع 
حيث ال ,2 حقيقية كلها. بتعبير آخرء تكون (/)4 جداء لحدوديات خطية فوق 8. 


'] واحدة على الاقل. 


(ب) يكون ل بواسطة ()» قيمة ذاتية 


اثبث مبرهنة 7.20. 
ألا يكون البرهان بالإستقراء على بعد /9. إذا 1 > 01737 تحقق المبرهنة بديهياً. لنفترض الآن أن 1 < م 0 ماف 


نعرف. من المسألة السابقة, أنه يوجد متجه ذاتي غير صفري ,7 ل 7. ليكن '7 الفضاء المُوَلّد بواسطة ,// وليكن ,لا متجه 
وحدة في /لا؛ أي ليكن 27/71 ند 


بما أن ,7 متجهاً ذاتياً ل 7/, فإن الفضاء الجزئي ١7‏ في ١‏ يكون متغيراً تحت '1. وبالتالي. يكون +77 لا متغيراً تحت 


37> ”7. لذلك؛ فإن تقييد 4 ل ”7 على +78 يكون مؤثراً متناظراً. 


لدينا [-مع “للا سرزة, لآن 1ع /لآ سرزل. توجد. بالاستقراء. قاعدة ناظمية ‏ التعامد (,ل,....نا) ل +/لا متكونة من 
متجهات ذاتية ل 7: وبالتالي ل 7. ولكن 0 ارنابنا من أجل 2,....8 >1 لآأن +/19©,ن. ينتج عن ذلك أن 
(رلاء...رولا, ونا مجموعة ناظمية . التعامد وتتكون من متجهات ذاتية ل 7. وهذا يكمل إثبات المبرهنة 


. أوجد مصفوفة (حقيقية) متعامدة 8 بحيث تكون ‏ 5741 قطرية. 


88 إن الحدودية المميزة (/)2 ناث هي 
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ود 8د 


رودم دوبيو- شر | حاه -نا- مد 


وبذلك تكون قيمتا 4 الذاتيتين 5و 1. نعوّض ب 5-) في 1-8) فنحصل على المنظومة المتجانسة العقابلة: 
الا ل والتي لها حل غير صفري (1) -,7. نناظم ,* لإيجاد الحل السوحدة 
(1//23,1/723) ع 0 
كم نعسوضى ب 4-3 في المصفوفة 11-8 فنحصل على المنظوصة المتجانسة المقابلة: 0- (22-2-: 
0 - بر - 2-, والتي لها حلّ غير صفري  )1,-1(‏ ي. نناظم يل لإيجاد الحل الوحدة (1/02-,1//2) > يلا : 


لتكن آخيراً 5 المصفوفة التي عموديها ,لا و رنه على الترتيب» إذن 


5م «- 617 


وكما هى متوقع, فإن مدخلي 57418 القطريين هما القيمتان الذاتيتان ل /خ. 
2120 لمعن (و_ *) -8 . أوجد مصفوفة متعامدة (حقيقية) ‏ بحيث أن 5788 تكون قطرية. 


18 الحدودية المميزة ()4 ل 8 هي (4 +( دم حجج درو ترد زهاج رهس - #«إظ - للك اه . 
تكون القيمتان الذاتيتان 32-6 و4- -2. وبالتالي 


97 )مم 


وبذلك, 


لإيجاد مصفوفة تغيير القاعدة 8. يلزمنا إيجاد المتجهين الذاتيين المقابلين. نطرح 226 من عنصري قطر 8, فنحصل على 
المنظومة المتجانسة 0تتبرة + «-, 0ح ير9و-*3, والتي لها حل غير صفري (3,1) ,. نطرح 2-4 من 
عنصري القطر في 8. فنحصل على المنظومة المتجانسة, والتي لها حل غير صفري (1,3-) > ي". [كما متوقع من مبرهنة 
0 يكون المتجهان ٠7,‏ و را متعامدين]. نناظم ,؟ وى ٠,‏ فنحصل على القاعدة ناظمية التعامد (3/1/10,1/0/10) > ,كا ؛ 
(18/10,3//10-) دي إذن 


3 
3/1000 


4 11-8 
المسائل 38.20-32.20 لتقطير المصفوفة المتناظرة 45 27 ذإت. 
0 أوجد الحدودية المميزة )4 ل ©. 
1 400 -ر135 - 66- 
ز) -©6]. 


ك | دوزي جير© جر ©) + #(0)ى- 7 - ()ة . [هنساء © هسى متعامل نه فسي 


0 اوجد القيم الذاتية ل © أو بتعبير آخرء جذور (:40 . 


إذا كان ل )4 جذر منطق فلا بد أن يقسم 400. ن 


وبذلك. يكون 1+5 عاملاً في (1) . وتكون (16 -ع)*(5+ع) - (80 -11 - #ه)زة + ن) - رناذ 


ينتج عن ذلك أن القيم 
الذاتية ل © هي 5--2 [بتكرار 2] و 2-16 [بتكرار 1]. 
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9 أوجد متجهين ذاتيين متعامدين مقرنين بالقيمة الذاتية 1-5 


8 نطرح 3-5 من قطر ©. فنحصل على المنظومة المتجانسة ‏ 0- 22+ بر8- »16 22-0 - بره + يقد 
29+20 - 48 ويكون للمنظومة حلآن مستقلآن. حلّ مثل هذا يكون . (0,1,2) د نبحث عن حلّ ثان ‏ (ء,ط,ه 
الذي يكون متعامداً مع ,7, آي بحيث أن 0 > ع + 48-28 وآيضاً 65-26-0. حل مثل هذا يكون (8,4-,5-) 


090 أوجد متجهاً ذاتياً ب؛ مقرناً بالقيمة الذاتية 16-.2. 
8ه تطرج 2-16 من قطر © فنحصل على المنظرمة المتجانسة: 0 - هه + بر8 - يرك ,26-0 - 17 - وهب 
0 > 29-202 - 45. وبذلك, تعطينا المنظومة حلا غير صفري (2,1-,4) > ,0 [كما هى متوقع من مبرهنة 6.20 (ب): 
يكون المتجه الذاتي ,7 متعامداً مع ,7 و ي7]. 

0 أوجد مصفوفة متعامدة 7 بحيث أن 57008 قطرية. 


8 نناظم ولاء ولا فتحصل على القاعدة ناظمية - التعاصد (1/5,2//5 ,0) > رس . (30/105,4/15-) د يلل 
(121, 01 - 21)) - رن. إذنء تكون ١‏ المصفوفة ألتي أعمدتها إله رن رلا وبذلك, 


0 705/مك- 0 قات 
سم 3 ! كك أسمثم 
16 


7 0/105ه ك/م1 
0 40/105 لم2 
0 ليكن الشكل التربيعي ‏ 422 - ينوه - 8 + 2بر- د16 - 115 > (069.2)و. أوجد تغييراً متعامداً للإحدائيات يحول 4 إلى 
الشكل القطري 


8 بما أن © هي المصفوفة التي تمثل 4, نستخدم المصفوفة 8 أعلاه فنحصل على التغيير المطلوب للإحداثيات: 
ا اال 
0 كن 
ا 
اك ون ا 
د ا ا 2 
0105 175 

يتحول 4 تحت هذا التغيير للإحدائيات: إلى الشكل القطري ‏ '162 + 'بر5 ب يرقب > (ثم,الز, »)و 

0 أوجد تأشيرة و. 


8 بما أن هناك مسدخليسن قطرييسن سالبين ومسدخل قطري مسوجب, 8822 6-13 وبذلك, 
1- د 1-2 د 1ل - مد رووزق. 


اليل لنفترض أن 7 قرين ‏ لذاته وأآن 0 > (ببزد)5) من أجل كل 7©نا. بين أن 0-<5. 
88 نعرف, من المسألة 23.20 أن النتيجة صحيحة من أجل الحالة العقدية؛ وبالتالي» نحتاج فقط إلى النظر في الحالة الحقيقية. 
نفك 20 (برج ررس + ب16), قتحصل على 
0 (ه.(ه)7) + (م,()1) 2ع( 


بما أن '1 قرين ‏ لذاته. وبما أن الفضاء حقيقيء يكون لدينا (لا,(1)0) > ((100,*) > (171)8(,0. بالتعويض بهذا في (1), 
نحصل على 0 > (1100(,8 من أجل أي 80,8637 وبذلك. 720 


0 لنفترض أن 7 قرين لذاته و0 - 52. بِيّن أن | 5-0, 
2 و بين 


8 لسدينا من أجل أي 617ند 0- (هرم د (هرن - (()ة7,ن) د (زترزن» د 7016| ويذلك 
1(1-0ا. إذن. 500-0. بماأن 7060-0 من أجل كل 1© يكون لدينا 17-0 
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420 


242,20 


4320 


4420 


245,20 


46,20 


بِيّن أن 1*4 وى *375 قرينان - لذاتهماء من أجل أي مؤثر 7 على لا. 

به »مب »*7*7- *(0*1, وبالتالي» يكون 7*7 قريناً- لذاته. ايض “5 ب *2* 15د *(ز*81) 
وبالتالي. يكون *77 قريناً لذاته. 

بيّن أن *7 +7 قرين لذاته. من أجل أي مؤثر 1 على /7. 

* ب رسجب *7س **2 ب *1- *(*7 + 47 وبالتائي» يكون *7+7 قريناً ‏ لذاته. 

عدف مؤثر القرين - المتخالف. 

1# نقول عن مؤثر خطي 7 على / أنه قرين ‏ متخالف إذا ولحيرة 

لنفترض أن '7 قرين - متخالف, أي لنفترض 7 - *7. لتكن .2 قيمة ذاتية ل 7 بيّن أن .3 عدد تخيلي, أي أن .(- -/18. 
8 ليكن « متجهاً ذاتياً غير صفري ل7 مقرناً ب3: أي أن 0-(10 مع 0*0. وبالتالي. 0,0(*0). نبين أن 
لايق - د (بيوت, با ع (زلات ,ب د (زر) “ارج د (بورزب)1) ع (إاربيق) ع (رايق:(ر ةك د ترط ولكن #0زرنا؛ 
وبالتالي .7--3 أو 32-7. وبذلك, تكون 2 تخيلية. 


بيّن أن *7-7 قرين ‏ متخالف من أجل أي مؤثر خطي 7 على /ا. 


ل اليكر ا ري ينر ‏ يضانا 


*77 - *(*7-7)؛ وبالتالي» يكون *7-7 قرين ‏ متخالف. 


أن أي مؤثر 7 يكون مجموع مؤثر قرين - لذاته ومؤثر قرين - متخالف. 
1# نضع (*++1/20ع 8 و(*1/2)5-7-ن. إذن [آا+ 1-5 حيث 
وع 5 + "0 0س(" "1+ *01 12س *زز*" + 0 2ل د *و 


ىنا س(*7- 05 1/2 -1- *0 12 د “((*7 -1/2)8) > *ل1. أي أن 5 قرين ‏ لذاته و نا قرين ‏ متخالف. 


0 مؤثرات متعامدة وواحدية 


247220 


عرّف مؤثراً متعامداً وواحدياً. 


8# ليكن [] مؤثراً عكوساً على ٠‏ بحيث أن '[1» “نا أو, بشكل بديل2» 1ع []*[1ع *ثاناء إذن نقول أن لا «متعامد» 
أى «واحدي» وفقاً لكون الحقل الاساس حقيقياً او عقدياً. 


تعطينا. مبرهنة 9.20 وألتي سوف تبرهن في المسالة 55.20, تمييزاً بديلاً لهذه المؤثرات. 


مبرهنة 2:9.20 الشروط التالية» حول مؤثر ث. تكون متكا 
(0 !1ح "ناء لي أن 1- نآ*لاع *101]1 [أى نا واحدي (متعامد)]. 
(11) يحافظ ذا على الجداءات الداخلية» أي أن ((*)نآ,()0) 2 من أجل كل لاعلارا. 
011 13 يحافظ على الاطوال. أي أن 81 - 1170001 من أجل كل 1ع 

وليس من الضروري أن يكون مؤثراً متعامداً متناظراً. وبذلك قد لا يمثل بواسطة مصفوفة قطرية بالنسبة 

لقاعدة ناظمية ‏ التعامد. ومع ذلك, فإنه يكون لمؤش 1 مثل هذا التمثيل القانوني البسيط؛ كما تصفه مبرهنة 
0 إ(والتي سوف يتم إثباتها في المسالة 58.20]. 

مبرهنة 10.20: ليكن 7 مؤثراً متعامداً على فضاء جداء داخلي حقيقي 7. إذن, توجد قاعدة ناظمية ‏ التعامد 8 ل / بحيث أن 
التمثيل المصفوفي ل 3 في القاعدة 8 يكون في شكل المصفوفة في شكل 1-20. 


[قد يتعرف القارىء على أن القوالب القطرية 2<2, في شكل 1-20, تمثل دورانات للفضاءات الجزثية ثنائية البعد المقابلة]. 
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89 لنفترض أن 3 4 ؤثر الخطى الذ : 
النفترض أن 3 هو المؤثر الخطي الذي يدير كل متجه ا حول محور 22 بزاوية ثابتة 8, أي بفرض أن 
,6 ومع نوغ 8 وتو عر هاه نز - 8 ومع <) > (2,لإ.)1. هل 1 متعامد؟ 


500 5005ظ 500006 56 1 
0 يتضح من شكل 2-20 فإن طول " (المسافة من نقطة الاصل) لا يتغير تحت الدوران 7. وبذلك, يكون 7 مؤثراً 
امداً. 


| 
ا 3 
ا 
11 
. ةد 
| 4 
1 _- / 
ْ ! 
3 2 | 
1 ب6مه- ,58م | 
| هاه 40همزع |[ 
| لاب 00 
شكل 1-20 
7 
الم 
0 7 
ا 
شكل 2-20 


0 


1 5056 ا فك 
202120 2 8:88 المؤثر الخطي الذي يعكس كل متجه ١‏ خلال المستوى -لا«د أي ليكن (2,ين») > (رر,»0©. هل 7 
تعامد؟ 


ل يتضح من شكل 3-20 أن طول ' لا يتغير تحت الانعكاس ". وبذلك؛ يكون 7 متعامداً. 


شكل 3-20 


له 
١‏ _ 


5020 أعط مثالاً لفضاء متجهي ‏ لا نهائي البعد, وتطبيقاً خطياً 17<-1:70. الا تتحقق من أجلها مبرهنة 9.20 


8 ليكن 7 الفضاء -ر! للمتشاليات اللأنهائية (. 


,8) >7 أو أرقام الحقيقية ب بحيث أن م > 2ه ,2 وليكن 
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22.20 


22,20 


50,20 
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/و3ب8 :7 المؤثر الخطي المعرّف بواسطة (..رهى,.0) > (...,رة,,ة)7. من الواضح, أن 7 يحافظ على الجداءات الداخلية 
والأطوال. ومع ذلك لا يكون 7 غامراً لآن (...,1,0,0), مثلاًء لا ينتعي لصورة 7, وبالتالي» ايكون لاعتوسة 


لنفترض أن لآ واحدي [متعامد]. بيّن أن 8 تقايس على ل. 


8 إن تقايساً على !7 هو تطبيق يحافظ على المسافات. [تذكر أن 1 - 89 - (309,0 هي المسافة بين لاى *]. بما أن نا 
واحدي [متعامد]: إنن لاس - :ا > زم - 8100 - [(م)ن] - (100] .0 وبذلك. يكون 17 تقايساً. 


لنفترض أن 7 واحدي [متعامد]. ولتكن .2 قيمة ذاتية ل 7. بين أن 1 > [12- 
0 ليكن ؛ متجهاً ذاتياً غير صفري ل ” مقرناً ب.23 أي أن برج > 700 مع 040 وبالتالي؛ يكون 4,0 موجياً. 


نبين أن (د,م) - ((م) ,ه) - ((ه)7*1 ,ن) - ((ن]1 ,()7) - زمر ,ملاع (مرم )م ل(سره) ع (ه ,س)قد. ولكن 
0ع ره ,ن) ؛ وبالتالي 1-قه. إنن. 1>ذ| . 


مبرهنة 11.20: إن مصفوفة عقدية ى تمثل مؤثراً واحدياً () [بالنسبة لقاعدة ناظمية التعامد] إذا وفقط إذا 'م < *4. 


مبرهنة 12.20: إن مصفوفة حقيقية 4 تمثل مؤثراً متعامداً [] [بالنسبة لقاعدة ناظمية ‏ التعامد] إذا وفقط إذا ا“ - "ى. 
[أي أن المصفوفات الواحدية والمتعامدة تمثل مؤثرات واحدية ومتعامدة, على الترتيب وبالعكس]. 

أثبت مبرهنتي 11.20 ى 12.20 

15 نعرف, من مبرهنة 1.20, أن المؤثر القرين *(ا يمثل بواسطة *8 في الحالة العقدية ى 67 في الحالة الحقيقية. وبذلك؛ 

1[ "ثانا إذا وفقط إذا 1-م*م في الحالة العقدية و 1- 478 في الحالة الحقيقية. وبتعبير آخر؛ يكون 7 واحدياً 

[متعامداً] إذا وفقط إذا حم "م 7م - 7ه]. 


بين أن 37*71 قرين ‏ لذاته, من أجل أي مؤثر خطي '7. 
ل اللا 88 »رب “ل *م - *( - 1*). إزن 7*1 قريناً ‏ لذاته. 
أثبت مبرهنة 9.20. 
1 لنفترض أن تتحقق (1). إذن («,ن) - ((س)ة ,ن) - ((س)لة* نا ,ن) - ((م«)ن ,(0)نا) »من آجل كل /©/8,. وبذلك, (1) 
تقتضي (1ن. الآن, إذا تحققت (01, فإن |إس|| > (ن ,ه)/ ع ((ه)ن] ,(م)0)/- |إذم)تة || . وبالتالي؛ (1ذ) تقتضي (11). يبقى أن 
نبين أن (11ة) تقتضصي (0) 

لنفترض تحقق (611. إذن» (/,()6 > زاره) > ((م)نا,(:)0) > (مر(م)نا *0). من أجل كل 617 وبالتساليء 
0- (رن( - 0*1 من أجل كل 021 بما أن 1-(]*(] قرين- لذاته. فيكون لدينا 1-0- [ا"(]. وبالتالي 
زع نا*نآ إذن, '-[1ع *لا وهو المطلوب. 


ليكن (] مؤثراً واحداياً [متعامداً] على /, وليكن 17 فضاءً جزئياً لا متغيراً تحت ل. بين أن 17 لا متغير تحت لآ. 

01 بمسا أن نا غير شائء فإن ا-(0008؛ أي أنه يوجد. من أجل أي 18 متجه © بحيث أن 
سا س)نا. اليكن الآن ‏ + لاك إذن 0 - “سرب > (ز'م)نآ,(0نا) - ز«(0)نا) . من أجل أي 17 وبذلك/ ينتمي 

0لا إلى */ا. إذن, يكون 184 لا متغيراً تحت [آ. 


3 ع2 5 5 5 وو 6 
بين أن كل مصفوفة 2*2 متعامدة 8, بحيث أن1 - (401)8. تكون في الشكل (ن يح 205 ) من أجل عدد حقيقي 0 


8 النفترض أن )4-0 بما أن 4 متعامدة, فإن صفوفها تشكل مجموعة ناظمية التعامد؛ وبالتالي» 1 + 2م 


[ع تلو +ثم, 0د ودبع 1-دعط- فه. المعادلة الأخيرة ناتجة من أن 1-(404)48. ننظر في الحالتين 8-0 
يِ 
و 0 كلا على حدة 
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إذا 4-0 تعطينا المعادلة الأولى 67-1 ويذلك 1 * -8. عندكذ. نحصل مسن المعادلة الرايعة على 
1 + - ط- » ومن المعادلة الثانية على 82-1 +1 و 4-0. إذن 
01 0 0-1 
-1 
لاك 3 6 
البديل الأول يكون في الشكل المطلوب ب 7/2- > 28 أما البديل الثاني فيكون في الشكل المطلوب عندما 7/2 -9. 
إذا متعم يمكن حل المعادلة الثالئة لتعطي 09/8- +-©. بالتعويض بهذه في المعادلة الثانية, نجد ١‏ - ل + تو/ةلةم 
أو ثم - 02ت + 0302 اإى تمد تورتم +62 أو تق وبذلك 2-4 أو 3- إذا 4- عه إذن المعادلة 
الثالثة تعطي 8 © وبذلك تعطينا المعادلة الرابعة 1 - 2- 22 وهو آمر مستحيل. إذن. 4 2. ولكن المعادلة الثالثة 
تعطينا عندكن ع- - ط وبذلك 


نه 


بما أن 2-1و« تق فيوجد عدد حقيقي 8 بحيث أن 0050 > ه, 50أى - 
الشكل المطلوب. 


؛ بالتالي يكون ل 8, في هذه الحالة ايضاً. 


0 أتثبت مبرهنة 10.20: ليكن 7 مؤثراً متعامداً على فضاء جداء داخلي حقيقي . إذن. توجد قاعدة نا 


بة - التعامد 8 على /1 


بحيث أن التمثيل المصفرفي ل 7 في هذه القاعدة. يكون مصفوفة مركبة قطرية بقوالب. قطرية متكونة من الرقمين 1 و 1-, 
وقوالب في الشكل 


8ه وم 
5 001 

(انظر شكل 1-20). 

"7 +0ه 17+71 5 إذن, 0-5 + *رد *ز* بن ب هو وبذلك. يكون 5 مؤثراً متناظراً على /1. نعرف, 
من مبرهنة 7.20, أنه توجد قاعدة ناظمية التعامد ل لا تتكون من متجهات ذاتية ل 5. إذا كانت لسر ترمز للقيم الذاتية 
المختلفة ل 5: فإنه يمكن تحليل ٠‏ إلى المجموع المباشر ىا ©...© 1 © ,37> 37 حيث يتكون ل ,/ من المتجهات الذاتية 
المقسسرئنة بابة. سسوف نبين ان كل لا تتنيسس تعسف 2 لنفترض أن ,7 © 50 إذن ابوك 800 
نيلت ع (جب0 د نقد مر 1+ 705 د زترا + لم د 5000 آي أن 7 وبالتالي, يكون ,7 لا 
متغيراً تحت '1. بما أن ال ١,‏ متعامدة. كل واحد منها مع الآخر, ٠‏ فإنه يمكننا حصر بحثنا في الطريقة التي يؤثر بها 7 على كل 
الا لوجدة. 

لديناء على كل ,ل. أن 30 > (/80 د ب(!-] + 1) نضرب في 7/ فتنحصل على 0 (1(00+ 7ب( - 1). ننظار في 
الحالتين 3-42 و2+*3. بشكل منفصل. إذا 2+ -<خ, إذن 0-(1(200+ مم وهذا يقود إلسى 
1000-0 * 8) أى 7+ > (700. وبذلك تكون 7, مقيدة على هذه ال ,لا, إما 5 أو 1- 

إذا 2 +ع بق إذا لا يكون ل 7 متجهات ذاتية [المسألة 52.20] لان القيمتين الذاتيتين ل7 هما 1 أو 1- . ينتج عن 
ذلك» ومن أجل 0 * ,: أن 7 و (700 مستقلان ذاتياً. ليكن /2 الفضاء الجزئي المولد بواسطة “ا ى (500. إذن. يكون 8 لا 
متغيراً تحت 7, لان 0 - 2/1000 > (1200 > ((7)0100. لدينا أيضاً ‏ +/1© .كما أن “/ا لا مثفير إيضاً نحت 7 
[المسالة 56.20]. وبذلك. يمكننا تحليل ,/ إلى المجموع المباشر لفضاءات جز: ية - البعد ,الاء حيث ال ,/1 متعامدة ثنائياً. 
وحيث كل ١2/,‏ لا متغير تحت 7. وبذلك, يمكننا الآن أن نقصر بحثنا على الطريقة التي يؤثر بها 7 على كل زا لوجدة. 

بما أن 10+ 2-2375 فإن الحدودية المميزة ()4 ل 7, مؤثراً على ,3 يكون 1 +2/م- 
محددة '7 تساوي أ وهو الحد الثابت في (/)ى . ينتج. من مساآلة 57.20 أن المصفوفة ه الممثلة ل 7 (بتأثيره على ,/(1) نسية 
لأي قاعدة ناظمية ‏ التعامد ,لا يجب أن تكون في الشكل 


لدم 
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ويعطينا إتحاد قواعد ال بللا قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل ,/ا. ويعطينا إتحاد قواعد ال ,/7 قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل /7 يكون فيها 


التمثيل المصفوفي ل 7 في الشكل المطلوب. 


0 مؤثرات موجبة ومعرّفة - موجبة 


52,20 


20,20 


عوّف مؤثراً موجباً ومعرّفاً - موجباً 
88 نقول عن مؤثر خطي 7, على فضاء جداء داخلي /ا, أنه موجب [أو نصف - معرّف] إذا 785*858 من أجل مؤثر ما 3, 
وبآنه معرّف - موجب إذا كان 5 غير شاذ ايضاً. 
بين ان مؤثراً موجباً [أى معرّفاً موجباً] « يكون أيضاً قريناً - لذاته. 
8 الديناء من التعريف. أن 88*58 من أجل بعض 8. وبالتالي» 8- 28*85 **5*8- *(6*5 - "8. وبذلك 
يكون 8 قريناً - لذاته. 
المبرهنتان 13.20 و 14.20 المثبتتان في المسالتين 69.20 و 770.20, تعطيان تمييزات بديلة لهذه المؤثرات. 
مبرهنة 13.20: الشروط التالية, حول مؤثرٍ «, متكافئة. 
() 72 هم, من أجل مؤثر قرين - لذاته -5. 
(0 5*8-م, من أجل مؤثر 5. 
(011) يكون قريناً ‏ لذاته و 0< (لار(نا)5) من أجل كل لا©نا. 
المبرهنة المقابلة من أجل المؤثرات المعرّفة ‏ موجبة هي 
مبرهنة 14.20: الشروط التالية, حول مؤثرٍ «, متكافتة: 
() 72 -م, من أجل مؤثر غير صفري قرين - لذاته '7. 
() 5-8*8, من أجل مؤثر غير شاذ 8. 
(011) يكون ‏ قريناً ‏ لذاته ى 0(نر(ن)8) من أجل كل 0لا في لا. 


مبرهنة 1520: تمثل مصفرفة عقدية ( >) - 4 مؤثراً موجباً [موجباً - معرّفاً] إذا وفقط إذا كانت 8 قرينة ‏ لذاتها [أي 


إذا مح "ىم في الحالة العقدية و 87-84 في الحالة الحقيقية] وكانت 4 0, 56- 4ه > |18 آعداداً 
حقيقية غير سالبة [موجبة]. 
المسائل 66.20-61.20 تتعلق بمبرهنة 15.20 والمصفوفات التالية: 


)عم 7 3)سم 17م 2619م اعم 2 راسم 


0 هل 4 معرّف ‏ موجبة؟ موجبة؟ 


8 بما أن 0-|8|, فإن 8 ليست معرّفة موجبة. ومع ذلك, فإن 8 موجبة لآن 1 , [0-1, 0-|8] أعداد 
غير سالبة. 


0 هل 8[ معرّفة ‏ موجبة؟ موجبة؟ 


© ابماآن 3-, 3-ف, 8-|8! اعداد موجبة. إذن, تكون 8 موجبة ‏ معرّفة [وبالتالي موجبة]. 


0 هل © معرّفة ‏ موجبة؟ موجبة؟ 


018 بما أن © ليست قرينة لذاتهاء في أن 70©, فإن © ليست معرّفة موجبة, وليست موجبة. 
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هل (1 معرّفة موجبة؟ موجية؟ 


ها بماآن 8-2 4-2 3 [8| أعداد موجبة, فإن 8 تكرن معرّفة موجبة 


بالتالي موجبة]. 
هل 5 معزّفة موجبة؟ موجبة؟ 

8 بما أن 0-إظ|ء فإن 8 ليست معرّفة موجبة. ومع ذلك. فإن 8 موجبة لأن ‏ 2-1 1ع ق, و20 || اعداد 
غير سالبة 

هل 5 معرّفة موجبة؟ موجبة؟ 


08 بما أن 3--81|ء فإن " لا تكرن معرفة موجبة, ولا تكون موجبة. 


لنفترض أن ”7 مُوجب. ولتكن .3 قيمة ذانية ل 5. ب 
8 بما أن 7 موجبء فهو قرين- لذائه؛ وبالنالي, .3 حقيقية. ليكن « متجهاً ذاتياً غير صفري ل7 مقرناً ب.3؛ أي أن 
ل (10, 400 وبالتالي, (4700 موجب. بماآن 7 موج بء فإن 7-5575 من أجل مؤثرٍ 5. نبين أن 
)500,3 د بدعل: (لحقزىة - روعي > نون د لوو - الارواؤة. بما أن ((0(,509)) غير سالب 

و 10,7 موجبء فيكون لدينا أن .2 غير سالبة» وهو المطلوب. 


أن 3 حقيقية وغير سالبة 


لنفترض أن 7 معّف موجب. ولتكن.3 قيمة ذانية ل 5. بين أن .2 حقيقية وموجبة 

8 بما أن 1 معزف ‏ موجب, فهو قرين - لذاته؛ وبالتالي» تكون .1 حقيقية. ليكن “ متجهاً ذاتياً غبر صفري ل 7 مقرناً 
ديق , أي أن 30 ع (800, 020؟ وبالتالي. (ارل) موجب. بما أن '3 معزف ‏ موجبء فإن 5*5- 1 من أجل مؤثر 
غير شساذ 5. وبسذلسك, 0*#(5)0؛ وبالنالي, يكون ((500(,800) موجباً نبيين آن (8)0(5)0) - (00: 
((اى ,(م)ى) - (ن,(م)ى*5) > (ه,(م)1) د زم ,مد ) > زسروان. بما أن (0,0) و ((5)00,5)09) موجبان , فإن .1( تكون 
موجبة؛ وهو المطلوب. 


أثبت مبرهنة 13.20 
© النفترض أن () نه أي أن 8-372 حيث 7 - *5. إزن, 7*8 دم وبذلك (1) تقتضي (1). لنفترض 
الآن تحقق (1). إذن 25*88 * *و*و- “روفي - 6م ذن» تكسسون 7 قسرينسة - لسسذاتهسسا. كمسا أن 
0« ((داة,ز(ه)5) > ببررين5 *5) > (ن(0)0) ٠.‏ ولذلك؛ (1ة) تقتضي (111). يبقى علينا أن نثبت أن (111) تقتضي (0. 

لنفترض الآن تحقق (011). بما أن 5 قرينة ‏ لذاتهاء فتوجد قاعدة ناظمية التعامد (رلاء....,نا) ل متكونة من متجهات 
ذاتية ل 8 أي أن ,نايؤ > ((ن)8. نجد, من المسألة 0ه أن ال ب3 اعداد حقيقية غير سالبة. وبذلك. يكون /17/7 عدداً 
حقيقياً. ليكن 7 المؤثر الخطي المعزف بواسطة ,مرة/1- (,)2, من أجل «.....! > 1. بما أن 1 ممثل بواسطة مصفوفة 
قطرية حقيقية بالنسبة للقاهدة ناظمية ‏ التعامد (إنا) . فإن 5 يكون قريناً ‏ لذاته. وبالإضافسة إلى ذلك, 
(بلا) تعبط ح رعرة ١/3‏ + (,)1 1/7 - زرب / )1 > (#»)*”7. لأجل كل 1. بما ان 72 و ١‏ يتوافقان على قاعدة ل لا إذن 
52> 8. وهذا يكمل إثيات المبرهنة. 


أثبت مبرهنة 14.20 


رض نحقق (4: أي أن 7-77 حبث 7 غير شاذ و40 - *1 إذنء 71-77 + ط, وبالتالي (1) يقتذ 
(1). لنفترض الآن أن (1) منحقق. إذن» > 5*8 - * *8*5- *(8*5) - “م وبذلك يكون 8 قريئاً لذاته. لنفترض أن 
0 *دن. إذنء © *#(5)0 لأنْ 5 غير شان؛ وبالنالي 0 <((5)(,5)0). إذن, 0< (ممة,نة) > لمزمعة * 5ع (برريوم . 
وبذلك» (11) بقتضي (111)» ويبقى علينا إثبات أن (11) يقتضي (6. 
لنفترض الآن أن (11) متحقق. بما آن م قرين - لذاته. فيوجد قاعدذ ناظمية ‏ التعامد (ونادء...,رنا) للا متكونة من 
متجهات ذاتية ل م: أي أن ,لاب > (,م)1. نعصرفء صن مسالة 68.20: إن ال ,3 أعداد حفيقية موجبة. وبذلك, يكون 
1 عددأ حقيفياً موجباً . ليكن 7 المؤثر الخطي المعرّف ب ,عابة/ا - (:)7 : من أجل «.....! -1. بما أن 1 
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ممثل بواسطة مصفوفة قطرية حقيقية بالنسبة للقاعدة نأظمية ‏ التعامد (,نا) ٠,‏ فإن 7 يكون قريئاً ‏ لذاته, وبما أن المداخل 
القفريسة غير غرية: فسإن 75 غير شاذ. ولسديناء بالإضافة إلى ذلك ومن أجل كسل 3 أن 


(نا)ط - مارج - بمب 1/7/7 - (:)1:/- (,ب/)7 - (,ب)*7 . بما أن 12 ى 8 متوافقان على قاعدة ل لاء فإن ‏ 72> ظ. 
وهذا يكمل إثبات المبرهنة. 

ملاحظة: إن المؤّثز 7 اعلاه هو المؤثر المعرف ‏ موجب الوحيد بحيث آن 77 8: ويسمّى الجذر التربيعي الموجب ل8. 
لنفترض أن 4 مصفوفة قطرية ذات مداخل قطرية حقيقية, لتكن ‏ 32.....ي3,0. بِيّن أن 4 معرّفة ‏ موجبة. 

8 ليكن 7 المصفوفة القطرية '7 ذات المداخل القطرية ,1/3 ,...,:3/ا,,5/. إذن: “8-7 حيث 7 غير شاذة وقرينة - 
لذاتها [متناظرة]. وبالتالي؛ تكون 4 معرّفة موجبة. 

لتكن 4 مصغرفة حقيقية معرّفة موجبة, ولتكن © مصفوفة متعامدة. بيّن أن 080 - 0740 معرّفة موجبة. 
8# بماآأن 4 مصفسوفة حقيقية معرّفة ملىوى 2 فإن 8-555 حيلث 5 غب شساذة. إذن» 
(0(750ة > 07675(0 - 0780 حيث 50 غير شاذة. وبذلك تكون 0740 معرّفة موجبة. 


المسائل 77.20-73.20 يتعلق بالمصفوفة ل )- ا 


هل 4 معرّفة موجبة؟ 
18 بماأن 25 ره 25 ررق و24 -[4| أعداد موجبة, فإن 4 تكون مصفوفة معرّفة موجبة. 
أوجد مصنفوفة متعامدة © بحيث تكون 0780 قطرية. 
الحدودية المتميزة ()4 ل 4 تكون 
الس | د زم دسا ويد 
وبذلك, تكون القيمتان الذاتيتان 6 و4 نعوض ب6-؛ في المصفوقة 41-8 فنحصل على المنظومة المتجانسة 
0عبو-», 0ع ير + *-. التي لها حلّ غير صفري (1,1) - ,". نناظم 7 لإيجاد الحل الوحدة (1//2,1/1/2) * ,لا. 


ثم نعوض ب 4 1 في المصفوفة 1-4) فنحصل على المنظومة المتجانسة المقابلة 0ت بإ يرس , 0ع لإيرت, 
والتي لها حل غير صفري (1-,1) © ر. نناظم يلاه فنجد الحل الوحدة (1//2- ,1//2) * يها 


لتكن أخيراً © المصفوفة التي عموديها ,لا و ينا على الترتيب؛ إذن 


4 

75 7585| 60 
و 4 ؟ 6)- 0202 
7 5/2 


أوجد الجذر التربيعي 8 ل (؟ 6) - 0740 - 8 


98 ناخذ الجذرين التربيعيين للمدخلين القطريين فتحصل على (9 5 ) -ى . 
بِيّن آن 7-0807 هو الجذر التربيعي ل.4 

8 لدينا 0-180 - ©0578 - 8؛ وبالتاني. 0807 - 08077 اه إذن: 

مع اوهو ع ا-ني2ون د زاحوون)(!-050) - (0507()0507) 72 أيضاً ومن المسألة 71.20, تكون 1 معرّفة 
موجبة. وبذلك, تكون 1 الجذر التربيعي الموجب له 
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الفصل 20 8 499 


90 أوجد 5, الجذر التربيعي الموجب ل له. 


1 0 1 3 

26-2 2جهلة/1 721 0١72‏ 72/06 75 | جوم ل 

59 ب 1ل 06 1 ”ووم دم 
ع 72 


0 المؤثرات الناظمية 


7220 


220 


82020 


2100 


210 


عرّف مؤثراً ناظمية. 

ل نقول عن مؤثر خطي 7, على فضاء جداء داخلي , أنه نامي إذا كان 7 يتبادل مع قرينه, أي إذا 7*1 د *77 
بالمثل» تكون مصفوفة عقدية 4 ناظمية إذا 8*8 > "448, وتكون مصفوفة حقيقية ناظمية إذا 58م - 15رم: 

4 ٍ أ مصفوفة حقيقيا ية ! ا 

بِيّنِ أن المؤثرات القرينة - لذاتها والواحدية [المتعامدة] تكون ناظمية. 


النفترض أن 21 *: أي أن 7 قرين ‏ لذاته. إذن» 7*7 75> “77 وبالتالي يكون 1 ناظمياً. لنفترض أن 
لم كن أي أن 7 واحدي [متعامد]. إذن. 7*7 -1- 375 وبالتالي يكون 7 ناظمياً. 


مبرهنة 16.20: ليكن 7 مؤثراً ناظمياً على فضاء جداء داخلي عقدي منته ‏ البعد لا. إذن» توجد قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل لا 
متكونة من متجهات ذاتية ل7؛ أي أنه يمكن تمثيل '7 بواسطة مصفرفة قطرية بالنسبة لقاعدة ناظمية ‏ 
التعامد. 
نقدم فيما يلي المنطوق المقابل من أجل المصفوفات: 


مبرهنة 17.20[شكل بديل لمبرهنة 5.20]: لتكن .8 مصفوفة ناظمية. إذن, توجد مصفوفة واحدية " بحيث ان 
طلم *5 - ملما-م > 8 تكون قطرية 


المسائل 82.20-80.20 تتعلق بالمصفوفات التالية 
ليوو أاعه ‏ )عم لعو كاءء 
هل 8 ناظمية؟ 
اتحسب 
14 3234 (روحة الولو ل)ععمه 
الا و و) “ (بوكة به لخم 
بماان هم" هع *هذ, فإن 4 تكون ناظمية. 
هل 3 ناظمية» 


تحسب 


بما أن 8*8 ل * 88 فإن 8 ليست ناظمية. 


هل © ناظمية؟ 
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0 0 المؤثرات الخطية على فضاءات الجداء الداخلي 
18 ا تحسب 


50 5 0ه )0ه 06-0 
ل ا ديت 


بما أن 0*6 - *0©0©, فإن © تكون ناظمية. 
المسائل 86.20-83.20 تتعلق بمؤثر ناظمي '7. 
0 بين أن 7060-0 إذا وفقط إذا 0ح (0) *7. 
8 نبيّين أن ((ن)*7 بزه)*1) - (زم)1 ,(1)0 ): ((ه)*7 ,(م)*1)- ((ه)”17 ,ه) > ((ه) *7 ,م) > (زه)7 ,(2)0). وبذلك 
-700 إذا وفقط إذا 7*0 
0 بيّن أن 7-21 ناظمي. 
18 نبين أن 17-37 تبديلي مع قرينه: 
اكد + 82 - «قد- *77 عورخ - *1لإئد -3) > *(لح- 1)(لج-7) 


(7د-)(لة - *7) لير *7 لع 15د 
(ند-7)*قد-م)ء 


وبذلك. يكون 7-23 ناظمياً. 
0 بين أنه إذا م > (100, إذن 0 > (7*)0: وبالتالي فإن آي متجه ذاتي ل" يكون ايضاً متجهاً ذاتياً ل *75. 
نه إذا بنج ع (50, إذن 0-(21(0-). بما أن 7-03 ناظمي, يكون لدينا 0 - (01(")0 -1). وبذلك, يكون 
0- ()(لة- *15)؛ وبالتالي» صة > (ن)*7. 


52620 


بتِن أنه إذا ارج (70 او #ايةع (308 حيث ي3*2, إذن 0- («,0)؛ أي أن المتجهات الذاتية ل 7 المقرنة بقيم 
ذانية مختلفة تكون متعامدة. 1 
ا نبين أن ( الآ رس)ية * (سرره)رة:0- (ه)(ئة- *7) > زسيط ,ن) - ((س)*7 ,ن) ع (سا,(ه)1) د (ضيسة) ع رسرم)رية 
ولكسسن ي3,*2؛ إذن. 20 تجرم. 

0 أثبت مبرهئة 16.20. 
18 يكون البرهان بالاستقراء على بعد ٠‏ إذ1ا 4187-1 فإن المبرهنة تتحقق ببديهياً. لنفترض الآن أن 
1< م د لا روأق بما ان / فضاء متجهي عقدي, فإنه يكون ل 7 قيمة ذاتية واحدة على الأقل وبالتالي متجه ذاتي غير صفري 
0 ليكن 11 الفضاء الجزئي في / المولّد بواسطة ,م وليكن ,نا متجه وحده في 19. بما أن © متجه ذاتي ل 5, فإن الفضاء 
الجزثي 1 يكون لا متغيراً تحت '7. ومع ذلك فإن » يكون أيضاً متجهاً ذاتياً ل *7 (بالمسالة السابقة)؛ وبالتالي يكون 7 لا 
متغيراً أيضاً تحت *1. لذلك, يكون 7/4 لا متغيراً تحت * *5-7. ويكون التقييد 7 ل 7 على 77/4 مؤثراً ناظمياً. أيضاً 
إن > للا سنك لأن 1ع لا «وأك. نوجد, بالاستقراءء. قاعدة ناظمية ‏ التعامد (رلا.....رنا4 ل-+ ا متكونة من متجهات 
ذاتية ل 7 ؛ وبالتالي ل 7. ولكن 0- (ناءيناء من أجل م....,2 > ف لأن +0(©,نا. ينتج عن ذلك أن (,) 
مجموعة ناظمية ‏ التعامد وتتكون من متجهات ذاتية ل '1. وهذا يكمل البرهان. 


0 مبرهتة طيفية 


0 عرف مؤثراً قابلاً ‏ للتقطير. 
8 نقول عن مؤثر خطي '17, على فضاء جداء داخلي 7. أنّه قابل ‏ للتقطير إذا كانت توجد مؤثرات 
وسلّميات ب2.,....,2 بحيث أن 


موقع الفريد في الفيزياء 


8920 


52020 


5210 


5220 


الفصل 20 0 501 


00 ,قي3+ ...+ رظي + ,قرول - 17 رفت 
كك ا داكن 60 8,8-0 من أجل كل غود 


عرّف إسقاط متعامداً. 
ل نقول عن مؤثر خطي 18 على فضاء جداء داخلي 7. أنه إسقاط متعامد إذا 82-8 [بذلك, تكون المؤثرات الخطية 8: 
في المسالة 88.20, إسقاطات متعامدة]. 


لننظلر في مصفوفة قطرية:» مثلا 


بيّن أن 4 قابلة - للتقطير [وفق التعريف في المسالة 88.20]. 
1 لتكن 


0 0 1 
إذن () يقاك+ ي38 + رظة عه (01 1ع رظ+ يظ+ رق (زنة كعنم ى 000 0 ركر8 من أجل زنول 
قيل سابقاً أن مؤثراً 7 يكون قابلاً . للتفطير إذا أمكن تمثيله بواسطة مصفوفة قطرية بالنسبة لقاعدة ما. ما هو السبب وراء 
إعادة تعريف المؤثرات القابلة ‏ للتقطير في المسألة 588.20 


8 إن التعريف في المسالة 88.20 لا يستخدم مفهوم المصفوفات, وبالتالي يمكن تطبيقه أيضاً على الفضاءات لا نهائية . 
البعد /ا. وتتطابق التعريفات عندما يكون // ذا بعد منته. كما يتضح من المسألة 90.20 


أعد صياغة المبرهنتين 7.20 و 16.20 باستخدام تعريف المسألة 88.20 حول المؤثرات القابلة للتقطير. 


مبرهنة 18.20 [المبرهنة الطيفية]: ليكن 7 مؤثراً ناظمياً [متناظراً] على فضاء جداء داخلي عقدي [حقيقي] منته البعد /7. 
إذن؛ توجد إسقاطات متعامدة 8 على /ا وسلميات 


: ب3-سدية بحيث أن 


00 ,ظبة +... ريق + رظبة - 17 01 5ع 
017 1 ظفل رظج رع 0 0ع ترك من أجل زعو 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 21 
تطبميقاه في 
الهندسة والحسمانل 


1 قرميز متجهي في 80 


121 


221 


321 


421 


521 


21ظ62 


221 


821 


521 


502 


عرّف الترميز عاذ في 27 

© يستخدم الترمين (1,0,0) 1 (0,1,0) > فل (0,0,1)- 1 من آجل القاعدة المعتادة في 87 

اعد كتابة (5,6-,38) > ها ى (2-,1,3) > 7 في الترميز عازف 

18 بماآن (0,0,1) + (0,1,0)ط + (2)1:0,0 - (عرطاية). يكون لدينا 61 + 5 - 31ح هن ار غ21- [3 + فاع ا 


اوجد الجداءات النقطية 


8 بما أن فى في عل متجهات وحدة, فإن 1- ايل 1 - فل و1ع طكل 
أوجد الجداءات النقطية واد .ف و “انل 
18 بما أن 1 ذ, 1 تشكل قاعدة ناظمية ‏ التعامد, فهي متعامدة؛ وبالتالي 0 > فيل 0- كل و0 - تايل 
المسائل 8.21-5.21 تتعلق بالمتجهين كلية + ره + فرة > نا ى علرط + فرط + أرط ع 0 
أعط صيغة من أجل 7 + لا فى لك, حيث » سلمي في 2 
باستخدام حقيقة أن أ, [, ا تشكل قاهدة ل 87, نجد أن الوط + يه) + ألوط + ي0)+ ألط + ره) 5 0+ دا 
و عايقت + ليقع + أرون ع ناه 
أعط صميفة من أجل الجداء النقطي 'ا.نا. 
نستخدم تعريف الجداء الداخلي في *8: فتحصل على وطية + رطية + ,تابه > لاللاء 


أعط صيفة من أجل الجداء التقا 
يغة من أجل الج اطعي 


يه ,© آلا 2 ماك 
5 عطي تاه اداه سمه 
أى بشكل بديل 
07 0 
وم كه بمأعمعه 
060 


أعط صيغة من أجل النظيم |أنا! . 


ل ومح كم + مدع سحي - إإبا| 


أوجد الجداءات التقاطعية ز< ار >< ل [»اططر 1< زر »ال عط »الى 


4# اهنا اع ؤلكال 1ع طز كاقل زدزكاطل وطك- دإكاقل ف ع زكاط, وح طكاق بتعبير آخرء إذا نحن نظرنا 
إلى الثلاثية [كلرقوة] كتبديل دوريء إي منسقة حول دائرة في اتجاه عكس عقارب الساعة, كما في شكل [1-2: فإن جداء أي 
أثنين منها في الاتجاه المذكور يعطينا المتجه الثالث. ولكن جداء أي أثنين منها في الاتجاه المضاد يعطينا سالب المتجه الثالث. 
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الفصل 21 © 508 


شكل 1-21 


المسائل 32.21-10.21 تتعلق بالمتجهات لك + زد - 2ع ن, 216 - ف + 33 > ب ع3 + ز5 + 1ع بن 
1 أوجد للا 

اله نجمع المركبات المقابلة, فتحصل على 21 + [2 -51 - ياج نر 
1 أرجد 20-38 


ل أولاًء نضرب المتجهين في العددين السلميين ثم تجمع 
ل - 211 - زع 910 - كا - 31-) + 8 + زم - 44) ع :3 - 21 


1 أوجد 480 + 20 يق 
8 286 + ز9 + نه > 121 + 20 + ته) + وله + زه - ز6-) + 121 + زو - زم د برو + ب د رق 
21 أوجد لاذن. 
لظ نضرب المركبات المتقابلة في بعضها ثم نجمع: 5- <-8- 3- 3-6 إن 
1 أوجد لاءنا. 
نه 1 ع 12+ 2-15 ع نر 
1 أوجد لارل. 
انه 22 مس 5+ 23 رين 
21 أاوجد لاسا. 
18 نربع كل مركبة في نا ثم نجمع, فنحصل على “اقلا؛ أي أن 29 د قا+ و+ 4ع اسل إزن, قت/دد إزس| , 
1 اوجد م|. 
18 4ذس 4 + رج وت ةبنع وبالتالي. 7/13 > |[س|] . 
1 أرجد [0. 
له 35ع 9+ 25 + 1ع ةلسل وبالتالي» 1/35- إزسر|] . 


21 أوجد لكان 


0 0 
8 111 + 163 +3 دزو + 2) + زه + 12) جازة - 6) - |4 3- 2إد وعدي 
2 1 3 


[ملاحظة: لاحظ أن المركبة [ يتحصل عليها بآخذ المحددة «تراجعياء. أنظر المسألة 7.21 حول الجداءات التقاطعية]. 


1 أرجد #اكانا. 
00 

8 31 +21 وود عور قل رمسو ارقو د و 2-3 

2825 3 
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4 © تطبيقات في الهندسة والحسبان 


1 أوجد لكالا 


ع ا 
8 14 + 111 - نقا -عز(ز -. 15) + [(9 - 2-) +از10 + 3) - |2- 1 3إ ع برلان 
+4 
21 أوجد لاكالاء 
8 16|- 2-16 ع 111 + [16 + 24)- د زرا ب ح يكا بن 
3 أوجد “كا لا 
8 142 - [!11 +131 - ح ريه + 111 - 131)- ع زوع بس ع برعا بو 
1 أرجد ناءا 8. 
8 ع3| - 2 +إ29 ع (ل3ا+ 2 -291-)- ع زب يد 0)- ع بايا وى 
1 أوجد 086, حيث 0 الزاوية بين لاى .١‏ 
5 فقن دفي بووهية 
777 مأ لاسا 
41 أوجد 6086, حيث الزاوية بين ؟ و 8. 
35 عن 
0 يب - م 
1 أرجد ل كا لاءلا. 
4 2-53 
لو 5ع 277 +20 +6+6+60-4- |2- 1 3]ع بمريانن» 
39 25 م 


[لاحظ أن (4)أنل ع لكا لاءناء حيث لاء 1/ لا صفوف 8]. 
1 أعط تفسيراً هندسياً ل كينا 


8 القيمة المطلقة ل .نا تمثل حجم متوازي السطوح المكوّن بواسطة المتجهات #٠.ا.نا‏ كما في الشكل 2-21. 


شكل 2-21 


1 أوجد نالالا.لا. 


8 بما أن 10,01 تبديل فردي ل [9,لابلا فيكون لدينا ‏ 115- ت (ين يز بدنا)ت حير الالو 


موقع الفريد في الفيزياء 


الفصل 21 53 505 
1 أوجد ‏ لاكالااا. 
قط بما أن [ابل,»] تبديل زوجي ل [0,8.ل] فيكون لدينا 115 ع كا دياع بوعاري بو 


1 أوجد #ا(.). 


8 نعرف. من المسألة 19.21, أن 111+ [16 + 21> بالانا. إذن 


8 
68 - ز5 +21 ع عإ(16 - 10) + ز(6 - 11) + ركى 0 9 2ح سرع رز »دمع 
1-5 
1 أوجد (للا»اب)كان. 
8 يكون لديناء من المسالة [21.2, أن 141 + [11 -131 > «ا<ا ب إذن 
ع الى اه 
1716 + ز24 +2 ع عإ(39 + 22 -) + ز(28 - 52) + ز(4ه4 + 42-) - |4 3- > زم »ا ب عدن 
14 11 13 


[ملاحظة: لاحظ أن الجداء التقاطعي لا يحقق قانون التجميع؛ أي أن دعا 67 عا باغ برعا زعا ب)]. 
1 أوجد متجه وحدة يكون متعامداً مع 1+ [6 - 44 ع إلا او 316- + 23 > رنا. 


ا نحسب أولاً ,لا + ,لا 9 والذي يعطينا متجهاً متعامداً مع ,لاو رلا معأ 


4 
غ161 + 14 +173 ع عا(12 +4)+ ز(2ا + 2) +11 -18) ع |1 6مس 4إص بيرك يعن 
2001-3 


نناظم *, بأن نحسب أولاً !|9| . لدينا 741 256+ 196 + 289 > 12| . إذن, 
(161 + [14 +171) جوطين دن - 8 
وهو المتجه المطلوب 


41 أوجد ه بحيث يكون عاء + [3 + 41 - نا في المستوى 19 المولّد بواسطة 31 - [2 +1 > ,»ا ى ع4 © [- 20 > رار 


ليا الاحظ أن ا يكون في 72 إذا 0حت يا » ادس أي إذا مع (م)ء0, حيث ناء ,1 ير صفوف /. نضع 


3 * 
0 -ع5- ع 12-12 - م4 م .32-18 ع 2 0-1 
4 21 


وبذلك 10- -560؛ وبالتالي 2- -م, 


1 المستويات, المستقيمات» المنحنيات, السطوح في :8 
سوف تستخدم الصيغ التالية: 
() معادلة مستسي يمسر بالنقطسة (و#رلاي*),5 وباتجاه ناظمي طن + [0+ له > 80 تكسون 
0> ذيكدت كاه + قلات تغط + ليد - مم 


(ب) التمثيل الوسيطي المستقيم دآ يمر عبر (و#لاى6,م7 في اتجاه المتجه عاك + 6 + 1ه - 
اط > ي2 + 4ك -2؛ أو بشكل بديل: عالي2 + ©) + إليلا + 66 + اليا + غم - زعا 


(ج) المتجه |2 الناظمي على سطع 0- 7)..22 يكون ٠‏ 5+ ل + في7- 4ن 
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6 3 تطبيقات في الهندسة والحسبان 


1 أوجد الصيغة (). 
© لتكسن 70*92 نقطة إختيارية فسي المستسوى. المتجهه ؛ من ,7 إلسسى 8 يكسسون 
عازه - ج) + إليلا - «و) + ؤلم» - ) حرط - 8 ع 0 بما أن ؛ متعامد مع عان + زط + 3ه 20 (شكل 3-21). فإننا نحصل 
على 20 (يه - )ع + (ينر - نوعط + (ى - 4366 وهو المطلوب. 


إ(2 الا جم 
(و2 مولا موتار 


شكل 3-21 


1 أورجد معادلة المستوى ذي الاتجاه الناظمي 716+ [6 - [5 - 10 ويحتوي على النقطة (2-,2)3,4. 
18 نعوض و ]7 في الصيغة (ا) فتحصل على 0- (2 ++ 72+ (4- 607 - (3- »)5 أي 23--- 722 + برق - رق 
3 أرجد متجهاً ناظمياً لا على المستوى 3- 22! - 7 + :4. 
8 تعطينا معاملات *, لا, 2 إتجاهاً ناظمياً وبالتالي 121 - [7 + 41 - 26. [إن أي مضاعف ل 20 يكون أيضاً ناظمياً على 
المستوى]. 
1 أوجد المستوى 14 الموازي ل 3 > 122 - 78 + 4 ويحتوي على النقطة ‏ (1-.2,3) 
1 يكون ل18 والمستوى المعلوم نفس الاتجاه الناظمي. أي أن 73-121 + 120-41 ناظمي على 81. نعوض ب-8 و2 
في الصيفة (ا) فتحصل على 0- (1+ 12 - (7)0-3 + (2 -4)6 أو 41- 7-122 + عف 
1 ليكن 14 و المستويين 5ع 2-42 +»« و32-7+ز-»2, على الترتيب. أوجد 0560© حيث © الزاوية بين 
المستويين 11 و كل 


الزاوية 8 بين 14 وى هي نفسها الزاوية بين الناظم ]8 على 15 والناظم ']2 على ك. لدينا ع4 - [1+2- 2 
وعاة + ز- لتك 'لى إذن 12--2-2-12ع الل 16-21 +4+ زع *ألزل, +[ د و + 4+1ع *|'لاا. إذن 


س للن اس اااعاااء 
يك لكا [الياا 


8 
1 أوجد الصيغة (ب). 
88 لتكن (2,لز.*)5 نقطة إختيارية على المستقيم .آ. المتجه ٠‏ من ,8 إلى 8 هى 
الم - ع) + زمر > بر ) + قزمي - يرم سي سام د بير ع2 


بما أن *اى» لهما نفس الاتجاه [شكل 4-21]: فإن 


عاك + ؤنط + قه - زيك + ؤم + ؤم)ز وم ع بير 22 
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المعادلتان (1) و (2) تعطياتنا النتيجة المطلوبة 


عظم) 


(20 مولا موتاو7 


شكل 4-21 


1 اوجد المعادلة [الوسيطية] للمستقيم 1 الذي يمر بالنقطة (2-,6)3,4 ويكون في الاتجاه 316 + [- 51 > ار 
ا نعوض في الصيغة (ب). فتحصل على 2(16 -30) + [(4 + ) + 3(4 + 56) > (ا)ا. 
21 أوجد معادلة المستقيم 1 عبر النقطتين (85)1,3,2 و (6-,0)2,5. 
08 نوجد اول المتجه ١‏ من 8 إلى 0: 81 - [2 + ع - © > ». ثم نستخدم الصيغة (ب) ب ١‏ وإحدى النقطتين؛ لتكن 
م, فتحصل على 2(1 + )8-) + ((3 + 20) +. ((1[ + )) > (1)نآ. 
1 ليكن 81 المستوى 15 7+ لا5 + *3. أوجد معادلة المستقيم دآ العمودي على 1! والمار بالنقطة ‏ (2,4-,8)1. 
ا بما أن دآ عمودي على 11 فلا بد أن يكون في نفس إتجاه الناظم 76 + [5 + 34 - 80 على ]1. لذلك, نستخدم الصيغة 
(ب) ب- 2 وى 8 فتنحصل على 4(16 + 76) + [(2 - ع5) + ؤ(1 + 30) > )1 
1 عرّف منحنى في 100 
- ليكن 2 فترة (منتهية أى لا نهائية) على الخط الحقيقي 8. إن دالة مستمرة 2-10 :8 تعرّف منحني في 80 وبذلك, 
تقرن بكل ‏ 1©1 نقطة ‏ 016)ي5 + [0)ي"! + 8401 - 500 في 80 
ملاحظة: لنفترض أن الدالة 100 أعلاه تمثل موضع جسم متحرك 8 في لحظة زمنية .١‏ إذن؛ ترمنز 0500/01 (70 إلى 
سرهة 8 كما يرمز 1/)1(/41 - (840 إلى تسارع 8. 
المسائل 49.21-45.21 تتعلق بالمنحنى التالي. حيث 5 > ؛ > 0: 76 + ز(4 + :3) + 21 د ن), 
1 أوجد () عندما 124 
8 نعوض ب-2 -1 في (500 فتنحصل على 81 + [10 + 4 > (5)2. 
1 أوجد (10 عندما ‏ 1-4. 
8 4م + [16 + 163 6416 + إزه + 12) + :16 د (4)] ع بال 
1 أوجد (10 عندما 26-), 


5# 700 ليست معرّفة عندما 42-6 لأن نطاق # هو الفترة 5 > ]> 0. 
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24621 


9,1 


50,1 


5121 


52.1 


53.1 


54,1 


5521 


26021 


أوجد نقطتي الطرفين للمنحنى. 
© إن نقطتي الطرفين للنطاق هما 0-+ و1-5. وبالتاليء نقطنا طرفي المنحنى هما 4 - (18)0 
و 1251 + (19 + 251 > ركاظ. 


أوجد متجه الوحدة 7 المماس للمنحنى عند 22> ). 
8 نتخذ مشتق ()5, نحصل على متجه /ا يكون مماساً للمنحني: 


0ن 


ثم نوجد لا عندما 2-). يعطينا هذا: 121+ [3 +41 - 0. نناظم /7, لنحصل على متجه الوجدة 7 المماس للمنحني عند 
2 -). لدينا 13 1لاا. إذن, 


المسائل 53.21-50.21 تتعلق بجسم متحرك 8 يُغطي موضعه عند اللحظة ) بواسطة عناة + زتج + وت د )ع 
أوجد موضمع 8 عندما ‏ 1 > ) 

لا نعوض ب 1 > ) في (8)0 فنحصل على 316 + [2 + 1ع (2)1. 

أوجد السرعة ١‏ ل 8 عندما #1 ). 

ها نأخذ مشتق ()5 فنحصل على 


31 + 4 ارق لانن 


- )نما 
نعرض ب 1 1 في ()/ا فتحصل على ع3 + زه +31 > (1)/ ع بن 
أوجد قيمة السرعة 58 ل 8 عندما 21 , 

ل إن قيمة السرعة 5 هي مقدار السرعة .٠‏ بذلك, 4 - 3 + 16 + 9- |١2‏ > 52, وبالتالي 1/34- ثم . 
أوجد التسارع ه ل 8 عندما 1-). 

ل ناخذ المشتق الثاني ل ()8 أى, بتعبير آخر, مشتق (7/)1 فنحصل على 

زه + وو- فاك - روم 

نعو ب 1-1 في )4 فنحصل على [4 + 6 > (4)1 > ه. 

المسألتان 55.21-54.21 تتعلقان بالسطح التالي: 16 ع وبرج + تور 
أوجد المتجه الناظم (2,ل20)5,9 على السطح. 

أوجد المشتقسات الجزئية ,#, ,7 5 ث 16ج + خرع - (ررر)5. الدينا *لرع يط 22+ 2 ح كر 


وسيم وبذلك. غ21 + ((22 + بو2) + تيرك زر زرو)لة. 


أوجد المستوى المماس 11 للسطح في النقطة (5)1,2,3. 

1 إن الناظم على السطح في النقطة 8 يكون 48 + [10 + 41 - (80)1,2,3 - (20)0. وبذلك, يكون 26 + (5 + 20-21 

متجهاً ناظماً عند 8. نعوض ب 2 و لا في الصيغة () فتحصل على 0 > (3- 22 + (2 - 50 + (1 -206 أق 
ج2 + نرق + +2 


ليكن المجسم الإهليلجي (الكرواني) 15 - 3:2 + 272 + **. أوجد المستوى المماس 18 في النقطة ' (5)0,2,1. 
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نوجد المتجه الناظم 62 + زه + 203 - كلظ + © + في > 200,20 نحسب المتجه الناظم (ترلرر:)!8 عند ظ, 
فتحصل على 66 + [8 + 4 - (2,2,1)! - ()20 وبذلك. يكون 31+ [4 + 20-20 ناظماً للمجسم الإهليلجي عند 8. 
نعوض ب 8 و ]7 في الصيغة (1) فنحصل على 0:15 - (1 - )3 + (2 - ,)4 + (2 - )20 أو 15 - 32 + برك + 22 


المسالتان 58.21-57.21 تتعلقان بالدالة */ا+ *» - (ز,6 حيث 2+ 2+ >2 يمثل سطحاً 5 في 80 
1 أوجد المتجه الناظم 6 للسطح 5 عندما 2< »«, 3- بر 


88 ل- [6 + 41ح - زر2 +281 > [1- ,ري > 80 [ملاحظة: نستخدم حقيقة أنه عندما ع- (ن؛ > (2رل»)8, 
يكين لدينا حر كسرع ولس حم 


8 


1 أوجد المستوى المماس 81 للسطح 5 عندما 2 2م 


© إذا 5-2 3-لاء إذن 2-4+9-13: وبالتالي, تكون (7)2,3,13 نقطة على السطح 5. نعوض ب8 
و ع - (6 + 41 - ]3 في الصيغة (1) فتحصل على 211 0 > (13-ع) - (3- ,)6 + (2 - 406 فى 13 عدج ترم يرف 


1 الحقول السلّمية والمتجهية 


1 عرّف حقلاً سلمياً 


8 نقول عن دالة 8+-”8:/ أنها حقل سمي في *8, ب آخرء يقرن حقل سلَّمِي 7 بقيمة سلّمية . (2ل,»)1 لكل نقطة 
معام في ثي [بالمثل, تسمى دالة 8+-”1:/ حقلاً سلّمياً في "8]. 


1 عرّف حقلاً متجها. 
قا نطلق علسى دالة "8ج نيم إسم «حقل متجهي» فسي 87 بتعبير أخرء يقرن حقل متجهي # متجهاً 
لكي" + إلترزكر" + .»)ربكل نقطة 2< في 83 [بالمثل, تسمى دالة "82+-4©:8 حقلاً متجهياً في 
ا 
ملاحظظلة: غالباً ما يكون نطاق حقل سلمي أى حقل متجهي مجموعة جزئية 8 في *ه؛ وليس "7# الله 
المسائل 64.21-61.21 تتعلق بالحقول التالية على نطاق 8: 
() درجة الحرارة في نقطة. 
(ب) سرعة الريح في نقطق. 
(ج) إرتفاع نقطة فوق مستوى البحر 
(د) الحقل المغناطيس. 


1 هل (أ) حقل سلمي أم متجهي؟ 
| بما أن درجة الحرارة سلمية؛ فإن (1) يكون حقلاً سلمياً. 
1 هل (ب) حقل سلمي أم متجهي؟ 
قلا إن سرعة الريح في نقطة تكون متجهاً ذات مقدار وإتجاه؛ وبالتالي؛ يكون (ب) حقلاً متجبياً. 
1 هل (ج) حقل سلمي أم متجهي؟ 
18 بما أن ارتفاع نقطة كمية سلمية؛ فإن (ج) حقل سلمي. 
1 همل (د) حقل سلمي أم متجهي؟ 
ل إن الحقل (المجال) المغنطيس حقل متجهي. لأنه توجد قوة مغنطيسية ذات مقدار واتجاه عند كل نقطة. 
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20021 


62626 


2221 


2021 


201 


27221 


المسائل 67.21-65.21 تتعلق بالحقل السلّمي ‏ 2لا + 2< ع (رلا.). 


أوجد (,5)5 من أجل النقطة (4-,5,)1,2. 


8 0 7-ت 1-8 - (4ف-1)1,2 د 10 


أوجد (,)1 من أجل النقطة (3,5-,2)ي5. 
8 1]- > 15 - 4 - (كرق-,1)2 > زيم)1. 


أوجد (,5)6 من أجل النقطة (2-,5,)3,1. 


© 7 2- 9- (2-,1)3,1 د يطل 


ليكن الحقل السلمي 202 + 2 ع (ز,*)ة في 87. صف وارسم منحنيات المناسيب ل 8 
ا من أجل كل سلّمى © يوجد منحنى منسوبي د تب + 2 (ررو)ع. تكون هذه المنحنيات قطوعاً ناقصة 
(إهليلجات) مراكزها عند نقطة الأصلء كمأ هى موضح في شكل 5-21. 


شكل 5-21 


المسائل 71.21-69.21 تتعلق بالحقل المتجهي التالي في ت8. عازدسر- تي جوزتو + تبرج تي + رو د زرلاو 


أوجد 500 من أجل النقطة (4-,2,)1,2. 


12 916+ 213 + زةه- دعازع + 1) + ز(»! + 4 + 1) + ز8- ع (4-,2, )2 ع (5)0. 


أوجد (,1)8 من أجل النقطة (3,5-,2)ي8. 


8 علو + (38 + 301- ه عز(ك5] + 4) + زرك25 + 9 + 4) + 304 > ركرة-,5)2 ع لي 5)0. 


أوجد (,85)8 من أجل النقطة (2-,3,1)رم. 


ان »!11 + 14 + 61- ح عززج + 9) + )4 + 1 + 9 + 61- ح (2-,3,1) ع ني 6)ظ. 


ليكن الحقل المتجهي [1/21 21 1/2 > (ر.)1 في 82. صف الحقل. 
8 يوجد, عند كل نقطة (1,) في المستوى, متجه (5)0 الذي له 1/2 الطول من نقطة الأصل 0 إلى 5 ويكون عمودياً 
على المتجه من 0 إلى 8 كما هى موضح في شكل 6-21. 
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11 
6-21 شكل‎ ١-1 


1 مؤش يل ” » التدرج, التباعد, الدوران 
1 عرّف مؤثر بل. 
© إنالمؤث المتجهسسي التفساضل ي يل: والسذي نسرمسو لسه ب 9 يعسوّف يسواسشة 
ب2عا + رصو+ ,طذد عارط + زيه + نرم عو , حيث ,2 ؛ ,2 ؛ ,8 ترمز للمشتقات الجزثئية بالنسبة ل : , لا . # على الترتيب. 
أي أن 
5 ف 8 


8 59 8 
+ و لع عع أس اس + رك بز سو 


بعمومية أكبر, يعرّف المؤثر يِل ؟ » من أجل أي مجموعة من المتفيرات .سي بواسطة [ي2....., .,2] سلا 
حيث برمز ,1 للمشتق الجزثي بالنسبة للمتغير ,»د 
1 عرّف تدرّج حقل سلمي. 
ليكسن (لا.*)1 مؤتثسراً سلميساً إشتقاقباً يعرّف تدرج/ , ونكتيسه /9 أ / 8700: بسواسطسة 
(/ ),2 + ف( )ره نزم )رط - رورم +ف,2 +88)-/9. لاحظ أن 5/7 حقل متجي. 
1 عرّف تباعد حقل متجهي. 
1# ليكن . علي + زر +24 > (2 ,)م حقلاً متجهياً إشتقاقياً. إذن. يعرّف تباعد 5, ونكتبه ع .9 أو * أك, بواسطة 
لرظارط + لياه + ركه دولك + زيم جذك) رم +2 +ذي8) 8 0* . الاحظ أن 705 حقل سلّمي. 
1 صرّف دوران حقل متجهي 
اه ليكن عار + ؤي - ار > (2 ,نز ,)م حقلاً منجهياً إشتقاقياً نعرّف عندئذ دوران 5 ونكتيه م9 أو 8 ننه أى 
017 بواسطة 
0 0 
8 رط يم 
ظ # ك5 
عل[ (, )رط - (و), 18 + ط[ر ارط - (ك) صا+ طزي),« - ل )ره]- 


> هلك + في + قر5) »ا لطي جيه جيط) دع عدو 


نتلاحظ أن #6 يدي هو أيضاً حقل متجهي. 
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1 هل التدرج والتباعد والدورآن مفاهيم معرّفة في “8؟ 


© إذا كسان لاجر حقلا سلّمياً في 1# فإن [(/),2 , . . . ,(/)يظ ,(ر )رط] حر در هذل .وإذا كان 
لتلوس سمتلي 7] -8 حقلاً متجبياً في 125 فإن (,8)ر2 + ١‏ .+ (ر)2 + ,)رط دم .8-9 وذل. أما دوران حقل متجهي 
فى "2, فإنه لا يكون معرّفاً إلا عندعا 8-3 كما أنه تماماً لا يعرّف الجداء التقاطعي للمتجهات إلا في 87. [لاحظ أنه لا 


يمكننا استخدامع الترميز اله في م8 
مبرهنة 1م لنفترض أن ؟ حقل سلمي إشتقاقي. وليكن (/),2 رمزاً للمشتق الإتجاهي ؟ في اتجاه المتجه 6. إذن 


لا ان ميك 


عند نقطة ‏ في المجال. [مركبة التدرج ل؟ في اتجاه المتجه نا مساو للمشتق الإتجاهي ل؟ في اتجاه لا]. 
1 أوجد تدرج 4 أي 5/7 
0 القع بج #برقبر)ي 2 + ؤ(قج + #لرتبو) ,2 + تج + #برقير) وز ع (ثع + #مرتج)(مارط + زرط + فيط) ع للا 
322 + [برةبر2 + بوره ع 
1 أوجد المشتق الاتجاهي ل؟ عند النقطة (5)3,2,1 في الاتجاه 216 + [- 21 > نا 
18 نحسب 1/7 عند النقطة 316:8 + [36 +244 ع (1 ,2 ,9/()3) * (9/()5) . ناخذ الجداء النقطي [الداخلي] ل (9/()5) 
مع ل ونقسم على 3- 8/ة - 1/4+77+8- ||| ٠,‏ لتحصل على (2,)1()5 


2 كذ 20+ ذ- 2 (اة + زات شالق - رمورر) يمر 


1 اوجد المشتق الاتجاهي ل؟1 عند النقطة (2,3-,0)1 في الاتجاه 26 -[3 +1- 8 
218 نحسب التدرج /آ عند النقطة 0: 2716 + 84-43 > (2,3-,9/()1) > (97()0) ٠‏ إذن 


8ك _ _ و2 -زة 270:6 + زه حنة8) _ «:(©)520) 
14 0/1 - (©)(/).2 


المسائل 83.21-81.21 تتعلق بالحقل السلمي التالي في كم تربره تمرك (ارهرلا)1. 
1 أوجد الندرج “ا . 
ها إتسرة بتهبرة بثم بخن]ء [(ر )بط ,(#)يط ,(ر)ارط ,(ر)يط] سر إرط ,بط ,رط مره] لا . 
1 أوجد المشتق الاتجاهي ل6 عند النقطة (2,1-,85)1,2 في الاتجاه [2-,1,3-,2] > لا. 


8 نحسب التدرج 96 عند النقطة :[8,24,3- ,1] > [2,1-,9/(]1,2) ع (9/()8) . ثم نوجد 
6ع 72-6 + 8 24 -[2-,1,3- ,12 :[24,3 ,8- ,1] عن )9/7()5(١‏ . تحسب بعدئذ ‏ 31/2 1/18 -837+17+9+4/ - إإه|| . 


إذن 
كل - رومزم )م 
1 أوجد المشتق الاتجاهي ل 5 عند النقطة (1-,3,2-,0)1 في الاتجاه [2,1,4-,3] > . 
8 لدينا (36,3- ,1,8] -[1- ,3,2- ,97(]3) > (9/()9) ٠‏ 


12-7 + 36 - 16 - 3ع [4 1 ,2- ,3]  * )9/()09( ١ > 11,8, -36,3[ ١‏ 0تدد 16 17 1 ج واد إزدزا 
إذنء 37/30 ع (©)(]),2 . 
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المسائل 89.21-84.21 تتطق بالحقل المتجهي التالي: اديرد + وترم + جم - (2 ,نرج" 
1 أوجد التباعدم .© . 


1 و3 + 22 ع بور بور2 4 22 - (تبرع) 2 + (*وج)ر2 + (تعع)2 - (طاعبور + "بريد +قتعع) ١(طرط‏ + ويه +فره) دم 9١‏ 


1 أوجد 70 عند النقطة (5)3,2,1. 
-)9١ ”()3,2,1( 1+ 18-19‏ زم)زم 09١‏ 
1 أوجد 7١5‏ عند النقطة ‏ (2,3-,0)1. 
)9١87(0,-2,3( 9-653‏ - (0)م 9١‏ . 
1 أاوجد الدوران م9 . 


«ااقاة 
7 د 00 


8 ييا 


د ل ل 


ا(تعم)ره - (ته)ره] + لإزموميط - (نممرص] جذ[(“وميط - (مجمره] - 
عاثر + وزع - مع2) + تعمد > عازه - غبر) + وزمير - مبر2) + 0(1 - مي - 


1 أوجد جم »ا9 عند (,6)3,2. 
46 + زه +اة > (3,2,1)( »ا ؟) ع زص)رم بدن , 
1 أورجد »9 عند (2,3-,001. 


9 عله +12 +لة- > (2,3- ,01( »ا 9) - (0)( :9 . 


المسائل 93.21-90.21 تتعلق بالحقل المتجهي التالي: ع((بر- #م) جوزتم + ترج #ر) + تمبردت ( ريز )2 
1 اوجد التباعدم .9 . 
ها عر ثمارط جرش + ثر + تمارط + مومه - [ازمر - تم + زر + خرج قو + لود ]رواره + قرط + طرط) سم .و 
ابرح يبر حم برس بو2 + يراس 
1 اوجد الدوران سم »9 . 
0 0 0 
5 2 ,82 2إعم 
و 50 
ت[(عير ٠-‏ )يط - (عسو)يط] جط[(ت + خبرج تم) يج - زور خر)رم] ع 
عل( (ةسع) يه سرع + ثير + تم)يره] + 
ماع - 2) + و2 -. برع) + 23 3- > عا(هد - 22) + ؤ(مرة - بور) + و(ج2 - ع د) د 
1 أوجد (9)926 . 
8 عاد + لز! + 2) > علزير + عير )2 + ززبر+ عبر )2 جنر + عبر)يه ع زر + عبر)وايط + زه جاريم) ع رم ١‏ وو 


1 أوجد («9) 9 ل 0 0 0 
5 82 82 2 أعجم عا بدو 
22-2 ع2 بور جوه 


((2 - بر) + ؤ(5 -. 2) ع عاز0 - 2 - بر) + زج +2 - 3-) + ؤ(0 -0) - 
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4 13 تطبيقات في الهندسة والحسبان 
31 بين أن 0-(1/0 97009 /, من أجل أي حقل متجهي 7 


© النفترض أن 206 + 0 +58 --12. إذن 


0 
ره به 
6 م 


0 
عار -ي©) + ؤ(,88 -,7) + ف( - ,أ2) > إمط 
8 


دما ع7 


وبذلك, 


مر م ررق حير جحي يلآ >(" - ي2)6 + (ي8 - ي1)ر2 + (ي6 - ,)2 > (/1 »ا 9) 97١‏ 
1 المعادلات التفاضلية 


1 اعد كتابة المنظومة التائية لمعادلات تفاضلية في شكل مصفوفي: 


رع ك2 
8 ليكن (()ءعد 3 1 )-ه . إذن تكون المنظومة مكافئة للمعادلة التفاضلية المصفوفية 876 > ]01)/0. 
1 الننظر في معادلة تفاضلية مصفوفية خطية 
عد - و 01 
ولنفترض ان لا5 > تحويل متغيرات غير شاذ. بيّن أن المنظومة المُمَوّلة تكون في الشكل 
ممم - وني 


ا نعوض بالا8 7 في (1) فنحصل على لا88 -4/(ا4)8. بما أن المؤثر التفاضلي خطيّ؛ فهو يتبادل مع 


المصفوفة ؛ أي أن [80/لا5]0 > :0)9/(/0. وبذلك. نحصل على لاظلة > [5]4//4. بالضرب في '<8, نحصل على (1). 
5721 


لتكن المصفوفة ([71 4-4 في المسألة 95.21. أوجد مصفوفة غير شاذة , بحيث تكون 7-4 > 8 قطرية. 
8 إن الحدودية المميزة )8 ل 4 هي 


دمرة-م دوجيك- 6د إل أ | دام - اد ود 

وبذلكء تكون القيمتان الذاتيتان ل 8: 3 و2. نعوض ب 1-3 في المصفوفة 4 -1) فنحصل على المنظومة المتجانسة 
المقابلة: 0 - .و+ »,2 29-0 + «2-, والتي لها حلّ غير صفري (1.1) > 7. نعوض ب2 -) في المصفوفة 
11-4 فنحصل على المنظومة المتجانسة 0 - نر+ «2-, 


0 - + «2-. والتي لها حلّ غير صفري (1,2) > راد 
لتكن 8 المصفوفة التي عموديها , ى ري“ على الترتيب. إذن 


3 فين 36 م 
1 مه 2 6-ممامدم 
1 حل منظومة المعادلات التفاضلية في المسالة 95.21. 


28 نحوّل المنظومة إلى الشكل القطري بواسطة تحويل للمتغيرات مستخدمين العصفوفة 7 في المسالة 97.21, وذلك كما يلي 
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القصل 21 8 515 


5 3 وى مدير 
ام أد | ووجمردير )40 
نجدء من المسالتين 96.21 ى 97.21, أن المنظومة تصبح, تحت هذا التحويل للمتغيرات, في الشكل القطري: 
27 
2 
2 
42 


ويكون حل هذه المنظومة القطرية :0ه , “6ط > 5 حيث 2 ولط وسيطين. نعوض في (4)1 فتحصل على الحل المطلوب: 


هم + الهم د بر 
*هنج + “اوج د بو 


المسائل 104.21-99.21 تتعلق بمنظومة المعادلات التفاضلية التالية: 


عه 
2 + بر يده ا 
له 
ركبم 2 
42 
ع -خي4- هه 


1 اعد كتابة المنظومة في شكل مصفوفي. 
© التكن 


إذن؛ تكون المصفوفة مكافئة للمعادلة المصفوفية ٠م‏ -07/06. 


1 أوجد الحدودية المميزة 


8 172-10 + ت8- ” - (م)ام - ريم خييق خربك) + #زم)ن - ثر د (ن)ة [هنا (4)) هى أثر له وى ,ث8 متعامل 
العنصر القطري ,3]. 
1 أورجد القيم الذاتية ل 8 أو. بتعبير آخر, جذور (4)0 . 
8 إذا كان ل )4 جذر منطقء فلا بد أن يقسم 10. نختبر 2-1 فنحصل على 
17-0+ 


1-0 
+11 


وبذلك يكون ‏ 1-) عاملاً في (:)4 وتكون (5-(1(0-2-)) -(10 +,7- )1 -)- ز)ه . ينتج عن ذلك أن قيم 
الذاتية هي 23-1 20-2 5<-2. 
1 أوجد متجياً ذاتياً لكل واحدة من القيم الذاتية ل 8. 
8 نطسرح 2-1 من قطسر 4, فنحصسل على المنظومة المقابلة: 0-ج+ 22 + ع3 0ع 2 + بره + عرق 
22-0 - 4 -2-, والتي لها حل غير صفري (2-,0,1) > ,7. ونطرح 22-2 من قطر 8, فنحصل على المنظومة 
0ع + ي2 + ع2 0ع م2 روتجعم 0 49-32 - «2-, والتي لها حل غير صقري (2,2-,1) < ر .0‏ تطرح 
2*5 من قطر 8 فنحصل على المنظومة المتجانسة ‏ 2-0 + 22 + وعس, 22-0 - 2 0 س زم د روس روس 
والتي لها حل غير صفري ‏ (1-,1,1) > راد 
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6 [ا تطبيقات في الهندسة والحسيان 
21 أوجد مصفوفة غير شأذة 8 بحيث تكون ‏ 8-8788 قطرية. 
8 لتكن 8 المصفوفة التي أعمدتها ,9. رلا ي” على الترتيب. إذن 


1 1 0 1 
3 10-2 م و 2 داهم دو 
21 20- 5 


21 حلّ منظومة المعادلات التفاضلية 


8 نحول المنظومة إلى الشكل القطري. بواسطة تحويل للمتغيرات باستخدام المصفوفة ١‏ اعلاه, وذلك كما يلي: 


2 8 اير دعق 

7 -(ة) ا ارت صم ك 

2« 2 ا ل رزج بج ررضت مدعي 

ويكون للمنظومة الآن؛ وبسبب هذا التحويل للمتغيرات, الشكل القطري 
جه 5 

4 ك 


2- 4 25 
إن حل المنظومة القطرية 
المطلونية 


أموح ار “هط د ابر ”عن ع 2 حيث 2, 8, © وسائط. نعوض في (1) فتنحصل على الحل 
تون ب لقوق 2 


أكون + #وزج د هه عبر 
ته د و2 + أهم2- داج 
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موقع الفريد في الفيزياء 


موقع. الفويد في الفيزياء 


موقع الفريد في الفيزياء 


موقع الفريد. في الفيزياء 


